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Vorwort
Der Zweck dieser Vorlesung ist es, dem zukiinftigen Lehrer einen Uberblick tiber den Schulstoff
zu verschaffen. Gleichzeitig soll eine Bewertung des Schulstoffes stattfinden.

Differential- und Integralrechnung in der Schule.
81. Das Rechnen mit reellen Zahlen

1. Die Kleinerrelation

Dezimalzahlen

Dieredlen Zahlen sind in der Schule - wie in der Praxis - zweckmal3igerweise mit den
unendlichen Dezimal zahlen zu identifizieren.

Schreibweise: £ tjt, -+ t,,51S, -~ mit t,5,€{0,1, ---,9}.

Die t;, 5, sind keine Zahlen sondern Ziffern, also geschriebene Namen fur Zahlen.

Analysis bedeutet letzlich immer den Umgang mit der < -Relation fiir die redllen Zahlen.
Die < -Relation wird am Vorzeichen und den Dezimal ziffern abgel esen.

Argernis: 9-periodisch.

Beispiel:  72,3200000 --- =72,3199999 --- .

Diesist der einzige Fall, bei dem zwei verschiedenen Ziffernfolgen gleiche Zahlen entsprechen.
Man geht in diesem Fall immer auf die Form ohne 9-periodisch Uber.

Zahlenger ade:
Die Zahlengerade wird so gedacht, dal3 ihren Punkten die reellen Zahlen entsprechen.
Kleinere Zahlen stehen weiter links als grél3ere Zahlen.

Zur Motivation der B
Definition von a<b — +15
in der Schule —
zB.: —-6<3 — +10
; +5
— 0
— -5
— -10
— -15
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Rechnen mit Dezimalzahlen:

Die unendlichen Dezimal zahlen werden abgebrochen, dann erhdt man rationale Zahlen.

Damit sind die Rechenoperationen exakt durchfihrbar ( = Rechnen mit rationalen Zahlen).

Der durch das Abbrechen entstandene Rechenfehler wird abgeschétzt. So weild man, vieviele
Dezimalstellen exakt sind. Das Argernis 9-periodisch ist dabei letztlich unwesentlich.

In der Praxis wird aber das Rechnen mit Rundung verwendet. Dabel wird der Rechenfehler
i.A. nicht verfolgt, und man kennt daher die Genauigkeit des Resultates nicht.

Beispiel:
e=2718 ---,
n=3141---,
aso
2,718<e< 2,719
und
3,141 <1 < 3,142,
Daher
2,718 + 3,141=5,859< e+ < 2,719 + 3,142=5,861
und schliefdich
e+n=58--,
das heilt man kennt die ersten beiden Ziffern der Dezimaldarstellung von e+ x.
So kann man die Rechenoperationen fur dierellen Zahlen als definiert betrachten.

DasZeichen < dteht fir "kleiner oder gleich”. Die Aussage a>b bedeutet b< a

Die grundlegenden Eigenschaften der < -Relation sind (andogen zu den rationden Zahlen):
(@ Sind a b redlle Zahlen, so gilt entweder a<b oder b< a oder a=h.

(b) Gilt a<b und b<a soigt a=h.

(c) Gilt a<bund b<c,soist a<c.

(d) Gilt 0<a und a<c firallepositiven Zahlen ¢, soist a=0.

(e) Gilt a<b,sofolgt a+c<b+c firjedezahl c.

(f) Gilt a<b,sofolgt a-c<b-c fir jede positive Zahl c.

Die Kleinerrelation und die Division

Fur redlle Zahlen a, b=+0 gilt:

(@) Ist sign(a)=sign(b),soist a<b< l/a>1/b.
(b) Ist sign(a)=sign(b),soist a<b< la< 1/b.
(c) Ista>1,s0ist Va<l st a<l, soist Va> 1.

Die Kleinerrelation und die Wurzeln
Fur positive Zahlen a, b und ne IN gilt:
(a) Aus a<b folgt Ja<b.

(b) Aus O<a<1 fogt O<a< 2\|_a< 1.
(c) Aus l<a folgt 1<Ya<a

Der Absolutbetrag bei den reellen Zahlen hat ebenfalls grundlegende Eigenschaften:
(a) Esgilt |a| =0 genau dann, wenn a=0.

(b) Esgilt |a-b]=|a|-|b| firale a be R.

(c) Esgilt |atb| < |a] + |b| firale a be R (Dreiecksungleichung).
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Nicht elementare Ungleichungen
Neben der Dreiecksungleichung kommen in der Schule u.U. fir reelle Zahlen noch die
arithmetisch-geometrische Ungleichung

a7+b >{ab (abeR)

und die Cauchysche Ungleichung

(3g-by+ - +a,-b)2<(a2+ - +32)-(b2+ - +b?2) (g, beR,neN)
vor.
Bel den komplexen Zahlen und in der Analytischen Geometrie braucht man die
Dreiecksungleichung fur die Norm:

(g +b)2+ - +(a,+b)2<{a2+ - +a32+7 b2+ - +b2fira,beR
und ne N.

2. Zum Rechnen mit dem Taschenrechner

Der Taschenrechner erlaubt die rasche Berechnung vieler Beispiele zu Definitionen und Sétzen.
Esist auch empfehlenswert, bei Grenzwerten, bei der Differentiation und beim bestimmten
Integral zu jeder Aufgabe begleitend numerische Stichproben bzw. Proben zu rechnen.
Fur den Lehrer ist eswichtig, die numerische Falle zu kennen, in die man dabei tappen kann.
Es handelt sich um das
Phéanomen der Ausléschung (Tritt bei der numerischen Differenzbildung auf ):
In der numerischen Mathematik ist es tblich, die Genauigkeit einer Zahl als die Anzahl der
richtigen Dezimalstellen ab der ersten Dezimastelle =0 zu definieren.
Soist z.B. n-10-3=0,0031415926 --- und somit
0,003147852 auf 3 Stellen genau m-10-3.
Weitersist |2=1,4142135623730 --- und somit
1,4141 auf 4 Stellen genau 7 2.
1,4141 gibt aso die Zahl E genauer an als 0,003147852 die Zahl -10-3.
Man sagt also nicht:
0,003147852 stimmt mit = -10-3 bisauf 5 Stellen nach dem Komma tiberein und
1,4141 stimmt mit 5| 2 nur bisauf 3 Stellen nach dem Komma tiberein, und daher ist
0,003147852 eine genauere Naherung fir ©-10-3als 1,4141 fur J_Z .
Begriindung: Als Begrindung fir diese Definition der Genauigkeit mdge die folgende
Fallstudie dienen.
Die Sonneist von der Erde ca. 150 000 000 km entfernt. Natirlich ist diese Angabe gerundet
und nur die beiden ersten Ziffern stimmen exakt. Wir rechnen nun diese Entfernung in Lichtjahre
um:
DasLicht legt im leeren Raum pro Sekunde
2,99774-1010 cm = 299 774 km zurick.
Das Jahr hat
60-60- 24 - 365 =31 536 000 Sekunden, und somit ist die Sonne

150 000 000 o _
31536 000.299 774 =0,0000158 Lichtjahre von der Erde entfernt.

Es wére nun sehr unsinnig, zu behaupten, dal die Genauigkeit von
zuerdt richtig ab der 10 Millionenstelle

durch die Umrechnung
nun auf sicher richtig bis zur 5-ten Nachkommastelle

aso um 13 Dezimalstellen verbessert wurde.
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Die Gleitkommarechnung produziert im allgemeinen erstaunlich geringe Genauigkeitsfehler, und
das auch bei umfangreicheren Rechnungen.
Sehr kritisch ist jedoch die Subtraktion zweier Zahlen, welche eine kleine Differenz
haben:
Seien zum Beispiel
a=3.21437 65892 43387 E + 3 und b=3.21437 65892 41214 E + 3
zwei 16-stellige Gleitkommazahlen, deren letzte Ziffern 7 bzw. 4 jeweils gerundet sind.
Beide Zahlen sind also mit 15-stelliger Genauigkeit gegeben.
In der Gleitkommarechnung bekommt man
a— b=2.17300 00000 00000 E - 9.
Dadie Ziffer 3 nicht durch Rundungvon a—b zu 2.173E - 9 entstandenit, sind al'so von
a— b Uberhaupt nur mehr die drel ersten Ziffern biseinschliedlich 7 gesichert.
Das Resultat ist daher nur mehr mit 3-stelliger Genauigkeit gegeben. Man spricht in diesem Fall
von Ausléschung (der Stellen bzw. der Genauigkeit).

82. Grenzwerte und stetige Funktionen ohne Epsilontik

Grundlegend fur die Differential- und Integralrechnung in der Schuleist der
Grenzwertbegriff. Daher will ich mich zuerst diesem zuwenden.
Als erstes werde ich die folgende Uibliche Definition des Grenzwertes kritisch betrachten:

Definition 1:
Eine Folge ¢ : N — R : k—— &, konvergiert genau dann gegen eine Zahl ae R,
wenn eszu jedem € >0 ein npe N gibt, sodal3 fur alle k > ny gilt:

la—a| <e.
Speziell: Eine Folge ¢ : N — R : k—— g, heilt Nullfolge, wenn sie gegen 0
konvergiert, wenn esaso zu jedem ¢ >0 e&n nye N gibt, soda3fur alle k> ny gilt:

la| <e.
Mit Quantoren geschrieben:

¢:N — R :k—— g ist Nullfolge, wenn Ve >03nye NVk>ng gilt |a|<e.

(=) Diese Definition macht den Studenten des ersten Semesters, wahrscheinlich wegen der
Kontrolle von gehauft auftretenden Existenz- und Allquantoren, in der Praxis Schwierigkeiten.
Ich nehme daher an, dal3 diese Definition auch in der Schule Schwierigkeiten macht. Ich werde
zeigen, dald diese Definition - mit Gewinn einiger weiterer Vorteile - umgangen werden kann.

1. Fallstudie

Um die nun folgenden Uberlegungen zu motivieren, beginne ich mit einer Fallstudie.
Ich betrachte dazu die Aufgabe

. l X _ 2_1)
]}Ln}o 1+k2 (k=) =7

Der mathematisch gebildete Leser wird mir zustimmen, dal? man etwa folgendermal3en vorgehen
wird.
1

o 1+Kk2
Daher ist

k ~k _ lYk 1
1+k2 1+k2 1/K2+1 1/k2+1°

(k-K2)=
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1 Lo s /k 1\ _
ks 00 1+k2'(k k)_l}Lngo(l/k2+l 1/k2+1)_

= lim L/k — lim 1 0 1__
koo 1/K2+1 ke 1/k2+1 1 1
Was hat man gemacht?
Man hat Rechenregeln fir die Grenzwertbestimmungen angewandt, nachdem vorher der

Ausdruck
1

1+k2
in eine fir die Anwendung von Grenzwertregeln geeignete Form gebracht wurde.
Wasist das Ergebnis dieser Aktionen?
(1) Manweil3 nun, dal3 der Grenzwert existiert und
(2) manweilBnun, dad der Grenzwert gleich —1 ist.

1

-(k—k2)

Es geht mir nun darum, darauf hinzuweisen, daf3 nicht folgender malien vorgegangen wird:

(1) Man erféhrt vonirgend jemandem (z.B. der Schiller vom Lehrer), dald der Grenzwert
gleich —1 ist (oder sein dirfte).

Und daher will man nun zeigen, dal? der Grenzwert gleich — 1 ist.

(2) Esgilt per definitionem

(%) klim ﬁ -(k — k?) = -1 genau dann, wennzu jedem ¢ >0 ein npe N
existiert, sodaf3
1 N y ,
| 1+k2'(k k2) — ( 1)|<e fur alle k>ng gilt.
Also sucht man fir ein allgemeines € >0 das dazu passende ny und verifiziert, dad dieses n,
wirklich taugt,
1 vy y L
| Do (k=K = (~1)| <e furdle k>ny zuimplizieren

Diese eben beschriebene V organgswei se wéare namlich in doppelter Hinsicht sinnlos:
(1) Woher bekommt man in der beruflichen Praxis den Hinweis, dal3
Jim (k= k2 =~ 1 sainkonnte?
Man konnte vielleicht in diesem Fall zur richtigen Vermutung kommen, indem man mit dem
Rechner flr
k =1 10000 den Wert L
1k K=
rechnet und daraus vermutet, dal3 der Grenzwert gleich —1 sein konnte.
Bel einem Resultat mit einer weniger schénen Dezimaldarstellung kénnte man zu einer solchen
Vermutung nicht kommen.
(2) DieBestimmung von ng, zum vorgegeben ¢ >0 bedarf geschickter und in der normalen
Analys s untiblicher Rechnung mit Ungleichungen.

Man |6t etwa die Gleichung
1

1+k2
Die L6sung der Gleichung kann aber im allgemeinen Fall schwierig sein oder exakt Uberhaupt
nicht durchfihrbar sein. Eine numerische Ldsung flr ein spezielles ¢ > 0 wirde nicht gentigen,
weil damit nicht gezeigt ist, dald sich ein passendes n, zu jedem ¢ >0 finden 1&3. Weiters
bleibt nun die Aufgabe, abzuschétzen, dal3

- (104 - 108) = —0,9998999900010001

- (k — k2) =¢ und bekommt ny=eine Lésung dieser Gleichung.
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1
1+Kk2

(k-k2) - (-1)| <e furdle k>ny gilt.

Ende der Falstudie.

Was kann man aus dieser Fallstudie lernen?

(1) Dieubliche Definitionen der Konvergenz einer Folge zu einem Grenzwert in der Art von
Def. 1 taugen nicht vidl, um einen Grenzwert effektiv zu bestimmen.

(2) Wir wissen bereits aus eigener Erfahrung und aus der Erfahrung mit Schiilern und
Studenten, dal die Definition der Konvergenz in der Art von Def. 1 intellektuell anspruchsvoll
ist und einer Gewohnungsphase bedarf, bis der Lernende den Definitionsumfang erfal3t (d.h.
einerichtige Vorstellung davon bekommt, was Konvergenz bedeutet).

(3) Esigtasosinnvoll nach einer zu Def. 1 aternativen (aber &quivalenten) Definition der
Konvergenz zu einem Grenzwert zu suchen, welche

(a) zu einer Berechnung des Grenzwertes (durch Grenzwertsétze) hinleitet und

(b) vom Anfanger leicht verstanden wird.

Im Folgenden will ich also eine solche Alternative zu Def. 1 vorstellen, welche schrittweise
entwickelt wird. Dabei werden der Reihe nach die Begriffe Folge, Testfolge, Nullfolge und
konvergente Folge definiert.

2. Alternative Grenzwertdefinition
Wir beginnen also ganz von vorne und definieren zuerst den Begriff "Folge".

Definitionen 2:
(1) EineFolgeist eine Funktion des Typus
¢ :IN — R, welche man oft mit
¢ =<p(1), 9(2), ¢(3), -~ > oder mit ¢ =<ay, &, 8, - > (A0 ¢(k)=3a)
notiert.
Nun erklaren wir:
(2) EineFolge ¢ =<ay, &, ag, --- > heif}t positiv, wenn
a>0a8>0a>0 - gt
(3) EineFolge ¢ =<ay, &, a, --- > heil}t monoton fallend, wenn
y>a>a> - gt
(4) EineFolge ¢ = <&y, &, a3, --- > unterschreitet eine Zahl ce R,
wenn esein Folgenglied &, gibt, sodaf?
a,<c gilt.
Diese Definitionen bereiten keine Schwierigkeiten und kénnen leicht mit Beispielen bzw.
Gegenbeispielen eingelibt werden. Weiters sind sie selbsterklérend und kénnen daher rasch
wieder in die Erinnerung gebracht werden.
Wir kommen nun zu einer ersten etwas schwierigeren, aber noch durchaus schnell erfal3baren

Definition 3:
(5) EineTestfolge ¢ =<ay, &, ag, --- > liegt vor, wenn
(@ o=<a,a,a, - » €nepostiveFolgeidt,
(b) o¢=<a,a,a - » einemonton falende Folgeist,
(0 o¢=<a,a,a, > jedepostiveZahl c>0 unterschreitet.
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s

Folgenglieder

Einige Bei spiele machen den Begriff klar:

Beispidl 1. Wir betrachten als erstes die Folge
o=<1,1/2,1/3,1/4, --- >, deren n-tes Folgenglied von der Form 1/n ist.
Offensichtlich ist diese Folge positiv und monoton fallend.
Ist ¢>0, sowollenwir zeigen, da3 die Folge ¢ dieZahl ¢ unterschreitet.
Ist ndmlich c> 1, soist diestrivia. Ist aber c< 1, so hat etwa ¢ die Dezimaldarstellung
c=0,cic,C, --- mit ¢e{0,1,234,5,6,7,8,9]}.
Wir dirfen annehmen, dal3 bei dieser Dezimaldarstellung nicht der Fall
c=0,ciC, --- €,99999 --- auftritt.
Sei nun k diekleinste natiirliche Zahl, fir welche ¢, + 0.
Dannist

c> 10k+1

und weil

ﬁ als Folgenglied auftritt, unterschreitet die Folge ¢ dieZahl c.

Wir haben also gezeigt, dal3 ¢ eine Testfolgeist.

Beispiel 2: Auch
o=<1, 12, 12,13, 13,13, 1/4, 14, 14, 1/4,1/5, --- > ist eine Testfolge.
Dazu kann man wortwartlich genau so wie beim Beispiel 1 argumentieren.

Beispiel 3: Ist 9 = <&, &, &, --- > €ine Testfolge und
y=<8,,8,8, > Mitij<iy<ig< -+ (iye N) eine"Telfolge" von
p=<ay, &, a, - >, 0istauch y eineTestfolge.

Dies kann man so beweisen:

Da ¢ einepositive Folgeist, ist auch y eine positive Folge.

Da ¢ monoton fallendigt, ist auch y monoton fallend.

Ist ¢>0,sowird ¢c von ¢ (wel ¢ eineTestfolgeist) unterschritten, dasheild esgibt ein
ne N, sodald a,< c.

Nun gibt es aber ein k e IN, sodal’ i, >n und somit (weil ¢ monoton fallend ist)
g, <a<c gt

Damit unterschreitet auch y dieZahl ¢, und daher it v eine Testfolge.

Beispiel 4:
9=<0,0,0, - >,
e=<1, -1/2,13, -1/4, - >,
e=<1+1,1+12,1+1/3,1+1/4, --- > sindkene Testfolgen.

Wie schon aus Beispiel (3) ersichtlich, kann man aus vorgegebenen Testfolgen neue Testfolgen
gewinnen. Wir beschreiben nun einige weitere solcher Prozeduren.
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Beispiel 5: Ist ¢ = <&, &, a3, --- > eineTestfolgeund M >0, soist auch

M-¢ & <M-a,M-a,M-a, - > eineTedfolge.
Beweis. Da3 M -¢ eine positive und eine monoton fallende Folge ist, ist einfach zu tberlegen.
Wir Uberlegen uns daher nur mehr, dal3 M - ¢ jede positive Zahl ¢ unterschreitet. Diesfolgt aber
So:
Ist ¢ >0 gegeben, so unterschreitet ¢ die positive Zahl ¢/M. Esgibt also ein Folgenglied &,
fir welches

a,< c/M qgilt. Darausfolgt aber sofort, dal

M-a,<c,dsodad M-¢ dieZahl c unterschreitet.

Beispiel 6: Sind ¢ = {&, &, a, --- > und y=<by, by, by, --- > Testfolgen, soist auch
o+y = (o +by,a+hy,ag+bg, - > dneTedtfolge
Beweis: Die Positivitéat und die Monotonie sind leicht zu erschlief3en. Wir zeigen daher nur,
dal3 v + ¢ jedepositive Zahl ¢ unterschreitet.
Nun gibt esein m, fir welches
an < ¢/2, und esgibt ein n, fir welches by, < ¢/2. Setzt man
4 max{m, n}, so gilt

a +b.<a,+b,< c2+c2=c
Wir definieren nun den Begriff der Nullfolge:

Definition 4:
Eine Folge y = <by, by, bs, --- > heif}t eine Nullfolge, wenn es eine Testfolge
¢ =<ay, & a, -+ > gibt, sodal3
Ib| <ay, [by| <&, |bs| <@ - dgilt.
In einer solchen Situation sagen wir, dal3 die Testfolge ¢ die Nullfolge w majorisiert oder
dal3die Testfolge ¢ eine M ajorante der Nullfolge v ist.

A by X
— &

Folgenglieder

Indizes

Beispiel 7: Jede Testfolge ¢ = <&, &, a3, --- > ist auch eine Nullfolge.
Sie mgjorisiert sich namlich selbst.

Beispiel 8: DieFolge yw=<0,0,0, --- > ist eine Nullfolge, denn sie wird z.B. von
=<1, 12,13, - > mgorisert.

Beispid 9: w=<1, -1/2, 13, -1/4, --- > isteine Nullfolge, denn sie wird ebenfalls von
y=<1,12 13, - > mgoriser.

Beispiel 10: Ist ¢ = <ay, &, &, --- > eineNullfolge und
y =<8, 8,8, > Mitij<iy<iz< - (e N) eneTeilfolgevon
@, dannist auch y eine Nullfolge.

Beweis: Die Nullfolge ¢ hat eine Testfolge
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x = <by, by, by, -+ > asMajorante. Wie bereitsin Beispiel 3 festgestellt, ist dann auch
6=<bj;, by, b, - > eineTestfolge. Die Folge 6 mgjorisiert nun die Folge .
Beispiel 11: Ist ¢ = {&y, &, &, --- » eineTestfolge und v =<by, by, bs, -+ > eine
beschrankte Folge, so ist

9y 2 {a-by,a-bya-by, - > eine Nullfolge.
Beweis: Sei etwa |b,| <M mit M >0 fir ale ke N. Dannist nach Beispiel 5 auch die
Folge

x=<M-a,M-a,M-a, -~ > eneTestfolge. Weil nun

la.-b| <a-M firdle ke N, ist x eineMgorantevon v -¢.

Beispiel 12: Ist ¢ = <ay, &, a3, --- » eineNullfolgeund ce R, soist auch
c-¢ 2 {c-a,Ca,C-a - » eneNulfolge.

Beweis: Sei v =<dy, dy, d3, --- > eine Testfolge, welche ¢ majorisiert.

Dannistauch 6=(1+ |c|)-y eineTestfolgeund esgilt fir alle ne N
(M| =|c-a,| < (1+[c|])-|a,| <(1+ [c|)-dy=6.

Beispiel 12a: Ist ¢ = <ay, &, ag, --- > eneNullfolgeund y = <{by, by, bs, --- > eine
beschrankte Folge, so ist
¢o-y=<g by, a-by,abs - > eine Nullfolge.
Beweis: Sel etwa M positiv und gelte |b | <M furale ke N.
Weil nun ¢ eineNullfolgeist, gibt es eine mgjorante Testfolge x = <cy, C,, C3, -+ >, sodald
la| <c, furale ke N.
Esfolgt
la - byl < la] - |bgl < ¢ |bg| < ¢ - M, und somit ist
v -M eneTestfolge, welche ¢ -y majorisiert.

Beispiel 13: Sind ¢ = <&, &, &, --- » und y=<by, by, bs, --- > Nullfolgen, soist auch
p+y X (a+h,a+hy,ag+hs - > eineNullfolge.

Beweis: Wir nehmen an, da3 ¢ voneiner Testfolge y = <cy, €y, Cg, -+ > und y von
einer Testfolge 6 = {dy, d,, d3, --- > majorisiert wird. Nach Beisp. 6 ist dann auch
v +0=<c;+dj,Cy+0dyC3+0ds --- > eineTestfolge. Nun gilt
la, £ bl < |a] + [b] < ¢+ di. Alsomajorisiert v + 6 dieFolge ¢ £ .

Beispiel 14: EineFolge y = <by, by, bg, -+ > ist genau dann eine Nullfolge, wenn die Folge
lw| & by, |byl, [bg|, -~ > eineNullfolgeist.

Beweis: Eine Testfolge ¢ = <&, &, ag, -+ »
majorisiert ¢ genau dann, wenn sie auch die Folge |¢| majorisiert.

Beispiel 15: Ist 9 =<ay, &, a3, --- > eineNullfolgeundist y = <{by, by, by, --- >
eine Folge, fur welche
|b| <& furale ke N gilt, soistauch y eine Nullfolge.
Beweis: Weil ¢ eine Nullfolgeist, wird ¢ von einer Testfolge
x =<Cy, Cy, Cg, -+ > Maorisiert.
Somit gilt
|b| < |a| <c firale ke N
und daher wird die Folge y ebenfallsvon der Testfolge y majorisiert.

Bemerkung 1: Jede Nullfolge ist eine beschrankte Folge.
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Beweis: Ist Ist ¢ = <{ay, &, a3, --- > eine Nullfolge, so gibt es aso dazu eine majorante
Testfolge yw = <by, by, by, --- >. Nunfolgt fir alle ke N

la| < b, <b;, undsomitist M &!: b, derart, dai®

-M<g <M firdle ke N.

Ich zeige nun im folgenden Satz 1, dal3 die hier gegebene [vergl. Def.3] Definition einer
Nullfolge aguivalent mit der tblichen ist.

Damit ist dann bewiesen, dal3 die Ubliche Definition 1 einer Nullfolge
entbehrlich ist, was ich eben als didaktisch fur besonders wichtig erachte.

Satz 1: Eine Folge y = <{by, by, b, --- > wird genau dann von einer Testfolge mgjorisiert,
wenneszu jedem € >0 ein nye N gibt, sodal3 fir ale k> ng

la | <e gilt.
Beweis: Werdeeinmal y = <by, by, bs, --- > vonder Testfolge ¢ = <&y, &, a3, -+ >
majorisiert. Ist dann £ >0 gegeben, so unterschreitet ¢ diese positive Zahl ¢, dso gibt esein
Folgenglied g, flr welches

0<gy<e gilt.
Dann folgt fur ale k> ng, dal3

O< b <g <a,<e.
Sei nun andererseits

v =<by, by, bs, -+ > eineNullfolge nach der tblichen Definition 1.
Wir konstruieren nun eine Testfolge ¢ = <ay, &, &, --- >, welche y mgorisiert.
DieFolge v ist beschrankt, dasie konvergent ist. Esgibt alsoein M > 0, sodal}

0< |b <M furdle ke N gilt.
Wir kénnen nun eine Folge von natlrlichen Zahlen

1<ij<ip,<ig< --- wéhlen, sodal3

|b| <M/1 firale k> iy,

|b| <M/2 firale k>,

|be| <M/3 furale k>ig, ---, asoalgemein

|b| <M/n furale k>i,, --- dgilt.
Nun wéhlen wir

a,=M/1 furalle k mit 1<k<iq,

a=M/2 firdle k mit i; <k<i,,

a,=M/3 furadle k mit i,<k<is, ---, asoalgemein

a.=M/n furalle k mit i,_,<k<i,
und damit haben wir eine Testfolge

o=<a, &, a, - > gefunden, welche die Folge

v =<by, by, by, -+ > maorisiert. o

Wir wissen nun, dass die Definition 3 einer Nullfolge &quivaent mit der tblichen Definition 1
einer Nullfolge ist. Wir kénnen also die Defintion 1 einer Nullfolge vergessen und brauchen sie
nicht in der Schule zu lehren, wenn wir dafir in der Schule die Defintion 2 einer Nullfolge mit
Hilfe von Testfolgen bringen.

Jetzt sind wir soweit, dal3 wir den letzten Schritt unserer Grenzwertdefinition tun konnen.
Wir verwenden dazu einen allgemein bekannten Satz als Definition 4, welche die Ubliche und
schwer verstandliche Definition 2 eines Grenzwertesin der Schule ersetzen soll.

Definition 5: Eine Folge ¢ = <a;, &, &, --- » konvergiert gegen eine Zahl a, wenn
dieFolge
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p-a:¥ (a-aa-aa-a - » eneNulfolgeis.

Alternativ: EineFolge ¢ =<ay, &, &, --- > konvergiert gegen eine Zahl a, wenn
lo—al & <|a,—al, |a—al,|ag—al, - > eineNullfolgeist.
Man bezeichnet in dieser Situation a as Grenzwert der Folge o.

Der folgende Satz ist zwar theoretisch sehr wichtig, aber andererseitsintuitiv klar, sodal3 er in der
Schule nicht besonders breitgetreten werden sollte.

Satz 2: Sind a und b Grenzwerte der Folge ¢ = <{ay, &, &, --- >, sofolgt a=b.
Daher kann man also von dem Grenzwert der Folge ¢ = <ay, &, &, --- > sprechen.
Beweis: Sowohl die Folge

v=<a-aax-aa—-a - » dsauchdeFolge

y=<a —-b,a-b,a—-b, - > sindNullfolgen. Daher ist auch die Folge

y—-x=<b-ab-ab-a -+ > eineNullfolge, welchein diesem Fall kongtant ist.
Die Folge v —y wird also von einer Testfolge y = <c;, Cy, C3, --- > maorisiert. Ist ¢ eine
beliebige positive Zahl, so gibt es daher ein Folgenglied ¢, sodald

¢ < c. Das k-te Folgenglied von v — istgleich b —a Wir haben a so insgesamt

0<|b-al <c. < c.Da c beiebigklein wahlbar ist, muf3

|b—-a =0, as0 a=b gelten.

Definition 6: Konvergiert eine Folge ¢ = {a;, &, a3, --- > gegen eine Zahl a, so schreibt
man wegen Satz 2 mit Recht
lim g =a

k—o0

Bemerkung 2: Ist ¢ = <ay, &, ag, --- > derart, da3 klim =ae R,soist

DieFolge ¢ eine beschrankt Folge.
Beweis: Esist ¢ —a eine Nullfolge, also eine beschrénkte Folge. Das heifdt, es gibt ein
M e R", sodal

-M<g —a<M firdle ke N.

Darausfolgt
-M;<g <M, firadle ke N.

Eine Feststellung zum Argernis 9-periodisch:

Beispiel 16: Die Folge <9/10, 99/100, 999/1000, --- > konvergiert gegen 1.
Beweis: Esist

| — 1| = <1/10, /100, /1000, --- > eineTeilfolge der Nullfolge <1/1, 1/2, 1/3, --- >
und somit selbst eine Nullfolge.

Um die Divergenz einer Folge nach o zu beschreiben, kann man folgendermal3en vorgehen:

Definition 7: Eine Folge <{a;, &, a;, --- > ist eine Testfolge nach unendlich, wenn

(1) gy<ap<ag< - und

(2) jedereellezahl C Uberschritten wird, das heifd wenneszujedem Ce R ein
Folgenglied &, gibt, sodal? C< a, gilt.

Definition 8: Eine Folge <by, b,, bs, --- > divergiert nach «, wenn sie von einer

Testfolge <ay, &, &, --- > nach o minorisiert wird, das heif3t, wenn
a<b,a<by, ag<h; -~ qilt.
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Eine Folge <bq, b,, b, --- > divergiert nach — «,wenndieFolge < -b;, —by, =bg, --- >
nach oo divergiert.

Man schreibt dann
klim by = oo bzw. klim by = — o und sagt verwirrenderweise auch, dal3 die Folge

<{by, by, b, -+ > gegen oo bzw. — oo konvergiert (Inder Schule nicht breittreten!).

Warum diese verwirrende Terminologie?
In der Algebra, will man R as Kdérper haben, und daher werden + o nichtzu R
dazugenommen, also sind die Grenzwerte + oo nicht moglich, also spricht man von Divergenz
z.B. bel der Folge

<1,2,3, - >.
In der reellen Analysishat man aber + o gerne dabel und betrachtet daher

R % RU{-, oo}
und spricht z.B. bei der Folge

<1,2,3, - > vonKonvergenznach + .
In der komplexen Analysis verwendet man € 4: C U {« } asRiemannsche Zahlenkugel
und sagt dort, dal3 sogar die Folge

<1,-2,3, -4 -~ > nach « konvergiert.

3. Die Grenzwertsatze

Die Grenzwertsétze erlauben das Rechnen mit Grenzwerten ohne die Epsilontik bemihen zu
muissen. Sie lauten

Satz 3: Ist klim a=aeR und klim by=beR und ce R, sofolgt
lim c-g.=c-a,

k— o0

klim (a +b)=a+b,
klim (a—b)=a-Db,
khm a(bk:ab

Ist zusétzlich noch b+ 0 firalle ke N und b=+ 0, sogilt

& _a
1{121:0 bk_b'

Wir bewei sen bei spiel shaft klim a.-by=a-b.

Wegen
lim g =ae R ist

k00
{&, &, &, -~ > einebeschrankte Folge, und es gilt daher
la| <A fireinpassendes Ac R" undaleke N.

Weiters sind die Folgen
{y-aa-aa-a - »und <bj—-bb,—bby—b,--- > Nullfolgen.

Nun folgt
0<|a b —abl=|g b -a-b+a-b-ab|l<|g-b —-a-bl+|a-b-ab|=
= la| - Ib— bl + |a —al-|b| <A-|by - bl + |a —al-[b].

Esqilt kli_)ngcA-|bk—b|=0 und ]}Lngo |a,—al - |b| =0, also gilt auch
QEEOA'|bk—b|+|6\<—a|‘b:0-

Somit ist
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klim |a - by, — a-b| =0, aso haben wir klim a.-by=a-b.

Beispiel 16: Ist ¢ = {&y, &, &, --- » €ine Folge mit klim a,=acR undist

y=<a, 8,8y > Mtig<i;<ig< - (i e N) eine"Teilfolge" von
p=<ay, &, &, - », S0 konvergiert auch y gegen a, aso gilt auch
kIim g, =a

Beweis: DieFolge {ay —a, & —a,a;—a, --- > isteineNullfolge. Nach Beispiel 10 ist die
Folge
{a,-ag,-ag,—a - > eenfdlseineNullfolge.

Ubungsaufgaben (Siehe Anhang): (1) - (5)
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4. Der Grenzwert einer Funktion

In der Schule haben wir es noch mit dem weiteren Grenzwertbegriff bei Funktionen zu tun.
Diesen kann man aber mit Vorteil auf den Grenzwertbegriff bei Folgen zurlickfiUhren und damit
wieder die Epsilontik vermeiden.

Definitionen 9:
Seien a, b, xpe R,a<b, (g b) SASR undsel f: A—— R eineFunktion.
(1) Mansagt, dal3eineFolge ¢ : IN — A : k+—— by von unten (oder von links) gegen die
Zahl b konvergiert, wenn
b, <b firale ke N und

k—o0
Analog sagt man, da3 eine Folge ¢ : N — A : k—— &, von oben (oder von rechts) gegen die
Zahl a konvergiert, wenn

a<ag furale ke N und

lim g =a

k—o0
Gegen o« kann eine Folge sowieso nur von links und gegen — «  eine Folge sowieso nur von
rechts konvergieren.

Es handelt sich aso darum, dal3 eine Folge jeweils nur von einer Seite her gegen eine Zahl
konvergiert, ohne dal? dabei diese Zahl a's Folgenglied auftritt.

(2) Man sagt, dal3 die Funktion f bei b den linksseitigen Grenzwert V,; € R hat, wenn
fur jede von linksgegen b konvergierende Folge <by, b,, bg, --- > gilt

k111’1’1 f(bk):V”.
In diesem Fall schreibt man

lim f(X) =V|i'
Xx—b-0

Analog sagt man, dal3 die Funktion f bel a denrechtsseitigen Grenzwert
V€ R hat, wenn fir jede von rechts gegen a konvergierende
Folge <&, &, a; -~ > gilt
Jim 130 =Vre
In diesem Fall schreibt man
lim f(X)=V(a.

Xx—a+0
Man sagt, dal3 die Funktion bei X, A den Grenzwert V € R hat, wenn sowohl der
linksseitige al's auch der rechtsseitige Grenzwert von f bel x, existieren und beide den Wert V
haben. Fir diese Situation geniigt es, wenn

f:A/{xo} —> R definiert ist.
In diesem Fall schreibt man

lim f(x)=V.

)(%X(J
Offensichtlich spielt esbei diesen Definitionen keine Rolle, ob b bzw. a Argumentevon f
sind. Aber auchwenn b bzw. a Argumente sind, spielt der betreffende Funktionswert keine
Rolle.

(3) Esistklar, wiediese Definitionen fir a= — « bzw. b= « zuformulieren sind.

(4) DieGrenzwerte oo, — « treten in der Schule zwar bei Funktionen auf, man sollte daraus
aber keine Wissenschaft machen und diese daher beildufig erklaren. Genaues dazu in LK
3.1.(23) ff.
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Esist fraglich, ob der Begriff des Grenzwertes einer Funktion in der Schule tberhaupt explizit
definiert werden soll. Er sollte sowieso nur in konkreten Situationen (z.B. bei der Defintion der
Ableitung) auftreten und dort selbsterklérend sein. Ich personlich halte das Auftreten ganzer
Kaskaden von Definitionen fir didaktisch schlecht.

Beispiel 17: lim sign(x)=+1, lim sgn(x)= -1
Xx—0+0 x—0-0

-

Beispiel 18: im 2=+, lim *=—c.
x—0+0 X Xx—0-0 X
W¥ ]
Beispiel 19: X~1>1nr/%—0 tan (X) = .
A
2
Beispiel 20: lim atn(x)=73.
X—00

N

Beispiel 21: lim X2=oo.

X—>00

/L
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5. Stetigkeit
In der Hochschulmathematik ist eine ¢-8-Definition dblich

Definition 10:

(1) Ist ACRR,soheifd eineFunktion f: A—— R ineinem Argument ac A stetig,
wenn zu jedem £ >0 ein § >0 exidtiert, soda3fir dle x e A mit |a—x| <¢e gilt
[f(x) —f(a)| <8.

(2) DieFunktion heif¥ stetig (schlechthin), wenn siein jedem ihrer Argumente stetig ist.

Bel dieser Definition gelten die Argumente zu Definition 1 sinngeméls:

(1) Esist schwierig, diese Definition zu erfassen.

(2) DieseDefinition taugt nicht fir die direkte Prifung der Stetigkeit einer Funktion,

jawir wissen aus Erfahrung, dal3 man die Stetigkeit einer Funktion meistens viel besser schon
durch blof3es Anschauen ihres Formelausdruckes bestétigen kann.

Wir schlagen daher fir die Schule als dternative Definition vor:

Wiederum ganz ohne Epsilontik erarbeiten wir nun den Begriff der Stetigkeit.
Die Stetigkeit bzw. Unstetigkeit einer Funktion ist nur in ihren Argumenten erklart.
Fur eine reelle Zahl, welche kein Argument einer Funktion ist, ist also Stetigkeit und Unstetigkeit
nicht definiert. Soist z.B. 0 kein Argument der Funktion
f=1/x: R UR" — R,
und somit ist diese Funktion in O weder stetig noch unstetig.

Definition 11. Sei A< R eine beliebige Teilmenge, ac A und

f: A —— R eineFunktion.
(1) DieFunktion f wird alsstetigim Argument a bezeichnet, wenn fir jede konvergente
Folge

¢:N — A:k—— g, mit ]}Lngoak:a gilt

girgof(q():f(a).
(2) DieFunktion f wird alsstetig Uber A bezeichnet, wenn siein jedem Argument ac A
Stetig ist.
(3) DieFunktion f wird alslinksseitig stetig im Argument ae A bezeichnet, wenn es
eineFolge y:IN — (- o0, a) N A mit khlr:o v (k) =a gibt, und wenn fir jede Folge

@:N — (—o0,a) NA:k—— g mit klim a.=a gilt
klim f(g)="f(a).

(4) DieFunktion f wird alsrechtsseitig stetig im Argument ac A bezeichnet, wenn es
eineFolge y:IN — (g, o) N A mit k1im y(k)=a gibt, und wenn fir jede Folge

¢:N — (g ©)NA:ki— g mit klim a.=a gilt
klim f(a) =f(a).

Dielinks-, bzw. rechtsseitige Stetigkeit braucht in der Schule nicht gebracht zu werden.

Fallstudie aus der birgerlichen Praxis:
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A

P

Ein Rotationskorper, wie er in der birgerlichen Praxis vorkommt, hat zwei ungleiche Radien,
ndmlich R und r. Ander Stelle, wo der grof3e Radius in den kleinen Radius Ubergeht, ist es
sinnlos, einen Radius zu definieren. Daher ist die Radiusfunktion p dort auch nicht unstetig.
Dies sollte aber in der Schule nicht breitgetreten werden, sondern den Lehrer darauf hinweisen,
dai3 die Stetigkeit nur in Argumenten definiert ist.

Bedenkt man, dal?

f(a) :f(klim ), s0 kann man lim f(a)=f(a) auchas lim f(a) :f(klim a)
schreiben.
Eine stetige Funktion ist also durch die Moglichkeit der Vertauschung von Funktions- mit
Limeszeichen charakterisiert. Diese Tatsache sollte vor dlem bei Technikern und Physikern

hervorgehoben werden und kdnnte daher auch in der Schule ihren Platz haben. Ich werde dies
sofort begriinden:

(1) Jede Messung, welche nicht gerade zahlender Natur ist, hat eine sogenannte
"Mef3ungenauigkeit”. Im algemeinen ist (oder sind) mit dem Mef3wert eine (oder mehrere)
weitere Zahlengrof3e(n) funktional verkntipft. Wenn diese funktionale Verkntipfung nicht stetig
ist, hat es keinen Sinn, sie auf den Mel3wert anzuwenden.

Beispiel 22: Die Masse eines Stahlwirfels der Seitenlange s ist gleich

M =1y -s3, wobei y dieDichtevon Eisenistund s die Seitenlange des Wirfels
bezeichnet.
Mif% man nun die Seitenlange s eines Wirfels und kennt man die Dichte von Stahl

vy =7,8 g/lcm3, so kann man die Masse des Stahlwiirfels nach der obigen Formel
berechnen.
Die Messung der Seitenlénge des Stahlwirfelsist aber immer mit einer gewissen Ungenauigkeit
behaftet. Ware nun die Masse keine stetige Funktion der Seitenlange, so kdnnte eine noch so
kleine M ef3ungenavigkeit einen sprunghaften Anstieg des Fehlersin der Massenberechnung zur
Folge haben. Das wiirde im Endeffekt bedeuten, dal? Messungen keinen Sinn haben.

(2) Be einer Rechnung, welche am Taschenrechner oder Computer numerisch durchgefihrt
wird, werden anstatt der genauen Zahlen meistens Naherungen in Gleitkommazahlen verwendet.
Fdls nun diese Rechnungen keine Resultate in stetiger Abhangigkeit von den Eingaben liefern,
hétten die Rechnungen mit dem Taschenrechner oder dem Computer keinen Sinn, weil noch so
kleine Fehler in den Eingaben sprunghaft grof3e Fehler in den Resultaten liefern.

Wenn man bedenkt, dal3 diese wichtigen Punkte auch fir jeden mathematischen Laien
selbstversténdlich sind, dann resultiert daraus, dal3 Stetigkeit etwas sehr Natirlichesist, was also
nicht besonders betont zu werden braucht.

Zu einer unstetigen Funktion kommt man nur durch eine "willkirliche Definition" der Funktion,
bei der an der Unstetigkeitsstelle der Funktionswert definiert sein muf3.

Die typischen Unstetigkeitsstellen in Skizzen angedeutet:
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A A

f(a)

Zum Punkt (2) muf3 gesagt werden, dal3 eine 8hnliche Schwierigkeit alerdings bei Funktionen
auftritt, welche einen eingeschrankten Definitionsbereich haben. Dies hat alerdings nichts mit
dem Stetigkeitsbegriff zu tun. Dazu die wichtigsten zwei Bespiele:

(@) Der Ausdruck {x kann nur berechnet werden, wenn x > 0 ist. Von der Natur der Sache
her kann diese Bedingung wohl erfiillt sein. Wenn aber x theoretisch sehr nahebei O liegt und
wenn x asResultat einer Rechnung (oder Messung) gewonnen wird, so kann esin der Praxis
leicht sain, dal? x < 0 ist. Dann bekommen wir e nen Runtime-Error.

(b) Analogesgilt fir den Ausdruck 1/x. Er kann nur fir x==0 berechnet werden.

Hier kommen wir ebenfalls auf einen Runtime-Error, wenn sich, durch Ungenauigkeiten
bedingt, die Situation x=0 ergibt.

Zur Prifung der Stetigkeit einer Funktion

Wie bereits angekuindigt, bedarf die Prifung der Stetigkeit einer Funktion keiner besonderen

Anstrengungen und insbesondere keiner Diskussionen mit Hilfevon e und 8.

Wir analysieren diese Problematik an Hand der Liste 1 der Funktionen in der Schule.

Eine besonders genaue Beschreibung der Vorgangsweise finden Siein LK 3.1.(48)ff.

(1) Diekonstanten Funktionen, dsoetwa f: R — R :t—— 5 ist stetig schlechthin:
Ist ac R und kli)n}o a,=a, sogilt kl;ngo f(a) =k1i)ngo 5=5=f(a).

(2) Dieidentische Funktion, also die Funktion f: R — R : t——t ist stetig schlechthin.
Iss ac R und kli)n:o a,=—a, s0gilt girgof(q():l}i)rr; a-=a=f(a).

(3) Produkte von Funktionen, welchevom Typ (1) oder (2) sind, aso
zB. f:R —> R :t—— 5-13, sind stetig schlechthin.
Hier verwendet man die Grenzwertsétze.
It ae R und kli)n;lo a,=a s0gilt gi_)rgof(a()zgin; 5-(a)3=5-a=f(a).

(4) Die Polynomfunktionen, dlsoz.B. f:R —> R :t+—— 5-13+ 2-t5, sind Stetig
schlechthin. Esist nun klar, wie dies wiederum mit den Grenzwertsétzen folgt.
(5) Dierationalen Funktionen, z.B.

A3+ 2.5
f:R\{1l} —mR:t—> E%
DieZahl 1 tritt in diesem Beispid nicht as Argument auf, kann daher keine
Unstetigkeitsstelle sein. Man argumentiert also wieder mit den Grenzwertsétzen.

(6) Die"technische" Funktion Absolutbetrag
f t fdls t>0 )
[| 'R — R:t—— ist stetig.
-t fdls t<0

sind stetig schlechthin!!!

R.Lied!: Differential- und Integralrechnung in der Schule 27. August 1956 20:49 Uhr



Inhaltsverzeichnis

x|

R.Lied!: Differential- und Integralrechnung in der Schule 27. August 1956 20:49 Uhr

21



Inhaltsverzeichnis

Hier muss genau genommen eine etwas knifflige Argumentation vorgenommen werden.
Vergleichedazu LK. 2.8.(4) und 1.1(33).
Die Sache wird Uibersichtlicher und der Schule angepasster, wenn man den Beweis fiir
negative Argumente, fir das Argument 0 und fr positive Argumente jeweils getrennt
durchfihrt.

(7) Die"technische" Funktion Signum ( =Vorzeichen)

J 1 fdls t>0
0 fdls t=0).

sgn:R — R:t—
1—1 fdls t<O

ist ein signifikantes Beispiel fir eine Funktion mit einer Unstetigkeitsstelle, ndmlich beim
Argument O.

Die Folge der Argumente <1/1,1/2,1/3, --- > konvergiert gegen das Argument 0.
Die entsprechende Folge der Funktionswerte, dlso <1, 1,1, --- > konvergiert gegen
dieZahl 1, welche aber nicht der Funktionswert bei 0, ndmlich O ist.
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(8) Die "technische" Funktion Gauklammer ( = groftes Ganzes)

9

(10)

(11)
(12)

(13)

(14)

[':R —Z :t——n wobel n<t<n+1 istinjedemPunkt ne Z undtetig.

A

[x]

Zur Bestétigung dieser Tatsachewdhleman <{n-1/1,n-1/2,n-1/3, --- > dsFolgevon
Argumenten.
(a) DieWurzdfunktionen

A=1 :10,06) —[0,5),3:R—R,{:[0,0) —[0, ), -,
welche wir al's Umkehrfunktionen der Potenzen (oder ds

gl_izexp(% -In(x)) fir 0< x) gegeben haben, sind stetig schlechthin.

Will man die Stetigkeit dieser Funktion getrennt von ihrer Definition durch
Exponentialfunktion und Logarithmus behandeln, so bleibt z.B. die Vorgangsweise wiein
LK. 3.1.(9) und 3.1.(18), bzw. 3.4.(2). Dieser Aufwand wird sich wohl nicht lohnen.
Die Exponentialfunktion exp: R —> R*, welche wir als Potenzreihe
(="Polynomfunktion vom Grad «c") gegeben haben, ist wie jede Potenzreihe

innerhalb ihres Konvergenzbereiches stetig. Der Konvergenzbereichist ganz R.

Somit ist die Exponentialfunktion stetig schlechthin.

Ihre Umkehrfunktion, der Logarithmus, ist als Umkehrfunktion einer stetigen Funktion
wiederum stetig. Man vergleichedazu LK. 3.4.(2).

Die trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen (Potenzreihen) sind stetig
schlechthin. Es gilt dasbel der Exponentialfunktion Gesagte sinngemal.

Die Hyperbelfunktionen und deren Umkehrfunktionen (Potenzreihen) sind stetig
schlechthin. Es gilt wiederum das bei der Exponentiafunktion Gesagte sinngemals.

Das Gaulsche Fehlerintegral (vergl. LK. 8.4.(8) ), welches wir als bestimmtes,
uneigentliches Integral mit variabler oberer Grenze gegeben haben, ist stetig schlechthin.
Der Beweis dafur ist derselbe wie fiir bestimmte Integrale und kann bei LK. 4.6.(5)

nachgel esen werden.
Schliefdlich werden ale diese Funktionen noch mit
+, —, -, : unddurch o (=Einsetzenineinander) verknlpft.

Diesfuhrt uns auf Beschreibung dieser Funktionen mittels Termen (vergl. LK.

3.1.(47) ), welche es uns in der mathematischen Praxis erlaubt, die Stetigkeit von
Funktionen, welche mit Termen beschrieben sind, sofort zu erkennen. Die schlufRendliche
Erkenntnis (vergl. LK. 3.1.(48) ) lautet namlich:

Satz 4. Ist f eine Funktion, welche durch einen Term beschrieben werden kann, bei dem auf3er
Variablensymbolen fr reelle Zahlen und Konstantensymbolen fiir reelle Zahlen nur noch
Symbole fir stetige Funktionen sowie +, —, -, :, o vorkommen, soist f einestetige
Funktion.

Betrachtet man nun diese Darlegungen retrospektiv, so sieht man, dal? aul3er im Zusammenhang
mit den technischen Funktionen sign und [] ( = Gaufklammer) nur stetige Funktionen in der
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Schule vorkommen. Hier erhebt sich dann die Frage, ob esin der Schule nicht viel sinnvoller ist,
auf die speziellen Eigenheiten dieser beiden Funktionen bezliglich ihrer Unstetigkeit
hinzuweisen, anstatt des Langen und des Breiten Uber Stetigkeit zu referieren.
Achtung:
Vor einer popul&rwissenschaftlichen nicht schriftlich festgel egten Beschreibung der Stetigkeit
mui3 allerdings gewarnt werden:
Die beiden Funktionen

f:R\{0} — R :x+—1/x und g: R\{0} — R : x—> sign (x)
sind stetig schlechthin, denn die jewells as Unstetigkeitsstelle in Frage kommende 0 istin
beiden Fallen kein Argument der Funktion und somit auch kein Unstetigkeitsargument. Daher
kann man Unstetigkeit nicht einfach als sprunghaftes Verhalten der Funktion

beschreiben.
AQ 1/ F(x) =sign(x)

—_———

=

So gesehen, sind die mathematisch wissenschaftlichen Begriffe der Stetigkeit und der
Unstetigkeit hochst technische Begriffe der Hochschulmathematik, welche in ihren speziellen
Formulierungen nicht dem natuirlichen Empfinden entsprechen.

6. Differenzierbarkeit

Dieser Begriff wird in der Schule auch normal erweise ohne Epsilontik eingefihrt.
Esigt in der Mathematik eine unumstéfdliche Konvention, dald als Ableitungen nur reelle Zahlen
(dsonicht + o) auftreten dirfen.
Was mu3 vorliegen, damit es sinnvoll ist, von Differenzierbarkeit zu sprechen?
1. EsmuR3 eine Funktion f: A — R, wobel A SR und A unendlich viele Punkte hat,
gegeben sein.
2. EsmuBein Punkt ae A gegeben sein, fir den es mindestens eine Folge
{&y, &, --- » vonPunkten a € A mit g =*=a furale ke N gibt, sodal
leHolo a,=a gilt. Man nennt so einen Punkt a einen Haufungspunkt der Menge A.

Nun definiert man:

Definition 12: Die Funktion f: A — R istim Argument a differenzierbar, wenn
(1) FurjedeFolge <a, &, --- » vonPunkten a € A mit 3 +a und klim a.=a

der Grenzwert
lim f(a) —f(a)
k—oo a—a
(2) dieser Grenzwert unabhangig von der gewahlten Folge immer die gleiche reelle Zahl ist.
Diese reelle Zahl heifdt dann die Ableitung oder der Differentialquotient der Funktion f
im Argument a und man schreibt daflr
der Of f(a) —f(a)

l . ut Jdef 1:
f'(a) .= dx(a) £ kli?;lo a—a

e R existiert und
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Ist die Funktion in jedem Argument ac A differenzierbar, so sagt man, daf3 die Funktion tber
(ganz) A differenzierbar ist.
Sind f:A—— R und ae A derart, dal3 die Einschréankung

f|(_ s, a]NA im Argument a differenzierbar ist, so heifdt die Ableitung

(fl(_ . al n A) () dielinksseitige Ableitung von f im Argument a und man

schreibt z.B.
2@ & (fl _ o ana) @
Anadog: Sind f:A—— R und ac A derart, daid die Einschrankung
f|[a o) NA im Argument a differenzierbar ist, so heifét die Ableitung

(fl[a ) N A)'(a) die rechtsseitige Ableitung von f im Argument a und man

schreibt z.B.
fo@ & (flrg w)na) @

Bemerkung:

(1) Umvon der Differenzierbarkeit einer Funktion f:[a, b] — R mit a,be R und a<b
sprechen zu kénnen, braucht man also keine rechtseitige Ableitung bel a und keine linksseitige
Ableitung bei b. Es genligt die normale Ableitung, auch bei a und b.

(2) In der burgerlichen Praxis kommt es aber sehr oft vor, dal3d man von rechts- bzw.
linksseitiger Ableitung sprechen mul3, némlich bei den Funktionen, deren Graph einen "Knick"
aufweisen”.

Beispiel 22: Knick beim Argument c.

A

p

A1 >[\\ >
a cl/b

Die Radiusfunktion p dieses Drehkorpersist Uber dem Intervall [a, b] definiert und dort
Uberall gtetig. Die Differenzierbarkeit liegt in alen Argumenten, mit Ausnahme des Argumentes ¢
vor. Im Argument ¢ haben wir aber doch noch eine rechtseitige und eine linksseitige Ableitung.
Esgilt im Einzelnen:

f'(x)=0 fur alle xe[ac) und f'(x)= -1 fir ale xe (c, b].

f'o(x)=0 fur dle xe[a c) und f'r(x)=—1 fir dle xe[c, b).

f'2"(x)=0 fur dle xe (a,¢c] und f'*(x)= -1 fir dle x e (c, b].
Bitte machen Sie darausin der Schule keine Wissenschaft!

Wir stellen also fest, dal3 wir bis einschliefdich des Begriffes der Ableitung ganz ohne Epsilontik
gekommen sind und ales auf den Begriff der konvergenten Folgen zurickfihren konnten.

Dies hat Uberdies den didaktischen Vorteil, dal3 der Begriff der konvergenten Folge durch
Wiederholung gut eingelibt wird.

7. Unendliche Zahlenreihen

Bei der Definition der Zahlenreihen in der Schule st63t man immer wieder auf e nen Punkt,
welcher dem Schiller Schwierigkeiten bereitet:
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"Wiekann es sein, dal3 bei einer Addition von unendlich vielen positiven Zahlen eine positive
Zahl und nicht o als Ergebnis auftritt?"

Dazu ein Uberzeugendes

Gedankenexperiment:

Wir stellen uns einen Bindfaden der Lange 1 vor. Mit der Schere wird der Faden in eine linke
und eine rechte Halfte geschnitten. Die linke Hafte wird in eine Schachtel gegeben, die rechte
Halfte wird noch e nmal halbiert, und zwar in ein linkes und e n rechtes Viertel. Das linke Viertel
wird ebenfallsin die Schachtel gelegt. Das rechte Viertel wird noch einmal halbiert, und zwar in
en linkes und en rechtes Achtel. Das linke Achtel kommt wieder in die Schachtel, das rechte
Achtel wird wieder halbiert ---  u.sw. ad infinitum.

Die Bindfadenstiicke in der Schachtel haben die Langen
1111
24’8’ 16’

Die Gesamtlénge der Bindfaden in der Schachtel ist der Reihe nach

S =

Q.
=
=
+ I
Ok Ok NW
I

+
|

S =

= 00~

_5B
16’
enden rechten Stiicke haben die Langen

-MH-MH-MH

+

S4 = U.S.W.

=
(o))

2"

1,

2

dor 1y
S3'_2
1,

2

er

Diejeweilsverble
1111
24’8’ 16’

Diese Langen bilden eine Folge von redllen Zahlen

n
vn:(%) :% (n=1,2,3, - ), fiir die [vergl. LK. 29.(6)] lim v,=0 gilt.
n—oo

Die Gesamtlangen der Bindfaden in der Schachtel bilden eine Folge reeller Zahlen
$s=1-v, (n=1,23, - ), firdie lim (1-v,) =1 gilt. Esistaso

ko

n—so0
Jm 50478 M ae T Yo | S im (v =1 limv,=1-0=1
- ! >
- S >
< S
< S
< S
! 12 T 14 o8 116 5
[ ] L L1
Eswerden fol gende Bezeichnungen gebraucht:
Der Ausduck 7 +% +% +% b (mit kﬁ; 2-k abgekiirzt) heift (unendliche) Reihe.

DieZahl 1 heif Wert der Reihe, und man schreibt
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1.1 1. 1 okl
2+4+8+16+ k:12 1
DieFolge + L L 1 \eirtdie Folge der Glieder der Reihe
€528 16 9 :
| 11,1 (_3) 1,1 1 (_ 7\ N\ oo
DieFolge 2,2+4 (_4), 2+4+8 (_8)’ >he|Btd|eFoIgeder

Partialsummen der Reihe.

Allgemein lautet die Definition:
Definition 13:
Ist &, &, ag, --- eine Folge von reellen Zahlen, so heif3t der Ausdruck
a+a+ag+ --- eine(unendliche) (Zahlen-)Reihe, und die Folge
&, &, &, --- heil¥t die Folge der Glieder der Reihe. Die Summe
s, a +a+ - +a, (neN) heiltdie n-te Partialsumme der Reihe.
DieFolge
&,y +ta,y+at+ag - a0 S,S,S;, - heildt die Folge der Partialsummen
der Reihe, und falls die Folge der Partialsummen der Reihe gegen ein Element
Se R konvergiert, so heif}t dieses Element der (Grenz-) Wert der Reihe.

Sowohl die Reihe a's auch deren Wert (falls er existiert) werden mit 3 a, abgekirzt.
k=1

Eine Reihe wird intuitiv als eine unendliche Summe a; + & + ag+ --- der Glieder einer
Folge
{&, &, ag, --- » aufgefaldt [vergl. aber 2.12(5b)].
Wegen der Analogie zu den endlichen Summen, bezeichnet man diese auch as endliche
Reihen.
Ausder Folge <s;, Sy, S3, -+ > der Partialsummen ist sofort wieder die urspriingliche Folge
{&, &, &, - > rekonstruierbar, ndmlich
=S, =5, =R, -
Daher sind Folgen und Reihen letztlich gleichwertige mathematische Werkzeuge.

Wichtige Beispiele:
(1) Das Verhalten der "geometrischen Zahlenreihe'

Y ok héngt von der Wahl von o€ R ab.
k=0

Fur dle oo e R gilt
AQ+a+o2+ - +aM-(1-a)=1-ao"*1
Fir |o| <1 folgt daher

% 1—gn+1 1
Y ok=1lim (1+o+c2+ - +oM= lim — _
k=0 n—oo n—oo 1-—0 1-o
Fir o=1 f0|gt Y " ok=1+14+1+ - =co.
k=0

Fir 1<a ist a=1+h mit h>0. Daherist
k k k .
ok=(1+hk=1+ 1/-h+ 15 R+ o+ K -hk=1+k-h+p mit p >0.

Esfolgt aso klim ok> lim 1+ k-h= . Somitfolgtauch Y _ ok= 0.
—o0 k=0

k—o0

Fir o= -1 exigiert Y _ok=+1-1+1-1+ --- nicht.
k=0
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Ebenso existiert fir oo < —1 wegen
oa2>1,083< -1, 04>1,05< -1, --- keinWertvon Y__ ok
k=0

Wir werden auf diese Erkenntnisse bel der Potenzreihe, welche geometrische Reihe heilit,
zurtickkommen.

(2) DieharmonischeReihe ++ &+ 1+ -+ - istein Beispiel fur eine Zahlenreihe,

deren Glieder zwar gegen 0 gehen, welche aber trotzdem nicht konvergiert. Es gilt ndmlich
1,1 .11 _ 1.1 1,1 1,1 .11 1 1
THzryrgt o =rrr () (g rreg) (e +173)+ =
>1+3+5+3+ 0 =0

Numerische Berechnung von Zahlenreihen:
Rechnet man auf dem Taschenrechner oder dem Computer

Fedadado o =((F+ 5+ D+ D d)+h)+ - sowirdmen
feststellen, dal? die Partial summen einen bestimmten endlichen positiven Wert nicht
Uberschreiten, anstatt, wie man eigentlich erwarten wiirde, zu sehen, dal3 die Partialsummen
gegen den Wert oo streben. Man kommt ndmlich wahrend dieser Rechnung zu einem ne IN,

fur das
n

1 : 1 1 1
k§:1 K schon so grof3und die Zahlen i1 ni2 nia

der Rechner die Ergebnisse

1, 1 1 (v 1,1 1 1,01 1

I thii Tk (g E+m)+n+z=k§£+n+zzg PER
liefert, well er die weiteren Folgenglieder gegeniiber der schon erreichten Summegleich 0 setzt.
Der gleiche Fehler tritt auch bel jeder konvergenten Zahlenreihe a; + & +ag+ --- auf.
Um bei konvergenten Zahlenreihen a; + & + a5+ --- enangendhert gutes Resultat zu erhalten
muf3 man den Grenzwert der Folge

y, 3 + 2y, (B + ) + 2, (4 + ) + )+, (a5 +ap) +3g) + &) +ay,
betrachten.

schon so klein sind, daf3

Ubungsaufgaben (Siehe Anhang): (6) - (10)

Die unendlichen Dezimalzahlen

Esist unsinnig zu glauben, dal3 man den Begriff der undendlichen Dezimalzahlen erst dann
versteht, wenn man den Oberbegriff der unendlichen Folgen bzw. Reihen versteht. Ein Kind
mufd ja auch nicht wissen, was ein Plazentatier ist, bevor es begreift, was ein Menschist. Aber es
ist nutzlich, bei den Folgen bzw. unendlichen Reihen auf die folgenden Tatsachen hinzuweisen:

Satz 5: Ist
a=tty - t,$195S - (4,5€1{0,1,2 ---,9}) eineunendliche Dezimalzahl,
S0 ist mit

@ &t <0 --- 0,000 - ,t;t, --- 0,000 -+, -+, t3ty -+ £, 000 -,
ity 100 -ty o 1,950 ity o 4SS e, D
enerseits

a= lim ¢(n)
n—oo
und andererseits
a=t;-10M-1+¢,-10m2+ .-+ +1,-100+5,:1071+5,-102+5;-10-3 + ---
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Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen

Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen kann kein Thema des Mathematikunterrichtes in der Schule
sein. Andererseits wird (natlrlich unausgesprochen) auf die Vollsténdigkeit der reellen Zahlen
auch in der Schule sehr oft Bezug genommen.

Um dieses Dilemma zu |6sen, ist es am zweckmal3igsten, die reellen Zahlen so aufzufassen, daid
ihre Vollsténdigkeit as selbstversténdlich erscheint. Der einfachste und der mathematischen
Praxis am néchsten liegende Weg ist dabei die Identifizierung der reellen Zahlen mit den
unendlichen Dezimalbriichen ( = unendliche Dezimalzahlen).

Dann lautet das (fur Schiler unmittelbar einsichtige) Vollstandigkeitstheorem in einer
konstruktiven Fassung:

Satz 6: Ist {ty, ty, -+ ,ty, S1, S Sg, -+ > eine Folge von Dezimalziffern aus {0, 1, 2, -+,
9}, soist
a:tt, o t,55% - €R eineDezimazahl.

8. Die Funktionen in der Schule

In der burgerlichen mathematischen Praxis gibt es nicht alzu viele Funktionen vom Typus
f:A— R mit ACR.
Wir kénnen sie leicht aufzahlen:

Liste 1:
(1) Diekonstanten Funktionen, alsoetwa f:R — R :t—— 5.

(2) Dieidentische Funktion, also die Funktion f:R — R :t——t.

(3) Produkte von Funktionen, welchevom Typ (1) oder (2) sind.
Diese Funktionen heiken Monome, zB. f:R — R :t—— 5-13.

(4) Summen von Monomen. Diese Funktionen heif3en Polynomfunktionen,
zB. f:R —R:t——>5-13+ 215,

(5) Quatienten von Polynomfunktionen. Diese Funktionen heif3en rationale Funktionen,
5.3+ 2-t5

zB. f:R\{1} — R :t+— 1 1

(6) Die "technische" Funktion Absolutbetrag
t fdls t>0

||:]RH]R:tH{ .
-t fdls t<0

(7) Die"technische" Funktion Signum ( =Vorzeichen)

J 1 fdls t>0
Sgn:R — R:t——><¢ 0 fdls t=0.
I—t fdls t<0

(8) Die"technische" Funktion GauBklammer ( = gr6ltes Ganzes)
['!R—Z :t——>nwenn n<t<n+1

Diese Funktionen bezeichne ich deswegen als "technische” Funktionen, weil sieim wesentlichen
dazu dienen, ohne Fallunterschel dungen weitere Funktionen hinschreiben zu kénnen wie z.B.
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R R f x2 fdls x>0
‘R —R:x—
| -x2 fdls x<0

durch

f(x) =sdign (x) - x2.

(9) Die Wurzelfunktionen
A=1 :10,06) —[0, %), :R—R,{:[0,0) —[0, ), -,
welche wir as Umkehrfunktionen der Potenzen oder als
gl—izexp(% ~In(x)) fir 0< x gegeben haben [vergl. 10.(b)].

(10) (a) Die Exponentialfunktion und der Logarithmus, welche wir als
Potenzreihen ( ="Polynomfunktionen vom Grad ") gegeben haben:

2 3

e><p(x):d=ef1+x+;—,+;—|+--- fir ale x e R.
. 2 3

In(1+x) -4 x—% +%+~~ fur |x| < 1.

(b) Die allgemeinen Exponentialfunktionen
ax &t exp(x-ln(a)) mit a>0 undfir dle x e R.

(11) Die trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen (Potenzreihen).
(12) Die Hyperbelfunktionen und deren Umkehrfunktionen (Potenzreihen).

(13) Das Gauldsche Fehlerintegral, welches wir als bestimmtes, uneigentliches Integral mit
variabler oberer Grenze gegeben haben.

Unter den Funktionen mehrerer Variabler sind mit grof’em Abstand die weitaus
wichtigsten die sogenannten "Rechenoperationen”

+ :RxR—R:(X,y) > X+Yy

- RxR—R:(X,y)—X—-Y

-iRxR—R:(X,y) > Xy

/iR x (RN{O}): (X, y) —> x/y

Bezliglich einer ausfuihrlichen Behandlung aller dieser Funktionen siehe
Liedl-Kuhnert: Analysisin einer Variablen = LK im Zitat.

Schliefdich werden die Funktionen in einer Variablen noch mit
+, —, -, ¢ unddurch o (=Einsetzenineinander = Hintereinanderausfiihrung)
verknupft.

Diesfuhrt zum Begriff Funktionsterm (kurz Term), welchen in der Schule einzufiihrenich
warmstens empfehle. (Durch die Eigenheiten des Bourbakistischen Aufbaus der Mathematik ist
eslange Zeit nicht mehr Ublich gewesen, sich auf die syntaktische Struktur mathematischer Sétze
und Formeln zu beziehen. Dies ist durch die Emanzipation der mathematischen Logik und durch
die Bedirfnisse der Imformatik nun wieder tiberwunden, und daher kénnen viele Sachverhalte
wieder einfacher und klarer beschrieben werden.)

Die Definition von Funktionstermen geschieht am besten induktiv:
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(1) Vaiablewie x,y, z,t, --- sind Funktionsterme,
Konstantewie a, b, 1, 3, n, --- sind Funktionsterme.

(2) Sind f,g,h, --- Funktionszeichenundist t ein Funktionsterm, so ist auch
f(t) en Funktionsterm.

Sind s, t Funktionsterme, so sind auch

s+t,s-t s, ? Funktionsterme.

Beispiele 23: Die folgenden Ausdriicke sind Funktionsterme
ex
1+x2°
Beispiele 24: In zwei Variablen haben wir die "technischen" Funktionen max und min, fir
wel che im Zusammenhang mit dem Absolutbetrag gilt:
max:RxR —> R :(XYy) x;y+|x2—y| ,

mMn:RxR — R : (X, y)! x;y_lxz—yl ;

X, 3, 'J_é, sn(x+y), exp(a),

[|:R —> R : X+—— max (X, —X).
Bei den Funktionen max und min ist auch tblich,
max {x, y} bzw. min{x, y} anstatt max (x,y) bzw. min(X,y) zu schreiben.

83. Funktionenreihen und die
elementartranszendenten Funktionen

Funktionenreihen dienen der Definition und der Berechnung von neuen Funktionen.
Es gibt fur die Schule nur zwei Typen von Funktionenreihen:;

(1) DiePotenzreihen (Polynomfunktionen vom Grad unendlich)

(2) Fourier-Reihen

1. Potenzreihen

Potenzreihen sind Reithen der Form
f(x):g a.- (x —m)k

Die Zahlen a, heil3en die Koeffizienten der Potenzreihe, und die Zahl m heif3t der
Mittelpunkt der Potenzreihe.

In der Schule und in den meisten physikalischen Anwendungen kommt nur der Fall m=0 vor.
Deswegen geniigt es fir uns, die Potenzreihen als Rethen der Form

f(x) =2_ g xk zu betrachten.
k=0
Wichtig ist:
(1) DiePotenzreihe definiert nur dann fir ein o € R einen Funktionswert, wenn die
Zahlenrehe

Y _ac-ok:E jim (Z ak-ock) gegen eineredle Zahl B konvergiert.
k=0 n—s \k=0

Dann i§
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f(a) =2 __ a.-ok=p. Man sagt, die Potenzreihe konvergiert fir x =o.
k=0

Falskein p e R asGrenzwert der Zahlenreihe auftritt, ist f(o) nicht definiert.

Man erklart dem Schiller ohne Bewels, dal3 die Menge aller o, fir welche f(o) definiertist, ein
Intervall (=Konvergenzintervall oder Konvergenzbereich) ist. Den Mittelpunkt dieses
Intervalsbildet dieZahl O (weil inder Schule nur die Zahl 0 as Mittelpunkt einer Potenzreihe
auftritt). Die Lange dieses Intervalls sei gleich 2-p. Man nennt p den Konver genzradius
der Potenzreihe.

(2) Der Konvergenzradius der Potenzreihe p kann 0, positiv reell oder + « sein.
Fur das Argument x=m=0 konvergiert jede Potenzreihe.

Fir |x| <p konvergiert also die Potenzreihe.

Fir |x| =p sind bei jeder Potenzreihe spezielle Konvergenzuntersuchungen anzustellen,
welche kléren, ob Konvergenz vorliegt oder nicht.

Fur |x| >0 divergiert schliefdich die Potenzreihe.

Die Funktion f: (—p, +p) —> R:x—— Y __ axk ist stetig.
k=0

(3) AllePotenzreihen, welche in der Schule besprochen werden, leiten sich entweder von der
geometrischen Reihe oder von der Exponentiareihe her. Als allgemeine Potenzreihen treten noch
eventuell die Taylorreihen auf.

Die geometrische Reiheist die Reihe
ﬁ =) xk=1+x+x2+x3+ .- mitdem Konvergenzradius p =1.
- k=0
Fir x=1 undflir x= -1 divergiert dlerdings die geometrische Reihe. Wir haben dies schon
bei der geometrischen Zahlenreihe untersucht.

Die Exponentialreihe ist die Reihe
0wk
exp(x)=> __ I)((—, mit dem Konvergenzradius .
k=0 "

(4) DieAbleitung von Funktionen, welche durch Potenzreihen definiert sind, kann durch
gliedweises Differenzieren der Potenzreihe erhalten werden.
Eine Stammfunktion einer Funktion, welche durch eine Potenzreihe definiert ist, kann
durch gliedwei ses Integrieren der Potenzreihe erhalten werden.
Bel beiden Operationen ist der Konvergenzradius der alten Potenzreihe gleich dem
Konvergenzradius der neuen Reihe.
(5) Die geometrische Reihe kann folgendermal3en gewonnen werden:
Esqilt

A+x+x2+ - +x)-(1-x)=

=1+X+X2+ - +XK) = (X+X2+x3+ - +xktl)=1 —xk+1,
Daher ist

1 —xk+1
1-x

Genau dann, wenn |x| < 1, geht fir k— o dieZahl xk+1 gegen 0.
Somit ist alles gezeigt.

1+X+X2+ - +xk=

(6) Diealgemeine Taylorreihe fir Funktionen, welche durch eine Potenzreihe gegeben sind,
ist sehr leicht herzuleiten.
Sel dso
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f(x) =3__ a.-xk, wobel der Konvergenzradius p >0 angenommen wird.
k=0

Dannist f mindestens Uber dem Intervall ( —p, p) definiert.

Inden Punkten +p und —p ist, wiebereits gesagt, die Konvergenz der Reihe und somit die

Definition der Funktion a priori nicht gesichert. Wir schreiben nun ausfihrlich
fX)=ay-X0+a -x1+a-xX2+a-x3+ag -x++ -

Durch gliedweises Differenzieren erhalten wir
f'f)=1-ag+2-a-x1+3-a5-x2+4-3,-x3+ -
f'"(x)=2-1-a+3-2-a5-Xx+4-3-x2+ -
f"(x)=3-2-1-a3+4-3-2-x1+ --- | usw.

Setzen wir fur x=0 ein, so bekommen wir
f(0)=gq
f'(0)=1-
f'0)=2-1-5
f"(0)=3-2-1-a5 usw.

Mit O .4 f ynd 0! .2 1 bekommt man die Formd fiir die K oeffizienten
a= f(kl)(EO) und die Taylorreihe |autet daher

x k)
fx)=Y Ll (V) - xk,
—o K
Es wundert mich, da’ diese einfache und so wichtige

Sache nicht in allen Schulen vorgeschriebener Unterrichtsstoff ist.

(7) Die Exponentialreihe gewinnt man leicht als Taylorreihe jener Funktion
f:R— R,

welche durch eine Potenzreihe dargestellt wird und die zwei Eigenschaften

(a f(0)=1

(b) f'=f hat.
Aus (b) folgt namlich, dal3
f=f'=f"=f"= ... Jundaus (a) folgt nun

1=f0)=f'(0)=f"(0)=f"(0)= ---.
Darausfolgt schliefdlich

o vk
exp (0 2 f) =3 _ -
k=0 "™

Auch die Konvergenz der Exponentialreihe |&1dt sich leicht abschétzen (nicht fir die Schule
gedacht): Wir nehmen zuerst x >0 an.

Dannist etwa n< x < n+1 fir ein passendes ne N U {0}.

Wir schreiben nun

0 Xk
f(X):ZW:

k=0 K
ﬁ xk o xntl xn+l X xn+1 X X
T K TeD! Tt ne2  (nel)! n+2 ne3

Also

[ xk xn+1 X X X

f(x)_(gk! +(n+1)!'( nN+2 n+2 n+3 )

Wir brauchen daher nur die Konvergenz der Reihe
(l X X X

n+2 n+2 n+3

Nunist n so grofd gewdhit worden, dal3

= ) ZuU untersuchen.
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X
O<o 22 <1,

n+1
Somit gilt auch
L<L=oc<l X < X < X =a<l, -
n+2 n+1 "n+3 n+2 n+1 B
Esfolgt dso
x<0(x_x<062x.x_x<oc3m
n+2 "n+2 n+3 "n+2 n+3 n+4 ’
Also
X X X 1
1+ + . + - <l+o+ol+ad3+ - = .
n+2 n+2 n+3 groTTo 1-a

Somit konvergiert die Exponentialreihe fir jedes positive X, und sie hat daher den
Konvergenzradius o . Deswegen konvergiert siefir ale x e R.

Die durch diese Potenzreihe beschriebene Funktion heifdt die Exponentialfunktion.
Der Name "Exponential..." wird spéter begriindet.

Die berihmte Funktionalgleichung (wegen der die Exponentialfunktion von fundamentalem
Interesseist)

exp (X) -exp (y) =exp (x +y) veifiziert man, indem man die Reihen einsetzt, dielinke
Seite ausmultipliziert, und dann die entsprechenden Glieder von links und rechts vergleicht.
Also

2 X3 2 \3
exp(X)-exp(y)=|1+X+5 +3r + - ) (1+y+%| %/'

Durch Ausmultiplizieren erkennen wir, dal3
das konstante Glied des Produktes gleich 1 ist,
der linearer Teil des Produktes gleich x +vy ist,
2 2
der quadratische Term des Produktes gleich )2(—, + %’l +X-y g,

X3 2 2
der Term 3.ten Grades des Produktes gleich: 37 +%’, +X- %’, +y- %’, ist, usw.
Andererseits gilt natrlich

2 3
exp(X+y)=(1+XxX+y)+ (x+ y) + (x;y)

und man sieht nun durch Vergleich, daB
1 daskonstante Glied von exp (x) -exp (y) ist,
(x+y) derlineare Tell von exp (x) -exp (y) i,
2
(X er!y) der quadratische Termvon exp (x) -exp (y) i,

(x+y)3 . .
3 der Term dritten Gradesvon exp (x) -exp (y) ist, usw.

Nun schliefdt man zlgig weiter:
Wegen
exp (X) -exp (—x) =exp (x — x) =exp (0) =[aus der Reihe ableshar] =1 folgt

exp(—x)—% furalle x e R.

Daraus sieht man, dal3 exp (x) =0 firale x e R.
Nun folgt

exp (x) =exp (x/2) -exp (x/2) = (exp (x/2) ) > 0 furdle x e R.
Wir sehen unmittelbar aus der Reihe, dal3fir h>0

exp (h) >1 qilt.
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Wegen exp (h) -exp (—h) =exp (0) =1, mul3
exp (—h) <1 gdten.

Nun sieht man, dal3 die Exponentialfunktion streng monoton steigend ist:
Sind namlich x,ye R undist x<y, soist
y=X+h mit h>0. Daher folgt
exp (y) =exp (x + h) =exp (x) -exp (h) > exp (x), weil exp (h) >1 gilt.

Ausder Reihe ersient man, dal3 exp (1) > 2 gilt. Darausfolgt

exp(n)=(exp(1))">2" und O<exp(-n)<2-n.
Die Funktion exp nimmt also beliebig kleine und beliebig grole positive Werte an.
Nun brauchten wir den Zwischenwertsatz fir stetige Funktionen [vergl. LK 3.2.(2)], um
beweisen zu kénnen, dal? die Funktion exp jede positive Zahl a's Funktionswert
mindestens eéinmal annimmt.
Wir haben aber schon so viel bewiesen, dal die Bijektivitét von

exp: R — R" fir jedermann plausibel sein sollte.

Der natiirliche Logarithmus wird nun als Umkehrfunktion von exp: R — R*, also durch
In:R" — R :exp (x) — x definiert.

Bel dieser Gelegenheit weise man darauf hin, dal3
Im (exp) =Def (In) =R".

Durch den Taschenrechner und den Computer allgemein hat der dekadische Logarithmus seine
Bedeutung fur die héndische Numerik verloren.

Der natiirliche Logarithmus hingegen ist nach wie vor eine zentrale Funktion der héhe-
ren Mathematik und es existieren Verallgemeinerungen der Exponentia funktion und des Loga-
ithmus auf hohere Rechenbereiche (Matrizen, Operatoren, --- ), welche tiefste Einsichten in
gruppentheoretisch formulierbare mathemati sche Disziplinen bringen.

Die wichtigste Eigenschaft des Logarithmus ist wiederum seine Funktionalgleichung
In(x-y)=In(x) +In(y) firale x,y e R".
Esist némlich einerseits
exp (In (x-y))=x-y, und andererseits
exp (In(x) + In(y)) =exp (In (x)) -exp (In (y) ) =x-y, woraus die
Funktionalgleichung fir den Logarithmus wegen der Bijektivitét von exp unmittelbar folgt.
Damit kann nun auch die Funktion
&P R —> R :x—exp (x-In(a)) & ax
fir jedes ac R* effizient definiert werden.
Zu diesem Zeitpunkt haben wir in der Schule die Funktion
a :Q — R :x+— a schon elementar definiert, néamlich

(1) an & a. ... .a (n Faktoren), fals ne N,
(2) &0 .&fq
(3) an :d:ef% fadls ne N,

(4) aln & 175 falls ne N,
(5) aO/q:dzefi@falls peZ und ge N.

Nun zeigen wir, dal3
a=a™ firale xe Q und kodnnen jetzt auch fir irrationale r € R definieren
ax Lt g0,
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Dies kann so geschehen:
Fur ne N gilt
am=_exp(n)=exp(n-In(@)=exp(n(@+ - +In(a))=
=exp(In(@)- - -exp(In(@)=
=a- --- -a=4a\.
Weiters gilt
a0 =_exp (0)=exp (0-In (a)) =exp (0) =1=4P.
Nun schlief?t man, daR fir n=1, 2, ---
(@¥m)n=(exp (1/n))"=exp ((1/n)-In(a))"=
=exp((A/n)-In(@+ - +(1/n)-In(@))=
=exp (In(a)) =a und dal3 somit
a<1/“>=aexp(l/n)=%:aﬂn gilt.
Somit folgt, da fir jede rationale Zahl p/q gilt
P = exp (p/q) =exp ((p/q)-In(a)) =
=[p Summanden]=exp ((1/q)-a+ --- + (1/q)-a)=
=(eXID((l/q)-In(a)Z)p=(al/q)'o=a°’q.
Esist daher naheliegend, in der Schule auch fir irrationale Zahlen r ¢ R dier-te Potenz
von a zu definieren, und zwar durch
a2 exp(r-In(a))=am.

Alternative (technisch schwierige, aber sehr einsichtige) VVorgangsweise.
Wir verlangen, dal3
a :Q — R detig zu einer Funktion
a :R — R" fortgesetzt wird.
Fallsdies eindeutig mdlichist (!!!), haben wir dann:
Ist P/, P/, P3/0s, -+ €ine Folge rationaler Zahlen, welche gegen einereelle  Zahl r
konvergiert, so folgt wegen der Stetigkeit von a : R — R*
a2 im /%

k—o0
Somitist & auch als Grenzwert von Zahlen a@/% zu gewinnen, welche ihrerseits mit
den elementaren Mitteln des Multiplizierens und g-ten Wurzel ziehens definiert werden  kénnen.
Bezlglich einer genauen Darlegung (auch fir komplexe a und r) siehe LK. 5.9.(22).
Somitist fir a>0 die Funktion
£XPp:R — R": x—— a definiert.
Die Ublichen Regeln der Potenzrechnung sind schnell verifiziert.
Die Eulersche Zahl e wird als
e &l exp (1) definiert. Darausfolgt
In(e) =1 und esfolgt
ex=exp (x-In(e)) =exp (x).
Wir rechnen nun
(@)'=exp(x-In(a)) =[Kettenregel ]=exp' (x-In (a))-In (a) =
=exp(x-In(@))-In(a)=
=a-In(a).
Wegen
exp (In(x))=x folgt
(ohne Regéd fir die Differentiation der Umkehrfunktion zu bemtihen - wir kdnnen auf diesein
der Schule verzichten, wenn wir fallweise wie folgt vorgehen)

(exp (In (x)))I =x', also [Kettenregel |
exp' (In(x))-In"(x) =1, dso
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11
exp' (In(x))  exp(In(x))

(*) In'(x)=

=:§L fur ale x e R".

Somit ist
In (x) eine Stammfunktion von % auf R'.

Die geometrische Reihe ergibt fir alle te (-1, +1) die Beziehung
ﬁzl—t+t2—t3+t4—

Esfolgt also einerseits
\'%
g ﬁ dt=In(1+t) ’\(/):In(1+v)—In(l+0)=|n(l+v) furdleve (-1, +1) und
0
andererseits

v 1 \
T gt= “t+R2-B+t4— - )dt=
Sol+tdt So(l t+te -5+t ) dt

PO I CH V2 VR VE R Ve .
—tos g gt ‘ -5+~ + o eoenfaisfirale ve (-1, +1).
Der Vergleich ergibt die sog. "L ogarithmische Reihe".

2 3
In(1+v):v—% +% —%4+ - firve (-1, +1).

Damit kénnen wir (ohne Regel nach de I'Hospital! ) rechnen:
. X\n . .
lim (1+ ﬁ) = lim exp(n'ln(1+x/n)):exp(nhl20 (n~|n(1+x/n))):

n—soo

—exp( lim n-(x/n- (X/Z”)z ; (Xé”)g - )=

n—soo

:exp( lim (x —x2/2n+x3/3n2 + - )):exp(x).

n—soo
Wir haben in LK. 7.4.(13) ff. gezeigt, wie man die Regel nach de I'Hospital umgehen kann. Sie
sollte nicht mehr in der Schule gebracht werden.
Die mannigfaltigen Anwendungen des Logarithmus in der Praxis des taglichen
L ebens wie dekadischer Logarithmus, Rechenschieber, Logarithmus dualis, einfach und
doppelt logarithmische Papiere, Gesetz von Weber und Fechner, ph-Wert, seismische
Richterskala, Filmempfindlichkeiten, Schallpegel, Tonleitern, Lautstérke, musikalische
Lautstdrkenangaben, DIN-A-Papierformate, logarithmische Zahlworter, Verdinnungsangaben in
der Homoopathie finden Siein LK. 5.2.(52) ff.

(8) DieWinkefunktionen definiereich in einer vereinfachten, schulgemal3en Version von
LK Kap.583. Dabel Ieiteich die Additionstheoreme fir die Winkelfunktionen, die Ableitung der
Winkdfunktionen und die Taylorreihen der Winkelfunktionen her.

Definition:

n & Flache des Einheitskreises.
Man kann n néherungsweise durch Késtchenzéhlen gewinnen (also sehr elementar).
Das Kastchenzéhlen behandeln wir bei den Flécheninhaltsberechnungen.

Darausfolgt nun

21 = Umfang des Einheitskreises,
wenn man einen Kreisektor as eine Vereinigung von sehr kleinen Dreiecken betrachtet und auf
diese die Dreicksflachenformel anwendet. Aus der Skizze lesen wir dazu ab:
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AX
H

Die Flache des kleinen Dreieckesist
Fe AX-H
==
Fir Ax gegen 0 geht H gegen 1.
Die Sektorflache ist der Grenzwert der Summe der Dreleckflachen, und die Bogenlange x ist der
Grenzwert der Summen der Ax, wenn Ax gegen O geht.

Demnach it die Sektorflache gleich g .

Fur den vollen Einheitskreis bedeutet dies somit
= Umfang des Einheitskreises
= 5 )

Die Winkelfunktionen sind am Dreieck mit Hypotenuse 1 ablesbar. Ebenso die Periodizitét.
Demnach kdnnen wir zeichnen:

{

Wir verwenden nun das Bogenmal3.

Esist jadadurch definiert, dal3 ein Sektor des Einheitskreises, welcher einen Winkel vom
BogenmalR x hat, gerade jener Sektor ist, welcher den Flacheninhalt x/2 hat (bzw. von einem
Bogen der Lange x begrenzt wird).

Flache=x/2 °

cos (X) 1

Betrachtet man die Dreiecke
A mit Grundlinie cos (x) und Hohe sin (x) und
B mit Grundlinie 1 und Hohe tan (x), so gilt
A € Sektor € B und daher fir die Flacheninhalte
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H (A) < Sektorflache< Fl (B), dso
cos(x)-sin(x) x 1-tan(x)
—(——— < <L
2 2 2
1
cos (X) < SN S )

, dso nach Multiplikation mit >0,

sin(x)
Geht man von oben her mit x gegen 0, so erhdt man

lim cos(x)< lim - < lim ,
x—0+0 x—0+0 SN (X) x—0+0 COS (X)

1< lim - <1, woraus die wichtige Formel
x—0+0 SN (X)

=1 und damit die wichtige Ableitung

.o~ . sSn(h)-sn(0) . sn(h) [ . X -1
() dn (0)—hlgn0 —hn = lim = (X_1>r(§1+0 Sn oo ) =1 folgt.

h—0 h
Der Punkt (1,0) inder Ebene R2 wird bei einer Drehung der Ebene um den Ursprung mit
einem Winkel vom Ma3 x inden Punkt U= (cos(x), sin (X)) Ubergefihrt.

A

lim -
x—0+0 SN (X)

X 0,1)

sin (X) ¢ cos (x)

> . >
cos(x) (1,0) -sin(x)

Der Punkt (0, 1) inder Ebene R2 wird bei einer Drehung der Ebene um den Ursprung mit ei-
nem Winkel vom Ma3 x inden Punkt V = (—sin (x),cos(x)) Ubergefiihrt.
Die Drehung der Ebene um den Ursprung mit einem Winkel vom Mal3 x ist ein Vektorraumho-
momorphismus. Mit diesem Begriff wollen wir aber die Schiler nicht belasten. Doch anhand
einer Zeichnung sieht man sofort, dal3

h(P+ Q)=h(P) + h(Q) unddal3

h(L-P)=A-h(P) furale P, Qe R2undale A e R gilt.

h(P) 70

h(P+ Q) =h(P) + h(Q)

e h(L-P)=Xx-h(P)

Daher wird ein allgemeiner Punkt
(o, B)=0c-(1,0) + B-(0,1) inder Ebene R2 wird bei einer Drehung der Ebene um den
Ursprung mit einem Winkel vom Mal3 x in den Punkt
(0", B )=c-U+pB-V=a-(cos(x),sin(x)) +p-(-sin(x),cos(x))= - =
=(0r-cos(x) — B-sin(x), o-SinN (X) + B-cos(x)) Ubergefihrt.
Fir den Spezidfall (o, B)=(1,0) hattenwir o* =cos(x) und B*=sin(x).
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Dieser Punkt wird wiederum bei einer Drehung der Ebene um den Ursprung mit einem Winkel
vom Mal3 y in den Punkt

(o™, B™) = (a -cos (y) — B*-sin(y), o -sin (y) + B*-cos(y) ) =

=(cos(x)-cos(y) — sn (x)-sin (y), cos(x) -sin (y) + sin (x) - cos (y) ) tbergefiihrt.
Man konnte zum Punkt (o.**,B**) auch sofort vom Punkt (1, 0) aus gelangen, wenn man die
Ebene mit einem Winkel vom Mal3 x +y dreht. So wiirde man

o™ =cos(X+Yy)

B =sn(x+y) rechnen.

Vergleicht man die beiden Resultate fir den Fall oo=1 und B =0, so findet man
(¥) cos(x+y)=cos(x)-cos(y)—sn(x)-sn(y) und
(&%) In(x+y)=8n(x)-cos(y) + cos(x)-sn (y).
Das sind die Additionstheor eme flr die Winkelfunktionen.
Aus dem obigen rechtwinkligen Dreieck A mit Grundlinie cos(x) und Héhe sin (x) liest man
auch ab:
(cos(x))?+ (sin(x))*=1 und durch Differentiation folgt
2.00s(x)-cos' (x) +2-sin(x)-sin' (x)=0.
Speziell fir x=0 folgt
2-1-cos' (0) +2-0-1=0, woraus
) cos' (0)=0 folgt.
Nun kénnen wir fir jedes Argument x die Ableitungen von sin und cos berechnen.
Esist

sin’ 00 = lim ST —Forml (1)1=

. gn(x)-cos(h) + cos(x)-sin(h) —sin(x)
= pim, h =

—sin (0 lim MWL o ). gim S _
h—0 hes0

=gn(x)-cos' (0) +cos(x)-sn'(0) =[Formeln (i), (x)]=cos(x) undesist
cos' (X)= lim COS(”h%_COS(X) —[Formel (3)]=

h—0

. cos(x)-cos(h) —sn(x)-sn(h) —cos(x)
=hlgno h -

—cos(x)- lim %)_1 —sn(x)- lim s'”h(h) -
h—0 h—0

=cos(x)-cos' (0) —gn (x)-sin'(0) =[Formeln (&%), (*)]= —dgn (x).
Damit sind auch schon alle Ableitungen von cos und sin bekannt:

cos® (x) =cos(x), sin®©) (x) =sin (x),

cos' (x) = —-sn(x), sn' (x) =cos(x),

cos" (x) = —cos(x), sn" (x)=-sn(x),

cos" (x) =sin(x), sin" (x) = —cos(x),

cos™® (x) =cos (x) =cod? (x), -, sn® (x) =sin (x) =sn© (x), -,
cos k+4)(x) =cos K (x), --- . gnk+4) (x) =sin K (x), --- .
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Fur die Ableitungen an der Stelle 0 gilt daher:

cos@ (0) =1, sin© (0) =0,

cos' (0)=0, sn' (0) =1,

cos' (0)=-1 sin® (0)=0,

cos" (0) =0, sn” (0)= -1

cos® (0) =cos® (0)=1, -,  sin® (0)=sn® (x)=0, -,
cos k+4(0) =cos k) (0), --- . sinf+4) (0) =sn (0, --- .

Insbesondere kdnnen wir nun die Taylorreihen fir sin und cos angeben:
X2 x4 x6 x8
COS(X)Zl—j-FI—a +§—--

. x3 x5 xr x
SNn(X)=X-3r +5r ~ 7 *or ~

Wegen 0< |cosk(0)| < |exp (K)(0)| hat die Cosinusreihe ebenso wie die Exponentialreihe
den Konvergenzradius o .

Wegen 0< |sink(0)| < |exp K (0)| hat auch die Sinusreihe ebenso wie die Exponentiareihe
den Konvergenzradius oo .

Beide Reihen liefern fur alle x e R den Wert von sin (x) bzw. cos(x) [vergl. LK 5.3.(31)].

Das Burgerliche Gradmal? (2r = 360°).

Will man mit mit dem Buirgerlichem Gradmal’ arbeiten, so ergeben sich beim Differenzieren und
Integrieren Schwierigkeiten, welche man nur vermeiden kann, wenn man die
"Gradwinkelfunktionen" einfuhrt.

Definition:

COSgyrag(X) 12 cos(% ~x),

SiNgrag(X) &L sin(% ~x).

Esfolgt

() = T, —— T gn({-" x)=—-_T_.g
COSGad (x)—(cos(180 x)) 180 S'n(180 x) 180 - SNerad(X) und

: I _|g T ___T T = T
SiNGrad (X)—(S'”(lso X)) — - 180 %5 180 ") = 180 *Oa(®).
Weitersist

gcosGrad(x) dx= % -SiNg(X) + C, sowie
. 180
gs Ngrag(X) X = — S " COSgrai(X) + C.
Ich empfehle, in der Schule beim Differenzieren und Integrieren das Birgerliche Gradmal3 zu
vermeiden, wie diesjaauch in der Wissenschaft so gemacht wird.

Auch fur den Schulunterricht ist es besonders interessant, den Zusammenhang zwischen der Ex-
ponentiafunktion, den Winkelfunktionen und den Hyperbelfunktionen tiber das Komplexe zu
studieren. Zu diesem Zweck betrachten wir die Reihen auch flr rein imaginére Argumente.

Wegen i2=-1,i3=—i,i4=1, .-, Ik+4=ik ... gilt
exp (ix)=
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. i-x)2  ([i-x)3 (-x)*% (-x® (i-x)8  (i-x)7
=1+("X)+(2!) +(3!) +(4!) +(5!) +(6!) +(7!) o=
. X2 .x3 x4 . x5 x6 . xf x8
:l+"x_j_"3T+ﬂ+"57_67_"ﬁ+87+"':
=00S(X) +i-9n(X).

Diesist die berlihmte Euler sche Formel.

Die Hyperbelfunkti_onen . . _
cos(i-x)=1- (|-2>!()2 + (IZ!()4 - (Ié)!()G + (|'8)!()8 + .=
:1+;(—!2 +Z—!4 +§ +§—!8 + - . cogh (x).

Das st die Cosinus—H_yperboIikusreihg, und _
sn(i-x)=i-x- (,;;)3 + (|'5>!<)5 - (l%)!()Y + (|~9>!<)9 =

3 5 7 9
i (xS N ) 4l .. gnh (x).

Das ist die Sinus-Hyperbolikusreihe.
Der Konvergenzradiusist fur beide Reihen gleich <.

Aus den entsprechenden Reihen ersient man unmittelbar:
cosh (—x) =cosh (x),
snh (—x)= —snh (x),
woraus sofort eine andere Definition der Hyperbelfunktionen erflief3t:
exp (x) + exp (—x) y

cosh (x) = 5 nd
snh (x) = &p () —Zexp( _X).

Weiters kann man nun, entweder aus den Rethen oder aus den soeben hergeleiteten Beziehungen
ablesen, dal?

cosh' (x)=sinh' (x) und

sinh' (x) =cosh' (X).

Die Wichtigkeit der Hyperbel funktionen besteht darin, dai3 sie einerseits die Differentialgleichung

y" =y erflllen und da’ andererseits ihre Umkehrfunktionen, die Area- Hyperbolikus-
Funktionen, as Stammfunktionen gewisser Funktionen auftreten. Bezliglich einer genauen
Darlegung siehe LK Kap5 89.

Numerische Berechnung von Potenzreihen:
Bel der Auswertung einer Potenzreihe
fX)=gy+a - X+a X2+a3-x3+a-x4+ - hat man asPartidlsummen
Polynomfunktionen auszuwerten. So ist z.B. die 4.-te Partialsumme
P(X) =ay+ & - X+ & X2+ ag-x3+ a,-x4 eine Polynomfunktion vom Grad 4.
Nun kann man bei der Auswertung von p(x) entweder mit 10 Multiplikationen also
P(X) =8y + 8- X+ & X-X+ag-X-X-X+84-X-X-X-X rechnen
oder mit 4 Multiplikationen also
pP(X)=(((ay-X +ag) - X+ &) X +&)- X+ ay rechnen.
Esist klar, dal3 die letztere Vorgangswei se die Methode der Wahl it.

Ubungsaufgaben (Siehe Anhang): (11) - (22)

2. Fourierreihen
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Wir setzenfir k=1, 2, -

he:[-m,n] — R:t—

1 -cos(k-t)

x

1 -sn(k-t)

Tn

h_y:[-m,n] —R:t—

und
1

hy:[-m,n] — R :t—— (konstant).

0 12w
Die Koeffizienten 1 und L sind Normierungskoeffizienten.

“ﬁ 12w

Esist

ngn0m=_wﬁ”” =_f%m“)_“MF”“ —0

- - n n

fir dle ne Z \{0},

g asmm)m=§E%LQ =S”:*”-m“;”“)=0—0=0ﬂnmenez\m}

und

g sin(0~t)dtzg 0dt=0 undg cos(O-t)dt:S ldt=2-m.

~ ~ ~ -

Aus LK 5.6.(30a)-5.6.(30c) folgt nunfir i,ke {0,1,2, --- }

g cos(i-t)-cos(k-t) dt=1- S (cos((i +k)-t) +cos((i - k)~t))dt:

J 0 fori=k
:l n fori=k=0,

2 fur i=k=0
g sin(i-t)-cos(k-t) dt :%-S(én«i—K%0+dn(G+kyﬂ)m:0
und
S 9n0~0-9n(k¢)dt:%~g (cos((i = k)-t) = cos((i +K)-1)) dt=
J 0 fori=+k
=/ n firi=k=0,
lOfmi=k:0
Daher gilt
gmmoh(om—fL Wemn =K dle i ke z
T o, wemn ik e

Man schreibt (Kroneckersymbol )
T 1, wenni=k

S_nhl(t)hk(t) dt:éik’ WObe| 6”(:{ 0’ wenn |:|:k
Dies sind die sogenannten Orthonor mierungs-Relationen der hy.
Ist nun

f:[-n,r] — R
eine beliebige stetige (oder auch nur stlickweise stetige [vergl. LK 8.1.(1)]) Funktion, so
machen wir mit unbestimmten Koeffizienten ¢, den Ansatz

furdlei,keZ.

R.Lied!: Differential- und Integralrechnung in der Schule 27. August 1956 20:49 Uhr



Inhaltsverzeichnis

(*) fzé Ck'hk'

k=-

Wir wdhlennunein i € Z beliebig und multiplizieren (+) mit h;. So bekommen wir

f-hj=2 - Cy - hy - hy. Integrieren wir nun Gber das Intervall [ —r, o], sofolgt

k=-00

| 100 hooa=| T gm0 oo a3 |

-Tk=-—00 k=-

+T

an'hk(X)’hi(X) dx=

=) = C- S h () - hj(x) dx =[wegen der Orthonormierungs-Relationen der h,]=

k=-

=) Cy - 8jx = C;. Damit haben wir
k:—OO

Ci:S fx)-hy(x)dx firale ieZ

(¢; heil’t der i-te Fourierkoeffizient der Funktion f) berechnet.

Bezeichnung:

Ist {a )<z €ineFolgevon Zahlen oder Funktionen, so verstehen wir unter >~ g

k=-o

sowohl die Folge
8 dta 1+, gta +y+a_,+a, - ,dasheild die gewdhnliche Reihe

ao+kz_i(a_k+q():ao+(a_1+a1)+(a_2+32)+
als auch deren Grenzwert (falls er in einem aus dem Zusammenhang hervorgehenden Sinn
existiert) [vergl. LK 2.11.(2), 3.10.(1)].

Die Funktionenreihe (also die Folge der Partialsummen gemél LK 6.3.(64))

Y c-he heit die Fourierreihe der Funktion f.

k=-o

Beispiel:
Se f:[-n,n]— R:t——t. Esist

S t-cos(k-t)dt=0 fur k=1,2, ---

fur k=1,2, -

+n T . e (=1)k+1
S t-Sih(k-t)d’[=—2 T Coks(k ) =2 0L (k 1)

S tdt=0. Darausfolgt

t L .cos(k-t) dt=0 firr k=12, ---

Ck: S—n "E

2-~E-cos(k-n) B 2.1|;.(_1)k+1
k N k

fur k=1,2, -

c_kzg t- -1 .sin(k-t) dt= -

E

dt=0.

+T t

= S T2x

Somit lautet die Fourierreihefir f:[-n,n] — R :t——t
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sn(2)  sn@) sn@y )

:ck-hk(t)=2-(sin(t)— ; e 4

k=-o

In der folgenden Skizze ist f=1|[_n,n]2[—n,n]%IR:th
sin (2t) . sn(3t) ~ an (4t) . sin(5t))
2 3 4 5

und g &t S‘.—,I]RHRItIHZ-(Sin(t)—

dargestellt.

A

Man sieht, wie die Funktion g die Funktion f Uber dem Intervall [ -, n] approximiert. Die
Funktion g istin natiirlicher Weise Uber das Intervall [ —r, ©] hinausauf ganz R als Defini-
tionsbereich periodisch fortgesetzt, weil die Funktionen hy periodisch sind.

Ubungsaufgaben (Siehe Anhang): (23)

84. Der Begriff der Ableitung

Wir haben esin der Schule und in den Anwenderdisziplinen nicht nur fast immer mit stetigen
Funktionen, sondern auch fast immer mit differenzierbaren Funktionen zu tun.

Fur die Schule schlage ich einen einfachen Definitionsbereich (also ein Intervall oder R\{0}
usw.) der Funktion f vor. Weiters kann der Begriff des Grenzwertes einer Funktion verwendet
werden, sodal3 man zur Ublichen Defintion kommt:

Definition: Eine Funktion f:[a b] — R istineinem Argument x,€ R differenzierbar,
wenn der Grenzwert

lm f(xg +h) —f(Xg)
h—0 h
(Dabei istdas " € R" sehr wichtig, d.h. + s darf als Grenzwert nicht auftreten.)

Im Falle der Existenz heif¥ diesereelle Zahl die Ableitung von f an der Stelle x,,.

e R existiert.

Schreibweisen: f(x,) bzw.f'(xy) nach Newton, g—;(xo) nach Leibnitz.

Die Funktion f heif}t differenzierbar schlechthin, wenn sie in jedem Argument x € [a, b]
differenzierbar ist. Dabei geht

hh_rflo f(Xg+ hr)1 —f(Xp)
in die rechtsseitige Ableitung tber, wenn xy,=a und in die linkseitige Ableitung, wenn xy=b.
K e ne besonderen Schreibweisen dafir.

Vorbemerkung:
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Als aquivaent zu dieser "Grenzwertdefinition" der Ableitung erweist sich die folgende
"geometrische Definition” der Ableitung:

Defintion: Eine Funktion f:[a b] — R istineinem Argument a;< R differenzierbar,
wenn der Graph der Funktion f im Punkt (&, f(ay)) eine Tangente t, welche nicht parallel
zur y-Achseidt, besitzt.

ﬁ A

] a b a=gg b
a0

#

Somit kann man auch unmittelbar von der geometrischen Anschauung ausgehend die Ableitung
ohne Bemiihung des Grenzwsertbegriffes definieren.

Allerdings bedarf eine "analytische Defintion" des Tangentenbegriffes wiederum des
Grenzwertbegriffes:

Definition: Der Graph einer Geraden t, welche durch die Gleichung

g(x)=a- (X — &) + B beschriebenist (d.h. 7 & {(x,y):xe R und y=g(x)} € R2),
tangiert den Graphen T ;& {(x,y) :x e [a b] und y=f(x)} € R2 im Punkt (ao, f(ao))
genau dann, wenn g(ay) =f(g;) und
i 9@+ T+,

h—0

b

] a a b
Bei der in obiger Skizze angedeuteten Situation ist zwar g(ay) =f(ay) und

hlim0 g(gy +h) —f(ay+h)=0, aber

R.Lied!: Differential- und Integralrechnung in der Schule 27. August 1956 20:49 Uhr



Inhaltsverzeichnis 47

lim g(g+h) r_1 f(gg+h)

h—0

+=0. Warum?

Bevor wir auf die Diskussion aller dieser Aquivalenzen néher eingehen, wollen wir jedoch zur
Ublichen Definition der Ableitung zurtickkehren.

Wichtig (fur den Lehrer): Ist eine Funktion f:[a b] — R ineinem Argument X, < [a, b]

differenzierbar, soist sie dort auch stetig.
Beweis: Aus lim g +h) =1%o =f'(xg) € R folgt
h—>0 h 0

hlgnof(x0+ h) —f(xo):hlgn0 h-f'(xg) =0, aso hlgnof(x0+ h) =f(xg).

Fur die Schule weniger interessant aber aus der Sicht der Hochschule wichtig ist die linear appro-
ximierende Eigenschaft der Ableitung:

Satz 7: f'(xy) istdieeinzigereelle Zahl o, fur welche
1 _
lim = (Fog+h) = (fxp) + h-oc))) —0.

Fur spétere Studenten der Naturwissenschaften oder technischer Wissenschaften ist die Schreib-

weise nach Leibnitz

f'(Xg) = g—i,wasalsWert von % bei
"differentiell kleinem" Argumentenzuwachs Ax =dx und dem entsprechenden
"differentiell kleinem" Funktionswertezuwachs Af =df intuitiv zu verstehen ist.
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Wichtige, nicht differenzierbare Funktionen:

1. Funktionen, die in einem Argument Xq nicht stetig sind.

lim f(xg+h) —f(Xp)

h existiert in diesem Fall nicht.
h—0

2. Die Funktion Absolutbetrag im Argument O.

o 0t hr)] — (%)
h—0

rechtsseitige und linksseitige Ableitung im Argument X,

existiert nicht, aber es existieren

3. Die Wurzelfunktionen im Argument 0. Der Grenzwert
lim f(xg+h) —f(xp)
h—0 h

ist oo ¢ RR.

Vorschlag: Einflhrung der Ableitung durch numerische Experimente, aber Achtung:
Ausléschung (siehe spéter).

Man gehe dabei etwa so vor:

Bezeichne | € R ein Interval, das mehr als einen Punkt enthalt.

Behauptung (Erfahrungstatsache): Ist f:1 — R eine beliebige in der mathematischen

Praxis auftretende Funktion und Xg € I, so gilt fast immer:

Wahlt man zwei Argumente x4, X, € | nahegenug bel x5 (mit X1+ Xy und X, =+ Xg), SO kann

man feststellen, dald mit grofl3er Genauigkeit die beiden Zahlen ("Differenzenquotienten™)
f(xq) —f(xp) und f(xp) —f(xp)

X1~ Xp X2 = Xp

Ubereinstimmen.

A Mit genligend starker VergroRerung betrachtet,
wirkt das Kurvenstuck geradlinig.

f(Xo0)

Nur in Ausnahmefélen wird man diese Erfahrung nicht bestétigt sehen.
Die Behauptung kann folgendermal3en prézisiert werden:
I fx) —f(xp)
m
X—X X —=Xp
Sodann aternative Schreilbweise: X =Xq + h ergibt
lim fO0 =100) _ lim oo+ h) =10 hr)] ~1xo) =f'(xg).
X—X, X = Xg h—0

exidtiert fast immer und it einereelle Zahl o %: f'(xg).
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Beim Begriff der Ableitung ist eswichtig, dal3 dem Schiiler immer gegenwartig ist, was er mit

der Ableitung e ner Funktion berechnet. Diesem Ziel kénnen dienen:

(1) haufige numerische Proben

(2) Freihand-Differentiationen ( =Zeichnen der Ableitung bei durch Graphenzeichnungen
gegebenen Funktionen)

Die Ableitungsregeln und deren Herleitungen
finden Sie auch in jedem Schulbuch.

Es handelt sich im Einzelnen um die

(1) Ableitung einer konstanten Funktion,

(2) Ableitung der identischen Funktion,

(3) Ableitung des Vielfachen einer Funktion,

(4) Ableitung der Summe (Differenz) zweier Funktionen,
(5) Ableitung des Produktes zweier Funktionen,

(6) Ableitung des Quotienten zweier Funktionen,

(7) Ableitung einer Potenz der Identitét,

(8) Kettenregel = Ableitung der Hintereinanderausf ihrung zweier Funktionen,
(9) Ableitung einer Umkehrfunktion,

(10) Ableitung der Einschrénkung einer Funktion.

Die Ableitung einer konstanten Funktion
Hier ist unbedingt eine Skizze zu machen. Dann kann man das Ergebnis schon vorweg sehen.

f(x)=c

>
Xo Xo+h

Ist f:R —> R :x+——c mit ce R einekonstante Funktion, so folgt
59&E52%1i9&2:=1nn °=E = lim 0=0,

f'(xp) = lim
h—0 h—0 h—0

Die Ableitung der identischen Funktion
Hier ist ebenfalls eine Skizze zu machen, aus der man das Ergebnis ablesen kann.

f(x)=x
f(Xg+ h)
f(Xg)
>
Xg X+ h

Ist f:R — R :x+—— X dieidentische Funktion, so folgt

K&i%;@@, §£%;®:um£:nm121

f'(Xp) = lim = lim
h—0 h h—0 h—0

—0

R.Lied!: Differential- und Integralrechnung in der Schule 27. August 1956 20:49 Uhr

49



Inhaltsverzeichnis 50

Die Ableitung des Vielfachen einer Funktion
Ist g:R — R einedifferenzierbare Funktionundist f:R — R : Xx+——c-g(x) mit ce R
ein Vielfaches der Funktion g, so folgt

f(xg+h) —f(xg) c-g(Xg+h)—c-g(Xy)
h - h -

lim
h—0

f : (Xo) == hlLI)Il()

lim g(Xp +h) —g(xg)

=c
h—0 h

=c-g'(Xp).

Die Ableitung der Summe (Differenz) zweier Funktionen
Sind g:R —> R und k:R — R differenzierbare Funktionen und ist
f:R —> R :x+——g(x) + k(x) die Summe (Differenz) der beiden Funktionen, so folgt

fxo+h) ~f(xg) _ . 9o+ £k(xo+h) - (9(xo) £ k(xp))
Rt ~1%) _

fI(Xo): hm h —
h—0 h—0

o gXgth) —g(xg) | .. K(Xgth)—Kk(xg) | |

—hh_r>no h + hlgr}) h =0'(Xg) £ k'(Xg).

Die Ableitung des Produktes zweier Funktionen
Sind g:R —> R und k: R — R differenzierbare Funktionen und ist
f:R —> R :x+——g(x)-k(x) dasProdukt der beiden Funktionen, so folgt
f(xg+h) —f(xg) .. 9g(Xg+h)-k(Xg+h) —g(Xp) -k(Xp)
h = lim h =
— Iim g(Xp + h)-k(xg+h) —g(xg+h)- k(;](o) +9(Xg +h) -k(Xp) — g(Xp) -K(Xg) _
h—0

f : (Xo) == hlLI)Il()

o . k(xg+h)—k(xg) . 9Xgt+th) —g(xg)
_hlino g(Xg+h) hlino h +k(xg) hl;nq0 h =

=0(Xp) -K'(Xp) + k(Xp) -g' (Xg).
Die Ableitung des Quotienten zweier Funktionen

Sind g:R — R und k:R — R differenzierbare Funktionen und ist
k(x)=0 firale xe R undist

fiR—R:X+—— gkli);; der Quotient der beiden Funktionen, so folgt
(x) = lim f(xo+ hr)] —f(xp) _ lim g(Xg + h)/k(xg +hh) — g(Xp)/k(Xg) _
h—0 h—0

- g(xg +h) k(xp) — gxg) Kk +h) _

=hlg>n0 h‘k(Xo)-k(XO+ h)
= lim (k(x )-K(Xn + h)>—1. lim g(x0+ h).k(XO) - g(xo).k(xo+ h) _
h—0 ' 0 0 L P

_ (k(xo))_z-hli_ir}) 9(Xg+ h) -k(Xg) — g(Xg) - k(Xg) ;g(xo) -k(xg) = 9(Xp) -k(xg +h) _

- (k(xo))‘z- (hh_lflo g(xg+h)- k(xO%— g(x) -k(xp)

_ 9' (Xg) - K(Xg) — 9(Xg) -K'(Xp) _
(k(xo))?

Ubung: Leiten Sie direkt

HEE
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Die Ableitung einer Potenz der ldentitéat
Ist f:R —> R :x—— X" mit ne N eine Potenz der identischen Funktion, so folgt
— n_— n
F'(xg) = lim f(Xg+h) —f(Xg) — lim (Xg + )" —xg _
h—0 h h—0 h
n
X0n+n.xon—1.h+(2).X0n—2.h2+ +hn_xon
=[binomischer Lehrsatz! | = hlirr%) A =

h- (n.xon—1+ (2).Xon—2.h+ RS hn—l)

= 1. =
ho0 h

n
=1 .xn-1 XAN—2. n-1)=n.xn-1
hh—r>no (n X1+ (2) Xgh=2-h+ +h ) n-xg" -4

Aber auch ohne binomischen Lehrsatz kdnnte man argumentieren:

(Xg+h)1=xy+ 1-h-x0+h2.0,

(Xg+h)2=xg+2-h-xgt +h2-1,

(Xg+h)3=xg+3-h-x2+h2-(---),

(Xg+h)A=xg+4-h-x2+h2-(--),
und nun sieht man, daf? sich bei jedem Multiplizieren mit (xo +h) der Koeffizient des zweiten
Summanden um 1 erhoht, sodald schliefdlich

(Xg+h)"=xg+n-h-xg"=1+h2-(--- ).

Die Kettenregel

solltein der Schule nicht streng hergeleitet werden, well es eine sehr gute Mativation der

Kettenregel gibt:

Seien g: R — R und k: R — R differenzierbare Funktionen und bezeichne
f:R — R:x+—>k(g(x)) die Hintereinanderausfiihrung von k nach g.

Dannist

- kig(xg+h)) - k(g(x
) = lim (0N ZI0D iy (90 )h) 909) _
h—0 h—0
=[Erweiterung von Zahler und Nenner mit g(xy + h) — g(Xg).
Wir lassen a so unberticksichtigt, dald g(xg + h) — g(xg) =0 sein kann,

wenn auch h==0 gilt. Beim Hochschulbeweis sieht man, dal3 so kein Fehler entsteht.] =
(k(gxo+ 1) ~ k(g(xp)))- (900 + ) = 9(Xo))

h—0 h- (g(Xo +h) - g(Xo))
k - -
i K900 ) —K(g00) g0t +h) —gx) _
h—0  g(Xg+h) —g(xp) h—0 h

=[Wir setzen g(Xp) &: yo und g(xg+h) &y, &y +t,
aso g(xg+h) —g(xg) =t. Geht h gegen 0O, so geht auch t gegen 0.]=
- k(yg+1) —k(yp) im g(xg +h) —g(xg) _

- th—> 0 t hh—> 0 h

=k'(yo)-g'(Xo)=k'(g(xo))-g'(xo)-
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Man kann die K ettenregel auch so plausibel machen:
Sei
Yo 2 g(Xo), Zo & K(yp).
Dann ist die beste lineare Approximation von g beim Argument X, gleich
() g(x) = g'(Xg) - (X =Xg) + g(Xp)
und die beste lineare Approximation von k beim Argument y, gleich
(1) k(y) =K' (yp) - (y - Yo) + k(Y-
Nun ist naheliegend, dal3 man die beste Approximatioin von k o g beim Argument X, durch
Einsetzenvon (+) in (%) bekommt aso, dal3mit y=g'(Xg) - (X — Xg) + g(Xp) folgt
(&) keog(Xg) = k' (yg)- (Y —Yo) +Kk(yg)=
=k'(9(x)) - (9' (X0) - (X = Xo) + g(X0) — G(Xg) ) + k(g(%) ) =
=k'(9(x0)) 9" (Xg) - (x = Xg) + k(g(x0)) =
=k'(9(Xg))-g'(Xg) - (X = Xg) + K 0 g(Xg)-
Nun ist andererseits per definitionem (von (k o g)'(Xo))
) kog(Xg) = (Kog)'(Xp) - (X =Xg) +kog(Xg).
Durch Vergleichvon () mit (3%) folgt schliefdlich
(ko) (x) =k'(g(x0) ) -g' (X).

Die Regel fir die Ableitung einer Umkehrfunktion braucht in der Schule nicht allgemein

gebracht zu werden. Esist besser, die dafUr zur Verfligung stehende einfache Prozedur von Fall

zu Fall zu wiederholen:

Bezeichnet g die Funktion und f ihre Umkehrfunktion, so betrachtet man die Hilfsfunktion
h(x) =g(f(x)) =x und bekommt durch Differenzieren fur die Stelle x, (Kettenregel!)
h'(x)=g'(f(x))-f'(x) = 1, woraus sofort [ unter der Voraussetzung g'(f(x))=0]

| 1
f (Xo) gl(f(XO))
Mit der Existenz der Ableitung f'(xg) halte man sich nicht allzu lange auf, obwohl in der Schule
der Fall
9'(f(xo)) =0 und somit die Nichtexistenz von f'(xo) sehr wohl auftreten kann!

folgt.

Beispiel:

g:[0, 1] — R : x—— X2 besitzt die Umkehrfunktion

f:[0,1] — R : x—> T x, welchewegen g'(0) =0 an der Stelle O nicht
differenzierbar ist.

Wir sagen dso etwa:
h(x) 2 g(f(x))=x fiir ale x e [0, 1], und somit ist

1=h'(xq) =[Kettenregel! ]=g'(f(xo) ) - f' (Xo), fiir den Fall, dal g'(f(x)) = O.
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[Wenn g'(f(xo)) =0, kann die Formel nicht stimmen - diesist bei x,=0 der Fall.]
Wegen g=id? und somit g'=2-id: R —> R : X —— 2-x bekommen wir

| 1 1 .

1 (Xg)=f'(Xp) = = fur xo 0.

J_ 0 0 g'(f(xo)) 2'-‘J70 0
Mit Hilfe einer Zeichnung diskutieren wir: Der Wert

f'(0) = oo ist asAbleitung laut Vereinbarung liber das Differenzieren nicht erlaubt.

Die Ableitung der Einschrankung einer Funktion
Ist g:R —> R eineFunktionundist A € R eineechte Teilmengevon R undist
f=g|A die Einschrankung von g auf den Definitionsbereich f und ist schliefdich

g ineinem Argument xg < A differenzierbar, soist auch f im Argument X,
differenzierbar und es gilt

f'(xg) =9'(Xg) soferneder Ausdruck

lim f(xg+h) —f(xp)

h—0 h
Man hat sich darauf festgelegt, daf? ein solcher Sinn dann vorliegt, wenn es mindestens eine
Folge ¢ :IN — A mit ¢(k) #+=Xq furale ke N und mit klim o (k) =xq gibt.

einen Sinn ergibt.

Dannist

flo(k))—f -
M = lim g(X0+ h% g(Xo) :gI(XO)'

Poo)=lim = 0 % —n

Dies sollte aber in der Schule nicht allgemein besprochen werden, sondern nur von Fall zu Fall.

Beispiel: g: R —> R : Xx+—— X ist dieldentitét auf R. Weiters sei
f:[0, 1] — R : x+—— x dieldentitéat auf [0, 1].
Esist daher laut obiger Ubereinkunft
f'(0)=g'(0) =1weil z.B. ¢(k) :&f 1/k (ke N) eineFolgewie gefordert ist.

Die Ableitung von idl
Die Funktion
f:R"—> R :x——xI' mit Te R leiten wir ab, indem wir auf ihre Definition
zuriickgehen.
Esist
f(x) =x"=exp (T"-In (x) ), und somit folgt nach der Kettenregel
') =exp'(T-In(x))-(T-In(x))’ =exp(1"-|n(x))-£ g

Bemerkung: Fir =1 ist idl'=id. Fir T" nahebei 1, weicht idl' Uber [0, 1] nur wenig
von der Identitét ab. Die Approximation einer Funktion f: [0, 1] — [0, 1], fUr welche

f(0) =0 und f(1)=1, und welche nur wenig von id abweicht, durch die Funktion

idl': [0, 1] — [0, 1] heifdt in der Technik Gammakorrektur von id.
Sie missen z.B. fir die Korrektur der Nichtlinearitét der Abhéngigkeit der Bildschirmhelligkeit

von der Steuerungsspannung am Steuerungsgitter der Bildrohre die sogenannte Gammakorrektur
des Bildschirmes einstellen.

Ubungsaufgaben (Siehe Anhang): (24) - (32)
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1. Numerische Proben beim Differenzieren.

Man berechne in der Schule nicht nur
(@ f'(xg) mit Hilfeder Ableitungsregeln sondern auch eine numerische Néherung von
f'(Xg), indemman x nahebei x, wahit und somit

(b) () ~ VO~

0

bekommt.

f(x) —f(xg)
— A0

Der Vergleichvon f'(xg) mit dient der Uberprifung von f'(xg) per Ableitungs-

regeln.
Bel den numerischen Proben kommt man auf das Problem der Ausldschung. Sowohl im Zéhler
f(x) —f(xp)

0
unterscheiden. Die Praxis zeigt, dal3 es meistens glinstig ist,
X = Xt Xg- 104, dso
h = X —Xy= £ Xp-10-4 zuwahlen.
Eine wesentliche Verbesserung der numerischen Situation erreicht man, wenn man anstatt
f(x) =f(Xg) _ f(Xg+h) —f(xp)
X—Xg h
F(xg) ~ L- (f(x0+ h) —f(xg) . f(xo—h) —f(xp) | _ f(xpg+h) —f(xo—h)
2 h -h 2-h
Bel dieser Formel sind ebenfalls nur fir zwei Argumente die Funktionswertevon f zu
berechnen.
Waéhrend i.a. nur

hh_r)no(f (Xo) —

alsauch im Nenner von treten Differenzen von Zahlen auf, welche sich nur wenig

f'(xg) = die Naherung

wahlt.

f(xo +h) —f(xp) ) =0 ist, gilt nun sogar

h
_ | _fo+h) —fxo-h )
oo 0

Die Theorie dazu findet manin LK 6.4.(1)ff.
So braucht man h nicht so gro? zu wéhlen und erreicht dadurch geringere Ausldschung.

Beispiel:
In nachfolgender Tabelleist
def SN(1+107M) —sin(1) def SN(1+107M) —sin(1-10"")
A, = 10-n und B, = 5.10-n
fir n=1, 2, --- , 20 in Gleitkommarechnung mit 14-stelliger Genauigkeit gerechnet.
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Im Vergleich dazu ist

lim A,= lim B,,=cos (1) =0.54030230586814.
n—soo

n—soo

An

555355535355
|
OO ~NO UL, WNPE

Wel

0.49736375253539
0.53608598101187
0.53988148036033
0.54026023141862
0.54029809850586
0.54030188512133
0.54030226404045
0.54030230289825
0.54030235840941
n=10 0.54030224738710
n=11 0.54030113716408
n=12 0.54034554608506
n=13 0.53956838996783
n=14 0.54400928206633
n=15 0.55511151231258
n=16 0.00000000000000
n=17 0.00000000000000
n=18 0.00000000000000
n=19 0.00000000000000
n=20 0.00000000000000

Bn

0.53940225216976
0.54029330087473
0.54030221581769
0.54030230496771
0.54030230585700
0.54030230589586
0.54030230567381
0.54030230844937
0.54030230289825
0.54030224738710
0.54030113716408
0.54029003493383
0.54012350148014
0.54400928206633
0.55511151231258
0.55511151231258
0.00000000000000
0.00000000000000
0.00000000000000
0.00000000000000

|sn(1+10-") -sn(1)| < |sn(1+10-") —sn(1-10-n)| istdie Audbschungist fir
n=1,23, --- bei der Berechnungvon A, stérker alsbei der Berechnung von B,

55

Daaber die Folge {B,},,. v Wesentlich schneller alsdie Folge {A ,} < n 9egen cos (1) kon-
vergiert, kann man bei ihr die Wirkung der Ausléschung (némlich als Verschlechterung des Er-

gebnisses bel wachsendem n) friher erkennen. Somit ist auch das optimale
h=10-" bei der Folge {B,},,c n OroRer asbel der Folge {A },c n-
Den besten Wert fir cos (1) bekommen wir ndmlich bel der Folge
A, mit h=10-8 asobe n=8§, bei der Folge B, mit h=10-5,asobei n=5.

2. Das Newton-Verfahren.

Das Newton-Verfahren zum Ldsen von Gleichungen ist eine fundamentale Methode der Mathe-
matik und sollte unbedingt in der Schule gebracht werden. Der Beweis fir die Konvergenz ist
allerdings nicht einfach und fr die Schule ungeeignet. Man erklért daher das Newton-Verfahren

an Hand einer Skizze, was genug plausibel ist. Bei dieser Gelegenheit kann auch die Regula

falsi besprochen werden. Sie ist nicht so schnell konvergent wie das Newton-Verfahren, aber
dafiir ist sie robuster und benétigt aul3er der Stetigkeit der Funktion keine besonderen

Voraussetzungen. Vergleiche dazu LK 3.3.(4)ff., 4.4(1)ff., 7.6.(1) und 7.6.(2).

Skizze zur Erklérung und zum Vergleich von Regula falsi und Newtonschen Naherungsverfah-

ren.
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f(a)

Néaherung mit Regulafalsi
Naherung mit Newtonverfahren

Der Startwert x; wird am besten an Hand einer Zeichnung gewahlt.

Xn+1 e n— F%n)

f'(xn)

Die Folge x4, X, X3, --- heif3t Newtonfolge und konvergiert unter gewissen Voraussetzungen
(fur die Schule ungeeignet) gegen den Wert X, welcher Nullstellevon f ist.

fur n=1,2, - .

Besondersinteressant am Newton-Verfahren ist, dal3 sich bel jedem Iterationsschritt die
Genauigkeit des Resultates etwa verdoppelt [vergl. LK 7.6.(3)ff.]. Man kann das bei
Beispielen gut beobachten [vergl. LK 4.4.(5a)].

Alsfir die Schule wichtigstes Anwendungsbei spiel fir das Newton-V erfahren sollte man die
Berechnung der r-ten Wurzel besprechen. Sei dlso ac R" und re {2,3,4, --- }.

Man betrachtet nun die Funktion f:[0, o) — R : X+ X" — a, welche die Nullstelle

Dann startet man z.B. mit x; =1 und hat
_ f(xy) X -a (r-1-xf+a .
Xn+1=Xn — flxy) n— N fir n=1,2, -

Die k-te Wurzel ist die Umkehrfunktion der k-ten Potenzfunktion.
Man weise darauf hin, dal3 das Newton-V erfahren ganz allgemein zur Berechnung von
Umkehrfunktionen verwendet werden kann.

Bel dieser Gelegenheit kann man auch auf das I ntervallhalbier ungsverfahren hinweisen,
welches wegen seiner Genauligkeitsabschétzung und seiner Einfachheit auch fr die Schule
interessant ist [vergl. LK 3.3.(2)].

Ubungsaufgaben (Siehe Anhang): (33)(a)(b)(c)

3. Unbestimmte Formen.

Die Stetigkeit von Funktionen und die Grenzwertregeln werden zur Berechnung von
Grenzwerten herangezogen. Dies geschieht so:

Seien <Xy, Xy, -+ > und <yj, Y, --- > konvergente Zahlenfolge, sodald alle Folgenglieder
und auch die Grenzwerte Argumente einer Funktion f sind.
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Dann gilt

(1) Ist f einestetige Funktion, soist
tim 1050 =f{fim %)

(2) klim (xk+yk)=klim Xy + klim Yk

@ fim, 0%y = lim %™ lim Y

(4) kllIl'l (Xk-yk)=klim Xk-klim yk'

(5) klim %k wird nach Formel (1) mit f(x):% behandelt.

6 lim }:—'; wirdmit (5) und (4) behandelt.

(7) lim Xkyk:gi_)n; exp (Y- In(x,) ) =[nach (1)]=exp(kli_>n'°1o (yk-ln(xk)))z

— [nach (4)]:exp(gir2° Vi lim (In(x0)) ) =[nach (1)]=

=exp fm -l ) = fim )
Dabei wird jeweils die Berechnung der linken Seite auf die Berechnung der rechten Seite
zuriickgefuhrt.

Istzwar <Xy, X,, --- > einekonvergente Zahlenfolge, sodal? alle Folgenglieder Argumente von

f sind aber der Grenzwert
lim x, kein Argument von f ist, dann darf man die Regel (1) nicht anwenden.

k—oo
Es kann aber trotzdem der Grenzwert
klim f(x,) existieren.

Solche Aufgaben kommen in der Praxis manches Ma (eher selten) vor.

Beispiel: Man berechne den Grenzwert der Funktion
X2 .
u(x)_isin(x) fr x gegen O.
Esist lir% u(x) =a, falsfir jede Folge
X—

<{Xq, X9, -+ >, welchegegen O konvergiert und deren sdmtliche Glieder ungleich 0 sind
und auch keine Nullstellen des Sinus sind, gilt:
X2
o SN (%) ¢
Nunist (5) nicht anwendbar, weil klim X, =0 und O kein Argumentvon f(x)=1/x ist.

Man bezeichnet in einer atertiimlichen Sprache diese Situation a's eine "unbestimmte Form".
Nach einer Regel von de I'Hospital kann man
lim % =[9]= im O X
x—0 Sin(x) 0] x=o0sn' (x) x>0 cos(x)
lim 2x
=0 0 rechnen
XleO cos(x) 1 '

= hier funktioniert nun der Grenzwertsatz (6)]=

Es spricht aber einiges gegen die Regeln von de I'Hospital:

1. Diese Regeln sind in ihrer Gesamtheit umstandlich zu beweisen, sodal3 sich der Beweisin
Hinblick auf die seltene Anwendung der Regeln nicht lohnt.

2. Diese Regeln werden oft mit der Quotientenregel flir das Differenzieren verwechselt und
schaffen somit Unsicherheit.
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3. Man kann mit Hilfe der Potenzreihen leicht in der Ublichen Weise fir die Grenzwertrechnung
vorgehen, indem man rechnet:

X2 = X2 =[Kdilrzen durch x] = X
sn(x) Xx-—-x33+x535 + .- 1-x23 +x34 + ...~
Daher gilt
i X2 X _
X0 sin (x) x0b 1 — X213 + X34 + -
lim X
x—0 0

- lir%(l—x2/3! +x451+ ... ) 1
X—

Bezuglich weiterer Beispiele siehe LK Kap.7.84.
Diesist ein weiteres Argument fur die EinfUhrung der Taylorreihen in der Schule.

4. Kurvendiskussionen

Es genligt eigentlich, von differenzierbaren Funktionen die lokalen Maxima und Minima (der
Funktionswerte) bestimmen zu kénnen.

Die weiteren Untersuchungen, die sich auf Wendetangenten, Flachpunkte, Konvexitét und
Konkavitét beziehen, sind fur die Schule etwas Uberzogen und kénnten somit weggel assen
werden.

Bel der Diskussion von Maximaund Minima unterscheiden wir in der Schule zwei
Funktionentypen:

1. Differenzierbare Funktionlen.

Beispie: f: R R Xt 11y

2. Stetige, stuckweise differenzierbare Funktionen.

Beispid: f:R —> R : Xx+—— |X].

Die Methoden, welche Ableitungen beniitzen, missen auf die Tellintervalle (auf denen f
differenzeirbar ist) getrennt angewendet werden.

Ebenso unterscheiden wir in der Schule zwei Aufgabentypen:

1. Das Aufsuchen globaler Maxima bzw. Minima einer differenzierbaren
Funktion.
Ein globales Maximum bzw. Minimum ist ein Funktionswert, welcher nicht Uberschritten bzw.
unterschritten wird.
Beispiele:
a. DieFunktion f:[ -1, +1] —> R : x+—— x2 hat bei den Argumenten
Xx= -1 und x=+1 englobes Maximum, dader dortige Funktionswert +1 nirgends
Uberschritten wird. Beim x =0 hat die Funktion ein globales Minimum, da der dortige
Funktionswert O nirgends unterschritten wird.
b. Die Funktion f: (0, 1) — R : x — X hat kein globales Maximum und kein globaes
Minimum. So etwas kann passieren, wenn der Definitionsbereich kein endliches abgeschl ossenes
Intervall ist.
c. DieFunktion f:R — R :x+——sin(x) -an (x) hat zwar unendlich viele lokale Maxima
und lokale Minima, aber kein globaes Maxium oder globales Minimum.
Wie sucht man globale Maxima bzw. globale Minima?
Man sucht

1. lokale Maximabzw. lokale Minima (siehe néchster Punkt)
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2. Man berechnet noch dazu die Funktionswerte am Anfangspunkt und am Endpunkt des
Definitionsintervalls der Funktion.
Von dlen diesen Funktionswerten ist der grofite das globale Maximum und der kleinste das
globale Minimum der Funktionswerte.
Gehort aber der Anfangspunkt oder der Endpunkt des Definitionsintervalls nicht zu diesem dazu,
s0 kann es sein, dal? kein globales Maximum oder kein globales Minimum auftritt.
Siehedazu LK 7.5.(9) ff. und 7.5.(16) ff.

2. Das Aufsuchen lokaler ( =relativer) Maxima bzw. Minima einer
differenzierbaren Funktion Uber einer beliebigen Definitionsmenge.
Bezeichne A € R einebeliebige Teilmengeund f: A — R eine beliebige Funktion.
Die Funktion f nimmt in einem Argument X, € A einlokaes Maximum bzw. Minimum an,
wennesein € >0 gibt, sodald f(xy) englobalesMaximum bzw. globales Minimum der
Einschrankung

f:AN(-¢, +e) —> R ist.
In der Schule beschrénkt man sich darauf, dal3 A gleich einem beliebigen Intervall | € R oder
dal3 A gleich I\{c} (c isteninnerer Punkt desIntervalls I) ist.
Der Begriff lokaler Maximabzw. Minimaist intelektuell schwierig und muid an Beispielen
eingelibt werden. Er ist auch fir nicht differenzierbare Funktionen wichtig.
Beispiele:
1.f:R— R:x+—— x| nimmtbei x,=0 einlokales Minimum an, welches nicht mit Hilfe
der Ableitung von f gefunden wird.
2.f :R\{0} — R : x— 1/x hat keine lokalen und keine globalen Extremwerte.
Lokale Maximaund lokale Minimawerden bei differenzierbaren Funktionen

f:l — R andenNullstellenvon f':1 — R gesucht.

Die Unterscheidung zwischen Maximum und Minimum kann mit Hilfe der zweiten Ableitung
geschehen, falls diese ungleich 0 ist. Man merkt sich dazu die signifikanten Beispiele
fi:R— R:x——x2 [f'(0)=0,f"(0)=2>0, lokalesMinimum bei 0]
und
fiR—R:Xx—— —x2 [f'(0)=0,f"(0)=-2<0, lokalesMaximumbei 0].

Ich kann ein noch genaueres Eingehen auf diese Problematik in der Schule nicht als obligat
empfehlen. Es kommt meistens nur zum Auswendiglernen und darauf folgendem baldigen
V ergessen.

Beispiel: Wir betrachten das Drehparaboloid z= — (x2 + y2)/6 + 6 welchesdurch 0<z<6
begrenzt ist und fiir das die Rotationsachse gleich der z-Achseist. Mit p :&f /xZ+ y2 haben
wir somit als erzeugende Funktion z= -p2/6+6 bzw. p=+/(6-2)-6.

z
S
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Gesucht ist der Radius r und die Hohe h eines Drehzylinders, welcher dem Paraboloid einge-

schrieben ist und maximales VVolumen haben soll und der Radius R und dieHohe H eines

Drehkegels, welcher dem Paraboloid umgeschrieben ist und minimales Volumen hat. Die

Rechnung ergibt: r=3-v2, h=3, R=9-vY2/2, H=9. Weitersist interessant, dass sowohl der

Drehzylinder al's auch der Drehkegel das Paraboloid entlang desKreises k: x2+y2=18,z=3

bertihren.

Rechnung:

Der Drehzylinder hat dasVolumen V =r2.x-h, wobei r=+/(6-h)-6. Somitist
V(h)=(6-h)-6-1-h=36-n-h—6-n-h2,

Fir h=0 und h=6 wird dieses VVolumen null. Das sind lokale und globale Minima, denn fir

0< h< 6 istdasVolumen positiv.

Fur dasInterval (0,6)ist dV/oh=36-1n - 12-1-h=0<«>h=3. Esmusssich asoumein

lokales Maximum handeln. Der zugehorige Basisradiusist r=+/(6-3)-6=3-V2.
Der Graphvon V ist mit dem Taschenrechner gezei chnet

AV(h)

545

D001

Der Drehkegel hat das Volumen V =R2.x-H/3, wobel wir den Zusammenhang zwischen R
und H erst erforschen missen. Dazu betrachten wir den Schnitt des Drehkegels mit der vy, z-
Ebene x=0. Die Schnittparabel wird durch die Gleichung z= —y2/6 + 6 beschrieben. Die
Kegelspitze S hat die Koordinaten y,; =0 und z; =H. Die Bertihrpunkte K4, K, liegen auf
der Polaren s zu S. Die Spaltform der Parabel lautet (z - {,)/2= -y -y,/6 + 6 und die Polare
S bekommen wir, indem wir fur {;=2; undfir y;=y,; ensetzen. Somit lautet die Gleichung
der gesuchten Polaren (z - z;)/2= -y -y4/6+6,as0 (z—-H)/2= —y-0/6 + 6, das heisst
z=12-H. Zudiesem z & z,=12 - H bekommenwir y & y, aus zy= —y,/6 + 6, dso

12-H=-y2/6+6,ds0 y,=v6-H - 36.
Den Basisradius R des Kegels bekommen wir nach dem Strahlensatz mit Zentrum S aus der
Proportion R:H=y,: (H - Z;),dso R:H=+/6-H-36:(H - 12+ H). Darausfolgt der
gesuchte Zusammenhang zwischen R und H, ndmlich ~

n_ H-VEH -3

2H-12
Somit ist das Volumen des Drehkegels gleich
H3.6-(H-6) H3

V=R2.x-H/3= 3.4.(H-62 H-6 2
Fur H— 6+ 0 und fir H — o haben unendliches VVolumen. Diese beiden Félle knnen als
globale Suprema aufgefast werden. Fir 6 < H < « ist das Volumen endlich und positiv. Hier
muss ein Minimum zu finden sein.
Imintervall 6<H< oo idt
3-H2.(H-6)-H3

(H-6)2

oV/oH=

2 =0«>3-(H-6)=H,ds0 H=9.
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Der Graph von V schaut mit dem Taschenrechner gezeichnet so aus:

A V(H)

~3820—

_— 0 6 9

D001

Nun rechenen wir noch die z-Koordinate des Beruhrkreisesaus. zy=12-H=3=h!. O

Interessant flr den Lehrer sind die Kurvendiskussionen fiir rationale Funktionen, um Beispiele
fUr interessante Funktionsgraphen konstruieren zu kénnen.

FUr den Schiler erscheint auch diese Problematik al's Uiberzogen.

Vergleichedazu KL 7.5.(21)ff.

Wissenschaftlich und praktisch wichtiger as die Ublichen Maxima und Minimarechnungen wére
die Berechnung von Extremwerten bel Nebenbedingungen und dies gleich in mehreren
Variablen.

Die dafur zustédndige Theorie der Lagrange-Multiplikatoren liegt aber auf3erhalb Reichweite der
Schulmathematik.

Fur den Lehrer von gewissem Vorteil ist die Kenntnis der folgenden

Diskussion rationaler Funktionen

Eine rationae Funktion ist eine Funktion des Typus
f(x)= SIE);)) , bei der p(x) und q(x) Polynomfunktionen sind.

Prinzipiell ist eine rationale Funktion nur fir solche Argumente x, e R definiert, fur die
q(xg) +=0 gilt.

Ist der Grad von p(x) grof3er oder gleich dem Grad von q(x), so dividieren wir durch, damit
wir f(x) inder Form

f(x)=P(x) + é((;(; wobei hun der Grad von Z(x) kleiner alsder Grad von q(x) igt,
vorliegen haben. Ist jedoch der Grad von q(x) grofer alsder Grad von p(x), So setzen wir

P(x) =0 (konstant) und Z(x)=p(x). Ist

g(Xg) =0, so hat die Polynomfunktion q(x) die Form

g(x) =q;(x) - (X = Xg), wobei g;(x) ebenfalls eine Polynomfunktionist [vergl. LK
5.10.(16)]. Ist noch zusétzlich

Z(Xg) =0, soistauch Z(x) von einer Form

Z(x)=2Z1(X)- (X = Xg), wobei auch Z;(x) eine Polynomfunktion ist.
Ist weiters x* keine Nullstelle von q(x), so kdnnen wir rechnen:

Z(xX') Zy(X") - (X" = Xg) —P() +

f(X ):P(X) + q(x*) _P(X) + ql(X*) . (X* _ XO)

Z,(X")
ql(x*) .
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Dieses K irzen wird so oft durchgefihrt, bis eine Form

() fX)=P(x)+ sg)) erreichtist, bei der a(x) und b(x) keinegemeinsamen reellen

Nullstellen haben und der Grad von a(x) kleiner alsder Grad von b(x) ist.

(B) Man kann nun auf dem Standpunkt stehen, dal’ f(x) nur mehr bei den Nullstellen von
b(x) nicht definiert ist und fur solche Argumente x,, welche zwar Nullstellen von
q(x), aber nicht von b(x) sind, in natiirlicher Weise durch (o) definiert ist.

Ist
rx2 + sx +t ein Faktor, welcher sowohl in a(x) alsauchin b(x) auftritt, und gilt
2+sx+t>0 firadle xe R

(hat also rx2 + sx +t konjugiert komplexe Nullstellen), so kénnen wir (wenn wir eswollen)

SE);)) durch diesen Faktor ebenfalls durchkurzen.
Esigt
F(x) = P(x) 4 2% _ POO-b00 +ax)

b(x) b(x)
Die Polynomfunktionen P(x)-b(x) + a(x) und b(x) haben keine gemeinsamen redllen
Nullstellen: Ist namlich x, derart, dafl3

b(xy) =0, sofolgt a(xy) =0 und daher P(xg) -b(Xq) + a(xq) + 0.
Die Nullstellen der rationalen Funktion f(x) im Sinnevon (B) sind somit gleich den
Nullstellen der Polynomfunktion P(x) -b(x) + a(x).

Fur die Diskussion des Verhatensvon f(x) fir Argumente x mit sehr grol3em Absolutbetrag
wird der Beitrag des Summanden
SE);)) vernachl&ssigbar, weil dieser flir x — + c gegen 0 geht.
Man sagt daher, dal3 die Polynomfunktion P(x) dasVerhaten der Funktion f(x) fur
Argumente mit sehr grol3em Absol utbetrag asymptotisch beschreibt.
Die Koeffizienten der héchsten Potenzen von a(x) und b(x) geben flr das Vorzeichen von
SE);)) fir x — £ o den Ausschlag, sodal’ man leicht entscheiden kann, ob der Graph
von
f(x) fir Xx — + oo Uber oder unter dem Graphenvon P(x) liegt.
An den Nullstellen
X von b(x) (welchevoraus@etzungsgeméﬁ keine Nullstellen von a(x) sind) liegen

sogenannte vertikale Asymptoten der Funktion

;8?) und damit auch der Funktion f(x). Esgilt
a(x) . ax) B
x—1>£;r3+ob(x)e{+°o’_oo}und Xlig?)_o b(x)e{+oo, o0 }.

Um dies genauer zu studieren, nehmen wir nun an, dald (u, Xg) und (Xq, v) offeneIntervalle
sind, in denen weder Nullstellen von a(x) noch von b(x) liegen.
Danngilt fur alle x € (u, Xg) undale y e (X, V)

sign (a(x)) =sign (a(y)) =sign (a(xy) ) =0.
Weiters gilt

sign (b(x)) =sign (b(y)), falls x, eineNullstellevon b(x) mit gerader Vielfachheit
[vergl. LK 5.10.(14)] ist, aber esgilt

sign (b(x) ) = —sign (b(y)),
falls xy eine Nullstelle von b(x) mit ungerader Vielfachheit ist.
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Hat also die Nullstelle x, gerade Vielfachheit, so tritt an der senkrechten Asymptote bel x, kein
Vorzeichenwechsel von f(x) auf, hat dagegen x, ungerade Vielfachheit, so tritt ein Vorzei-
chenwechsel auf.

Beispiele: Bei den folgenden Beispielen wurde jedesmal

ax) (2-x+05)

b(x) (x+1)-(x—-1)-5-x2
Die senkrechten Asymptoten befinden sich daher bei den Werten

Xo= —1,0, 1, welchedie Nullstellen von b(x) = (x+1)-(x - 1)-5-x2 sind.
DieNullstelle x,=0 hat die Vielfachheit 2, daher findet hier kein Vorzeichenwechsel statt.
Dagegen haben die Nullstellen xo= -1 und xy=1 die Viefachheit 1, daher gibt eshier einen
Vorzeichenwechsdl.
Fur die Polynomfunktion P(x) wurden 4 Moglichkeiten betrachtet.

gewdhit.

A by
\ 4
\ /
\ \ /
A\ \ /
AN
N P(x)= 1-x N S/ PO = X2
AN AN
> > >
\ |
N
A A
4
) I W R M. S
// Px)=1
—— > > >
) /\’ PX)=(x3+x-2)/5
/
/

5. Partielle Ableitungen

Die Kenntnis der partiellen Differentiation wére fur technisch-naturwissenschaftliche Studien eine
nitzliche Voraussetzung. 1hre Diskussion ist sehr einfach. Bel Textaufgaben kénnte man
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zwanglos die partielle Differentiation zur Anwendung bringen, indem man nicht von vorne herein
eine der Variablen - etwa durch die Benennung mit X - auszeichnet.
Beispiel: Das Volumen eines dreiachsigen Ellipsoides mit den Halbachsen a, b, ¢ ist gleich

. 4r
V—a~b~c«§.
Nun ist
AV 4o .
3a :b«c~§ die Ableitung des V olumens nach der Halbachse a,
oV I . .
b =a-Cc-3 die Ableitung des Volumens nach der Halbachse b,
oV

3 =a-b- % die Ableitung des Volumens nach der Halbachse c,

wodurch klar wird, dal3 man nicht einfach V' anstelle der partiellen Ableitungen schreiben kann.

Das implizite Differenzieren

Damit klar ist, was mit impliziten Differenzieren gemeint ist, wollen wir dazu ein Beispiel geben:
Beispiel: Die Gleichung des Einheitskreises lautet
() x2+y2-1=0.
Betrachtet man den oberen Halbkre's, so ist die Funktion
() y=11-x2 durchdieGleichung (*) implizit gegeben.
Setzt man

F(x,y) =x2+ y2 — 1, so bekommt man die Ableitung von y nach x durch die Formel
[vergl. LK 4.3.(8) und siehe die Anwendungsbeispiele fir die Kettenregel in mehreren
Variablen]

oF
RN ax 02X XX
(*«) y=- oF ——Ty——y——m.
ay

Man braucht, um diese Formel anzuwenden, die explizite Form (%) nicht zu berechnen.
Dal3 das Ergebnisrichtig ist, erkennt man, wennman (%) in (%) einsetzt:
__X___ X
Y y  q1-x2

Hétte man ndmlich (%) differenziert, so wére man zum selben Ergebnis gekommen.

Das implizite Differenzieren braucht aber in der Schule nicht gebracht zu werden.
Man kann ndmlich ohne (%) zu berechnen und ohne partielle Ableitungen und ohne () O

argumentieren:
Esist

F(x, y(x)) =x2 +y2(x) - 1=0 firale x.
Wir setzen

f(x) & x2 + y2(x) — 1 und somitist f konstant gleich O.
Daher folgt auch

f'(x)=2-x+2-y(x)-y'(x) =0, woraus die Formel

1 X H
y y(x) wiederum sofort folgt.

Genaueresdazu LK 4.3.(11).

6. Die Kettenregel in mehreren Variablen
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Die Tangente an den Funktionsgraphen einer Funktion

f:R —> R ineiner Variablen hat die Form

T(X)=a- (X = Xg) + f(Xg), wobei (Xq, f(xo)) der Bertihrpunkt der Tangente ist.
Der Koeffizient o ist die Steigung der Tangente und ist somit gleich f'(xg). Somit hat die
Gleichung der Tangente die Form

TX) =f"(Xg) - (X = Xg) + f(Xg).
Den Funktionsgraphen einer Funktion

f:R xR — R von zwei Variablen kann man sich as einei.a. gekrimmte Flache Uber
dem Definitionsbereich R xR vorstellen. In diesem Fall ist esinteressant, die Tangentialebene
an den Funktionsgraphen zu untersuchen. Sie hat die Form

T(X,y) =0+ (X = Xp) + B- (Y = Yo) + (X, Vo), wobei ((Xq, Yo), f(Xq, Vo)) der
Berlhrpunkt der Tangentialebeneist.
Setzt man y =y, konstant, so geht die Funktion f in eine Funktion nur mehr der einen
Variablen x Uber. Die Tangentialebene geht wieder in eine Tangente Uber, welche die Form

TX, Yg) =0 (X=Xg) + B (Yo —Yo) + F(Xg, Yg) =0+ (X = Xg) + f(Xq, Yg) mit

of : , L
o= (Xp,Yo) hat. Somit kennen wir den Koeffizienten o.

Setzt man analog X =X, konstant, so geht die Funktion f in eine Funktion von nur mehr der
einen Variablen y Uber. Die Tangentia ebene geht wieder in eine Tangente Uber, welche die
Form

T(Xg Y) =0+ (Xg = Xg) + B~ (Y = Yo) + f(Xo, Yo) =B (¥ = Yo) + f(Xo, Yp) mit

of , . . , .
B= ay (Xg Yo) hat. Somit kennen wir auch den Koeffizienten B, und die Tangentialebene

hat somit die Form

T(X,y)= %( (Xo,Y0) - (X =Xg) + §:/ (Xo,Y0) - (¥ = Yo) + f(Xo, Yo)-
Hat man eine Kurve

iR —>RxR:t—> (p1(1), po(t)) vorliegen, welche fir das Argument t, den
Wert ¢(tg) = (Xq, Yo) annimmt, so ist die Hintereinanderausfuhrung von f nach ¢ gleich der
Funktion

h=fop:R —>R:t— f(o(1)).
Der Funktionsgraph dieser Funktion hat im Punkt (to, f(o(t) )) wiederum eine Tangente,
welche die Form

S()=h'(ty) - (t - tg) + h(ty) =h"(tp) - (t — to) + f(p(ty) ) hat.
Unser Interesse konzentriert sich nun auf die Berechnung von h'(ty). Wir konnen diese
Ableitung leicht berechnen, wenn wir die Funktion f durch die Gleichung ihrer Tangentialebene
ersetzen. Diesist erlaubt, weil wir nur Funktionswerte von f bei Argumenten (X, y), welche
nahe beim Argument (X, Yo) liegen, zur Berechnung der Ableitung brauchen.
Wir gehen also von h zur Funktion

he:R —> R :t—> T(p(t)) Uber.
Esist

iR R xRt (@1(t), 95(t)) und somit

of of
h () =T(p(t))= ox (X0,Yo) - (91(t) = Xo) + @(Xo, ¥o) - (92(t) = yo) + f(Xo, Yo)-
Esist also

of of .
h'(t)= Ix (Xo,Yo) - @1 (1) + a—y(xoy Yo) - o' (t). Daher ist auch

\ of \ of \ .
h'(t) = Ix (Xo, Yo) - @1 (D) + E)iy (XO, Yo) - ¢2' (t) und somit
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of of " .
h'(ty) = &(XO, Yo) - 91 (tg) + a—y(XO, Yo) - o' (tg) oder fur h eingesetzt

of of
(¥) (foq)'(tp)= 50(0,)’0) q (tg) + @(XQ Yo) 92 (tg) =

of . of .
:&((P(to))‘@l (to) + a*y(cp(to))-cpz (to)-

Diese Formel ist die sogenannte K ettenregel in 2 Variablen. Esist klar, wie diese Formel
auf mehr als 2 Variable auszudehnen ist.

Anwendungsbeispiele:
In der Schule wird man kaum in die Lage kommen, die Kettenregel in mehreren Variablen
anwenden zu miissen. Es gibt daflir drei Standardsituationen, welche allerdings umgangen
werden konnen.
1) h(t) =g, ()2,

t

(2) h(t):S k(s t)ds.
t
(3) IstdieFunktion y=y(x) durchdie Gleichung f(x,y)=0 implizit gegeben, soist

of
a*(x,y)
| X
y'(xX)=- FTI
aT/(X’y)
Zu (1): Be
h(t) = ¢, (H)72" wahlenwir f(x,y) & xv.
Dannist
ht) =f o o (1) =F(@(t), p2(1)).
Esist dann

of - of
E(XO,YO):YO'XOYO * und a*y(xo,)’o)zxoyo'ln(xo)-
Mit Xo=01(tg) und yo=¢@,(ty) undder Kettenregel (+) folgt aso
of of
h'(tg) = o) '(tg) = &(XQ Yo) - ¢1'(tp) + a*y(XO,YO)'CPz'(tO):

=0 X0"0 11 (tg) + X0+ In (Xg) - 9 (tg) =

= y(t) - 91(10) 72" "L g1 (o) + 91(t9) 720 In (91(ty) ) - 95" (to). Dies gilt fur jedes t,
aso

h'(© =020 91127 ™ 0" (1) + 102 In (91(1) - 02 (V).
Zu diesem Resultat wéren wir aber auch viel elementarer (durch sogenanntes logarithmisches
Differenzieren) gekommen:
Aus h(t) =g,(1)"2" folgt

In (h(t)) =@,(t)-In (p4(t)) und durch Differenzieren bekommen wir

h'(t) 9p' (1)

ho =2 I (01(D) + a(0)- o1(D)

h' (1) =h(1) - gy' (1) -In (@1(1) ) + (1) - (1) -

aso

91 (D)

. Setzten wir fir h(t) ein, sofolgt

91(t)
h'(0) =072 9, (0 In (01(1)) + 2 (D72 - (1) - (f;((tt)) -
1

=920 - 9102V 101 (1) + 0112V In (91(D)) - 95" (D).
Zu (2): Be

R.Lied!: Differential- und Integralrechnung in der Schule 27. August 1956 20:49 Uhr



Inhaltsverzeichnis 67

t

X
h(t)=g k(s t) ds wahlenwir f(x,y) & St k(s,y) ds und
t 1

1
@1(t) =t sowie ¢,(t) =t und haben dann
t

fop(t)= St k(s, t) ds.

Esistdann ¢;'(t) =1 sowie ¢,'(t)=1 und
09k
(S, ¥p) ds.

of of
&(Xo, Yo) =k(Xg, Yo) und @(Xo, Yo) = Stlay

Darausfolgt
, of , of .
h'(ty) = ?X(XO,YO)'(PI (to) + a*y(xo,)’o)‘(Pz (to) =

X0 ok 91(tg) ok
= k(Xo, yO) 1+ St aiy (S, yo) ds-1= k((pl(to), (Pz(to)) + S aiy (S, (p2(t0) ds.
1

Fur ale t folgt also

P1(1) ok
h'(t) =k(pa (1), 92(D)) + S (s, gp(t) ds.
tg 9y

Esist mir keine elementare Methode bekannt, wel che auch zu diesem Resultat fihrt. In sehr vie-
len konkreten Fallen kann man aber eine Stammfunktion finden und somit das Integral vor dem
Differentiationsprozef3 eliminieren.

1

Zu (3): Wir setzten
h(t):f((pl(t),(pz(t)) mit @4(t) =t=x und ¢,(t) =y(t) =y(x). Dannist
@' ()=1und @,'(t)=y'(1).

Esfolgt aus f(x, y) =0, da3 auch
h(t)=0 furdle t und daher ist

0=h'(t):§—i(x,y)-1+ s:/(x,y)-y'(t) fur alle t, woraus

of
&(x,y)
y'x)=y't)=-y'x)=- T
afy(x,y)

folgt.

7. Zum Begriff des differentiell Kleinen

Aus der Historie der Differential und Integralrechnung heraus entwickelten sich Schreibweisen,
welche mit den heutigen Mitteln gertistet nicht mehr so recht verstanden werden.

Es handelt sich vornehmlich um

1. Die Lebnitzsche Schreibweise

af .. : \
dx fur dieAbleitung f' und

2. Die Schreibweise
b
g f(x) dx flr das Integral.
a

Die dabe auftretenden Zeichenreichen df und dx (=differentiell kleine GroRen) kdnnen
als Begriffe interpretiert werden, welche zwar die Merkbarkeit und die intuitive Erfassung von
Formel, in denen sie auftreten, sehr fordern, aber leider in die heutige Analysis nicht logisch
konsistent ( =widerspruchsfrei) eingebunden werden kdnnen. Eine theoretisch befriedigende
Losung dieses Konsistenzproblems ist in der Non-Standard-Analysis gefunden worden. Man

R.Lied!: Differential- und Integralrechnung in der Schule 27. August 1956 20:49 Uhr



Inhaltsverzeichnis 68

muRd jedoch leider zugeben, daR’ diese Non-Standard-Analysis keine Verbesserung der
mathematischen Didaktik auf elementaren Niveau darstelIt.

In der wissenschaftlichen Analysis, den mathematischen Naturwissenschaften und der Physik ist
es Ublich, trotz der bestehenden Inkonsistenzen mit den differentiell kleinen Gréf3en gewinnbrin-
gend zu arbeiten. Beim Umgang mit diesen Grof3en sind gewisse Regeln zu beachten, welche
man am besten so lernt, indem man vorgefihrte Beispiele nachvollzieht. Zu diesem Zweck ist es
notwendig, dal3 der Lernende mit den differentiell kleinen Gréfien moglichst frih (also in der
Schule von dlen Anfang an) konfrontiert wird.

Meiner Meinung nach wére es aus dem genannten Grund sehr sinnvall, die Verwendung der dif-
ferentiell kleinen Gréf3en in der Schule Uberhaupt vor alle anderen Argumentationsmdglichkeiten
zu stellen.

Die differentiell kleinen GroRen bei der Leibnitzschen Schreibweise der
Ableitung:
Schreibt man

AX 2 (x +h) —=x=h und

AF 2T f(x + h)f—f(x), it
| . A

f'(x) —&11_1)10 AX -
Eine nicht negative Zahl, welche kleiner ist s alle positiven Zahlen, ist in der modernen Anaysis
nur die Null 0.
Beim Denken in differentiell kleinen Grof3en stellt man sich vor, dal3 man eine ganze Menge von
differentiell kleinen positiven Zahlen hat, welche einerseits kleiner sind as jede normal grofie
positive Zahl aber doch noch grof3er sind asdie Null 0 und damit ungleich O sind.
Esist ganz gut, sich vorzustellen, dal3 man genau so viele differentiell kleine Zahlen hat, wie es
Zahlenin R gibt.
Nun stellt man sich vor, dal3 beim Grenziibergang Ax — 0 bevor die Null erreicht wird zuerst
Ax diedifferentiell kleinen Werte dx =+ 0 annimmt. Die dazugehdrigen Af nehmen dann

ebenfals differentiell kleine Werte df an.
df

. Af \ . \ N
Der Quotien Ax ~ f'(x) geht dabei in den Wert dx =f'(x) Uber.

Der differentiell kleine Wert dx ist also noch =0 und kann daher im Nenner eines Bruches
auftreten, aber er ist schon so klein, dal3 die Sehne zwischen den Graphenpunkten
Ex, f(x); und (x + dx, f(x + dx)) mit der Tangente an den Graphen im Punkt

X, f(x)) exakt Ubereinstimmt.
A
Graph von f
Sehne = Tangente
f(x + dx) 2

f(x)

Y

X x+dx
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85. Die Integralrechnung

1. Das bestimmte Integral

Der Flacheninhalt und das Volumen.
Der Flacheninhalt und das Volumen werden auch in der Schule Uiber eine Abschatzung
eingeflhrt.
Bel der Bestimmung des Flacheninhaltes wird das Flachenstlick in ein achsenparallel es Rechteck
eingeschlossen. Das achsenparallele Rechteck mége den elementaren Flacheninhalt

R :&f |ange- Breite haben.
Die Rechteckseiten werden dann jewells dquidistant unterteilt. Sodann werden die kleinen
Rechtecke gezahlt, welche ganz im Flachenstiick liegen und eswird deren gesamter elementarer
Flacheninhalt bestimmt. Diese Zahl moége F, bezeichnet werden.
Genau so geht man mit den kleinen Rechtecken vor, welche ganz auf3erhalb des Fléchenstiickes
liegen. Ihr gesamter elementarer Fl&cheninhat moge mit B bezeichnet werden und wir
bestimmen damit die Zahl

F, & R-B.
Der zu bestimmende Flécheninhalt ist sodann eine Zahl F, fir welche

Fu<F<F, gilt.
Verfeinert man die &quidistanten Unterteilungen, so bekommt man weitere Zahlen F, und F,,
welche die zu bestimmende Zahl F besser einschréanken.
Man sagt: Im algemeinen gibt esnur einereelle Zahl F, welche zwischen alen moglichen F,
und allen moglichen F, liegt. In einem solche Fall ist der Flacheninhalt des Flachenstiickes
definiert und gleich F.
Analog ist das VVolumen eines dreidimensionalen K érpers bestimmt.

Breite
Breite

Lange k-Lange

Anhand der Skizze kann man leicht erkennen, dal? der Flacheninhalt in den «-fachen
Flacheninhalt Ubergeht, wenn man die Fldchein einer Dimension um das «-fache dehnt bzw.
staucht:

Die Anzahl der Késtchen éndert sich nicht, der Inhalt der Késtchen nimmt jedoch den «-fachen
Wert an.

Wird die Flache um das «-fache hnlich vergrofert bzw. verkleinert, so geht der Flacheninhalt in
das k2-fache Uber, dain beiden Dimensionen die Abanderung vorgenommen wird.

Analog beim Volumen, dasbei «-facher ahnlicher VergroRerung bzw. Verkleinerung in das «3-
fache Ubergeht.

Das bestimmt Integral wird in der Schule fir stetige Integranden und endliche
Integrationsintervalle eingefihrt.

Der Unterschied zur Flachenbestimmung liegt darin, dal3 die Fléchenstlicke zwischen Graphen
und Xx-Achse positiv gezahlt werden, wenn die dazugehdrigen Funktionswerte positiv sind, und
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dai’ die Flachenstiicke zwischen Graphen und x-Achse negativ gezdhit werden, wenn die

dazugehdrigen Funktionswerte negativ sind.

Also: Beim Integral handelt sich nicht um einen einfachen Flécheninhalt, sondern um eine
"Flachenbilanz".

A f(X)

5\/ b x

An Hand von Zeichnungen und Kastchenabzahlen wird die Schreibweise

b
S f(x) dx motiviert, wobei dx fir eineas"differentiell klein" gedachte Teilrechteckseite
a

steht. Das Integralzeichen ist ein stilisiertes S, welches fur "Summe” steht.

A

f(x) )
) a b Zf(x)Ax — S f(x) dx

}

AX

Ebenfalls an Hand von Zeichnungen wird motiviert, dal3

b b b
S (f(x) J_rg(x))dx=g f(x) dx + S g(x) dx sowie

b b
S k-f(x)dx=k-S f(x) dx gilt.

Ubungsaufgaben (Siehe Anhang: (34))

Wir fuhren nun die Konvention
b

a
S f(x)dx= —S f(x) dx ein, und wir leiten die Relation
b

a

¢ b c
S f(x) dx:g f(x) dx + g f(x)dx fir a<b< c her.
a a b

Wir kénnten uns nun auch tberlegen, dal3 diese Relation fiir beliebige Anordnungen von a, b
und c geten. Dazu kann man Fallunterscheidungen heranziehen.
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Elementar berechnen kénnen wir die Integrale

b
g kdx=k-(b—a) (Rechteckflachenforme! )
a

b
g k-xdx=

a

@ (Trapezformel )

Nun berechnen wir den Inhalt der Parabelfléche, was etwas aufwendig ist und wegen der
auftretenden Schwierigkeiten mit den Riemannsummen vom Thema eher ablenkt (ich wirde dies
also in der Schule weglassen) :
a
g X2 dx.
0
DasIntervall [0, a] wirdin n gleichlange Teilintervalle
[xi__l, X1 i=1, ---,n zerlegt, sodald aso
X = L a und die Lange der Teilintervallegleich

n
a

Ap= ist.
Die untere Abschétzung ergibt
Uy=Xg#+ - +X;-12) A, und die obere Abschétzung ergibt
Op= X2+ -+ +%2) A,
Wegen
nli}ngc (0,-Uy) :nhf:o (X2 = %g?) -A,=(1-0)-0=0
gibt es héchstens eine Zahl F, fur welche
U,<F<O, furdle ne N gilt.
Nun ist
Xi_12< E - (K124 X _1- X + X;2) < X2 wegen X;_12< X _1-%; und X _q1-X; < X2
Wir multiplizieren diese Ungleichungskette mit (x; — x;_1), und dann folgt
Xi—12- (4 =% _1) < §- (3 =% _13) <x2- (% —X_1), A0
X 12 An< T (%3 - X _13) <X2- A,
Summiert man, so folgt
Ungznl 1. (x3-x%_3 <0,
i=

Die mittlere Summe ergibt (Teleskopreihe!) +- (x 3 —x3) =+ (8- 03) =1 &8
Daher folgt

U,<+-83<0, furadle ne N.
Esistaso

a
S x2dx =1 - &3,
0 k
Schliefdich bekommen wir

a b b
g X2dx + S x2dx:g X2 dx, woraus
0 a 0

b b a
S X2 dx = Soxzdx— S x2dx=1- (b3 -a3) folgt.
a 0
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2. Die Keplersche Falregel und die Simpsonregel

Ist p(x) =gy X2+ & -X + &, o folgt
b

b
g p(x)dx=g Q- X2+a X+adk=

b b b
=Sao-x2dx+gal-xdx+gagdx & b - a3+a1 b2

a
=[dieser Ausdruck beschreibt das Integral als Funktion der Koeffizienten von p]=

:?-(2-30-(b2+ab+a2)+3-a1-(b+a)+6-a2):

G +&-(b-a)=

=?- ao-a2+a1-a+a2+4-(ao-(aH2rb)2+al- a;—b +32)+ao-b2+a1-b+32)=

b- b
=Ef(mm+4da;)+mm) (mw+4d +mmy

Der letzte Ausdruck beschreibt das Integral als Funktlon dreier Funktionswerte von p.

ab)

Hat man nun eine stetige Funktion f: [a, b] — R gegeben, so kann man diese Funktion
ersetzen durch jene quadratische Funktion

P(X) =8y X2 + & - X + &, welchein den Punkten a, (a+b)/2, b mit f Ubereingtimmt.
Man rechnet dann ndherungsweise

b

Sﬂmm gmmm—b (mw+44b%mmﬁ=
b a a+b
s (f()+4f( : )+f(b)).

Diese Naherungsformel heifdt die Keplersche Faliregel.

Die Simpsonformel

(Simpson lebte von 1710 bis 1776, diese Regel wurde aber schon 1668 von Gregory benitzt.)
DaslIntervall [a b] wirdin m gleich lange Teilintervalle zerlegt.

Fur jedes Tellintervall wird die Keplersche Faldregel angewendet, sodal3 aso schliefdich die Funktion f an
2m+1 Selen

xkdi‘a+kb—furk 0,12 - ,2m

berechnet werden mul3. Setzt man
fi ;& f(x,) fur k=0,1,2, ---,2m,
0 bekommt man

b
Sf(x)dxx

b-a

Genaueres siehein LK 6.4.(6) ff.

Uben Siein der Schule das K astchenzéhlen und als Kontrolle dazu die Simpsonformel solange,
bis dem Schiller im Langzeitgedachtnis bleibt, dal? das Integral eine Methode der
Flachenbestimmung ist!

Erst dann behandeln Sie den Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung,
welcher schliefdlich zu einer eleganten Berechnung der Integrale flhrt.

Es wére anderenfalls schlecht, wenn bei gebildeten Erwachsenen nur die mehr die Phrase
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"Die Integrarechnung ist die Umkehrung der Differentialrechnung"
als einziges Wissen Uber die Differential- und I ntegralrechnung bestiinde.
Doch nun zu diesem Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung:

3. Die Ableitung eines Integrals nach seiner oberen Grenze

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung ist sehr einsichtig und besagt:
Ist f:[a b] — R Stetig, soist

b
S f(x) dx=f(c)-(b—-a),wobel ce [a b] passend gewahlt werden kann.
a

Zu Argumentation fiihrt man an, dal3 offensichtlich
b

m-(b—a) < S f(x)dx<M-(b-a), wobe m der Minimalwert und M der Maximawert
a
von f Uber dem Interval [a, b] ist. Daher ist
b
g f(x) dx=v- (b - a), mit einem passenden ve [m, M].
a

Nun wéhle man eben ce [a b] so, dal’ f(c)=v (eineZeichnung ersetzt den
Zwischenwertsatz! ).

<

3

O o0—

O O—
a b

Wir kénnen nun ausgehend von einer stetigen Funktion
f:[a b] — R eine neue Funktion
X
F:[a,b] — R :xX+—— g f(t) dt definieren.
a

Wir berechnen die Ableitung F' indem wir argumentieren:

Xg+h b%)
S f(t) dt - S f(t) dt
a

\ . Fxgt+h)y—F(xp) .. a o
Foo=lim =R S h -
X0+h
=hlimo = S f(t) dt =[Mittelwertsatz der Integralrechnung] =

:hlimO%~f(ch)~h [wobei ¢, & [Xo, Xo + ] geeignet zuwahlen ist] =

=l}iin0f(ch) =f(Xp)-

In Worten: Differenziert man ein Integral nach seiner oberen Grenze, so bekommt man den
Integranden an der oberen Grenze.
Diesist der Satz von der Ableitung nach der oberen Grenze eines Integrals.
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4. Die Integralrechnung als Umkehrung der Differentialrechnung

Ordnen wir jeder stetigen Funktion

f:[a b] — R eineneue Funktion F durch die Vorschrift
X

F:[a,b] — R :x+—— S f(t) dt zu,

so gilt einerseits
F'=f
und andererseits
b
S f(x) dx=F(b) =[weill F(a)=0]=F(b) - F(a).

Wie kénnen wir diese Erkenntnis niitzen, um das Integral
b
g f(x) dx zu berechnen?
a

Nehmen wir an, dal3 wir eine Funktion
G:[a b] — R kennen, fir welche G'=f gilt.

Dann unterscheidet sich G von unserer gesuchten Funktion F nur um eine Konstante, denn
(G-F)'=G'-F'=f -f=0 konstant,

(e

woraus anschaulich klar folgt (Zeichnung! ), dai3
G-F:[a b] — R konstant gleicheinem Ce R sein mul3. Esist also
G(x)=F(x) + C furadle xe[a b].

Wir rechnen nun

G(b) - G(a) =F(b) + C - (F(a) + C) =F(b) - F(a) =F(b), weil F(a)= S f(x) dx=0.

Somit haben wir das fundamental e Resultat
b

G(b) - G(a)=F(b)= S f(x) dx, welches uns erlaubt, den Wert von

a

b
g f(x) dx

exakt zu berechnen, wenn wir eine Funktion G finden, welche die Eigenschaft
G'=f hat.

Definition:
Ist f:[a, b]—— R setigundist G:[a, b] —> R derart, da3 G' =f, so heilt G eine
Stammfunktion von f.

R.Lied!: Differential- und Integralrechnung in der Schule 27. August 1956 20:49 Uhr

74



Inhaltsverzeichnis

Man schreibt dies so
gf(x) dx=G+C.
Lies
"G + C ist eine Stammfunktion von f" oder
"Das unbestimmte Integral von f ist gleich G+ C".
Diesist dso gleichwertigmit G' =f.
Den Ausdruck

gf(x) dx bezeichnet man dabel als unbestimmtes Integral und C aseine

Integrationskonstante.
Eine dazu aguival ente Formulierung lautet

SF'(X)dX=F+C.

Merksatz zum Begriff der Stammfunktion:
Sind G, H:[a b] — R Stammfunktionen, soist H - G:[a b] — R eine konstant
Funktion.

Somit verlagert sich erst jetzt unser Interesse weg vom Kéastchenzahlen und hin zum Aufsuchen
von Stammfunktionen.

5. Das Aufsuchen von Stammfunktionen

Wir kennen zwel el ementare M ethoden zum Aufsuchen von Stammfunktionen:
1. Dielntegraltafeln,
2. Die Umkehrung der Ableitungsregeln.

Die Integraltafeln

gewinnt man sehr einfach. Man differenziert eine Reihe von Funktionen G + C und weil3 dann,
dal3jeweils G + C eine Stammfunktion von G'=f it

Fur die Schule bietet sich die folgende Integraltafel an:

f(x) Sf(x) dx=G+C
XO(+1
X4, X>0,aeR,a*+ -1
a+1
;; x=+0 In|x| +C
X
ex e+C
sin (x) —cos(x) +C
cos (X) sn(x)+C
1 — i
002 (X) =1+tan? (X) tan(x)+C
1
ST () —cot(x)+C
1
142 anx)+C
11 5 x| <1 Arcsn(x) + C= —-Arccos(x) + C;
11-x
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cosh (x) snh(x) +C
sinh (x) cosh(x) + C
coihz tanh (x) + C

1
W —COth(X)+C
J_Zl_l Arsnh(x)+C
1 X2+

;L T x>1 Arcosh (x) + C
']__x _
1—1x2 x| <1 Artanh (x) + C
1—1x2 || >1 Arcoth (x) + C

Diese Integratafel motiviert die Einfihrung der Areshyperbolicus-Funktionen in der Schule.
Man vergesse nicht, in der Schule den besonders einfachen Spezialfall

S dx =x + C hervorzuheben.

Die Erfahrung zeigt namlich, dal3 dieser Fall sehr oft Probleme macht.
Weitere Integraltafeln findet man in Formelsammlungen.

Die Umkehrung der Ableitungsregeln
flhren zu Regeln fur die Auffindung von Stammfunktionen. Vorweg zwei sehr einfache
Beispiele:
Aus der Ableitungsregel
(f+g)'=f"+g' erschlieldt man:
Ist F eine Stammfunktionvon f und G eine Stammfunktion von g, so folgt also
(F+G)'=F'+G'=f+g,asodal
F+ G eine Stammfunktionvon f + g ist.
In der Notation der unbestimmten Integrale schaut dieses Ergebnis so aus.

(1) g(f(x) + g(x)) dx = gf(x) dx + Sg(x) dx + C.
Analog rechnet man

(2) gk-f(x) dx=>x- Sf(x) dx + C.

Fur die Schule sind noch die partielle I ntegration und die Substitutionsr egel wichtig:

Aus der Produktregel fir die Ableitung folgt die sog. partielle Integration:
Esqilt

(f-g)'=f'"-g+f-g',ds0

f'.g=(f-9)'-f-g"
Somit folgt

(3 Sf'(X)-g(X)dX=S((f(X)-g(x))'—f(X)-g(X)')dX=

= S(f(x)-g(x))' dx - Sf(x) -g0x)" dx=f(x)-g(x) - Sf(x)-g(x)' dx +C.
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Die entsprechende Formel kann auch fir das bestimme Integral formuliert werden:

b b
- gaf(X)-g(X)' dx=

a

b
(3" Saf'(x)-g(x)dx=f(x)-g(x)

b

=f(b)-g(b) - f(a)-g(a) - Saf(x) -g(x)" dx.

Aus der Kettenregel fur das Differenzieren folgt die Substitutionsregel fir das
Integrieren.
Esqilt
(fod'X)=({F"g)(x)-g'(X).
Daher folgt

(4) S(f' °o@)(x)-g'(x)dx= S(f °g)'(x)dx=fog+C.

Fur das bestimmte Integral bedeutet dies:
b Sg(b)

(4") Sa(f' °cg)(X)-g'(x)dx=Ffog(b) -fog(a)= f'(x) dx.

g(@

Die Substitutionsregel hat mehrere Tiicken. Esist aber nicht angebracht, sich in der Schule
darUiber zu verbreitern.
Genaueres und Beispiele dazu siehe LK 5.11.(5)ff.

Ubungsaufgaben (Siehe Anhang): (34) - (40)

6. Die Formelmanipulationssysteme

Es ist heute die Frage, wie lange man sich mit dem Aufsuchen von Stammfunktionen in der
Schule aufhalten soll. Die modernen Formel mani pul ationssysteme wie

Maple, Mupad, Reduce, Mathematica, Derive - -
|6sen alle |6sharen Aufgaben dieser Gattung. Man kann vermuten, daf3 in Zukunft das praktische
Aufsuchen von Stammfunktionen nur mehr tber solche Formel manipulationssysteme erfolgt. In
der Schule wird man daher den Umgang mit diesen Programmen zu tben haben.

7. Volumina von Rotationskdrpern

Das Volumen eines Rotationskorpers wird berechnet, indem der Rotationskodrper entlang der Ro-
tationsachse in Kreis-Zylinder mit "differentiell" kleinen Hohen zerlegt wird.

AT

r(x)

Rotationsachse
—_—0 >
a X X + dx b

Diese haben das differentiell kleine Volumen
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dV =r2(x) -n dx und somit ist

b b
Vrotzg dV:ng r2(x) dx.
a

a

8. Volumina von Kegeln

Das Volumen eines Kegels wird berechnet, indem der Kegd parallée zu seiner Grundfléchein
Scheiben mit "differentiell" kleiner Dicke zerlegt wird.

Die Grundflache des Kegels befindet sichin z-Richtung bei H und ist beliebig berandet.

Der Flacheninhalt der Grundfléche sei gegeben und gleich Gy,

Die Spitze des Kegels sei im Ursprung.

Schneidet man den Kegel parallel zur Grundfléche in einer Hohe h, so hat die Schnittfléche eine
lineare Ausdehnung, welche sich um den Faktor

K= % von der Grundflache unterscheidet. Somit gilt fir den Flacheninhalt der
Schnittflache
G

G(h)=Gy-x2= H—g -h2,
Gibt man der Schnittflache eine differentiell kleine Dicke von der GroRe dh, so bekommt sie das
differentidl kleine Volumen
dv =G(h) -dh.
Das gesamte K egelvolumen ergibt sich somit als
H Gy hB|" GyH

H
= _("%0 1oy Go 1P
VKegd—SOGm)dh—Son-h =2 7| =%

9. Das Kugelvolumen und die Kugeloberflache

Das Kugelvolumen wird als VVolumen eines Rotati onskorpers berechnet.

A

r(x)

_R I xR

N
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Aus der Zeichnung liest man ab:

r(x) ="1R2 - x2.
Demnach ist das Kugelvolumen gleich

+R +R RS R3
S I’Z(X)-ndX=S (R2—x2)-ndx=2-R3-nt—-2-— -n=4- -7.
R -R 3 3

Die Kugeloberflache wird a's Grundflache eines "Kegels' berechnet, dessen Hohe und dessen
Volumen bekannt ist.

Dazu denken wir uns die Kugel in lauter kleine Kegel zerlegt, deren Spitze gleich dem
Kugelmittelpunkt und deren Grundfl&che ein differentiell kleiner Teil dF der Kugeloberflache
ist.

2

Jeder dieser kleinen Kegel hat das VVolumen

w=FR
Das Gesamtvolumen der Kugel ergibt sich "symbolisch” as

Vicugd = de= Sng'R - SdF=3Ff .0, wobei O die Kugeloberfléche bezeichnet.

Andererseits wissen wir bereits

R3
VKugeI =4. ? *T.
Somit folgt
3
3B -O=4-% -, Woraus

O0=4-R2. folgt.

Merksatz: Der Inhalt der Oberflache einer Kugel vom Radius R ist gleich dem 4-fachen des
Inhaltes eines Kreises vom Radius R (welcher als Grof¥kreis der Kugel auftritt).

10. Die Bogenlange des Graphen einer Funktion

Se f:[a b] —> R eine stetig differenzierbare Funktion.
Wir teilen das Interval [a, b] etwadquidistantin n gleiche Teile und bekommen so
Zwischenpunkte

a=Xg<X;< --- <X,=h.
Ist n sehr grof3, so kann f zwischen den Argumenten x;_, und X; durch dielineare
Approximation

G [X_1uX]—R:it——f(x;_q) +f'(X,_q) - (t=X_1) sehr gut beschrieben werden.
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gi () % :
! 9

f(Xi—1)=Gi(Xi-1)

Xi-1 Xi

Insbesondere ist die Lange des Graphen von f zwischen den Argumenten x;_; und X;
gentigend genau durch die Lange des Graphen von g, approximiert, sodal’ die Bogenlange des
Graphenvon f durch den Grenzwert
. L . b
Lim ; (% i) = (xi -1, g6 -D) | = lim >

—00 j=1 n

a'\l 1+ (g'(x_1))*=

n _ b
= limzbina-'\‘ 1+ (f'(xil))zzg 1+ (f'(x))?dx gegeben ist.

n—oj—=1

Esgibt leider nicht viele gute Beispiele, bel denen die Bogenlange einer Kurve berechnet werden
kann. VVor allem die Ellipse macht grundsétzliche Schwierigkeiten [vergl. LK 6.1.(73) ff.]. In
den folgenden Ubungen sind einige der elementar berechenbaren Beispiele angefiihrt.

Ubungsaufgaben (Siehe Anhang): (41) - (45)

11. Flachen- und Kurvenschwerpunkte

a. Punktschwerpunkte
Wir denken unsin der Ebene R2 endlich viele Massenpunkte P;, --- , P,, gegeben, welchedie
Koordinaten

P, = (x;,y;) haben und in denen wir uns Punktmassen m; >0 plaziert denken.
Alserstes denken wir unsdie Ebeneum die x-Achsefrei drehbar. Dann erzeugen die
Massenpunkte Drehmomente, welche gleich

yi-m;-y (y = Erdbeschleunigung) sind.

Y2
Y1
Y3
Ya

X1 Xg4 Xo X3

Das gesamte Drehmoment um die x-Achseist dann gleich

n
Mx:_Zi Yi-m-y.
1=
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Analog bekommen wir ein gesamtes Drehmoment um die y-Achse, welches gleich
Myzignl Xj-m; -y ist.
Ersetzen wir die Massenpunkte durch einen einzigen Massenpunkt S mit den Koordinaten
S=(Xg Ys) undder Masse mg def ﬁ m;, so wollen wir diesen Punkt so plaziert haben,
dal er aleine die selben Momente M, und1 _l\/lly, wie die Punkte P, zusammen tun, erzeugt.
Wir suchen also xg und yg derart, daid

n
mS'yS'YZszzl Yi-mi-y und
1=

n
mS-xS-szyz.Z1 Xj - My -y.
1=

Aus dieser Forderung ergibt sich (die Erdbeschleunigung kiirzt sich raus)
n n

2 X-my 2_yi-m
i=1 i=1

(#) Xg=——— und yg=—
Zmi Zmi

i=1 i=1
Der Punkt S=(Xg, Yg) wird der Schwer punkt der Massenpunkte Py, --- , P, genannt.
Unterstiitzt man nun die Ebeneim Punkt S (dasl&uft daraus hinaus, dal3 man sich den
Ursprung in den Punkt S verlegt denkt), so sind bezliglich des neuen Ursprungs die neuen
Massenpunktkoordinaten gleich

P'=PF - S=(~Xg ¥i ~¥s) = (X" Vi)
und daher die Momente um die neue x-Achse bzw. die neue y-Achse gleich

n n n n
Mx':Zi yil'mi‘Y:; (Y _yS)‘mi'YZ; Yi-m;-y _YS‘_Zi m;-y =
1= 1= 1= i=

=m-ys-y —Yg-Mm-y=0 bzw. analog

M,'=0.
Dies erleuchtet die physikalische Bedeutung des Schwerpunktes:
Unterstiitzt man die Ebene im Schwerpunkt eines Punktmassensystems, so sind die dabei erzeug-
ten Momente gleich 0, und daher kippt die Ebene unter der Last des Punktmassensystems nicht.

Die Assoziativitatseigenschaft der Schwerpunktsbildung.
Satz: Hat man in der Ebene zwei Massenpunktsysteme

Pi= (X1, Y1), -, Py= (X, Y,) mit Massenbelegungen my, --- , m,, und

= (&g, w1), -, Mg= (g, wg) Mit Massenbelegungen pq, -, uy gegeben,
und ist

S=(Xg Yg) der Schwerpunkt des ersten Systems, welchem die Massenbelegung

mg= Z{ m; zugeordnet ist und ist analog

=

Y= (&g yg) der Schwerpunkt des zweiten Systems welchem die Massenbel egung
d
Us=2_ y; zugeordnetist,
t=1

so gilt fur den Gesamtschwerpunkt (X, y4) beider Systeme
XMyt X My G+ e Sty XstMst+Ess

X
9 M+ My g+ o g Mg+ g

v _ YoMyt Y Myt o Warlg _ Ys' Ms+ Ws s
9 M+ Mg+ o g Mg+ s

Man kann sich also die Wirkung des gesamten Systems durch die Wirkung des zweipunktigen
Systems S, X mit den Massen mg, g erzeugt denken.
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Der Beweisist durch einfaches Ausrechnen zu fihren.

Satz aus der analytischen Geometrie:
Sind a be RN, gilt a=b undsind o, >0 undist o + =1, soliegt der Punkt
o-a+ B-b auf der Strecke zwischen a und b.
Beweis: Die Parameterdarstellung der Geraden durch a und b ist
x=a+ A(b—a) mitdem Parameter )\ € R.
Fir =0 ist x=a undfir A =1 ist x=h. Daher liegt fir A € (0, 1) der Punkt
x=a+Alb-a)=(1-1)-a+A-b auf der Strecke zwischen a und b.
Wennnun o, B >0 undist o + B =1, dann setzen wir
A =P undesergibt sich
a=(1-X).
Wegen o + =1 folgt A=pe (0,1).O

Das entsprechende Resultat Uber den Schwerpunkt eines 2-punktigen Massensystems lautet:

Satz:
Liegt ein Massenpunktsystem mit zwei Punkten

P;=(Xq,¥1) und P,=(Xy,y;) undmit Massenbelegungen m; bzw. m, vor,
so liegt der Schwerpunkt des System auf der Strecke zwischen P; und P.

Beweis: Vektoriell geschrieben ist
_ mg-P+my-P,

S
m; +m,
. m m .
Mit o ;&< 1 undp & 2 giltnun
m, + m, m, + M,

o,p>0und oo +B=1 und

SZOC‘P]_"‘B'Pz.D

Ubungsaufgaben (Siehe Anhang): (46) - (53)

b. Flachenschwerpunkte

In der Schule berechnen wir elementar die Fléchenschwerpunkte von Dreiecken und von
Flachen, welche aus endlich vielen Dreiecken zusammengesetzt sind (Polygonen).

Dazu definiert man zuerst den Fléchenschwerpunkt eines Streifens.

Ein Streifen ist ein schmales Rechteck (wir denken uns spéter die Breite des Rechteckes
differentiell klein). Um einen Anschluf? an physikalische Gedankengénge zu finden, kénnen wir
einen Streifen auch als Stab bezeichnen. Der Schwerpunkt eines Streifensliegt in der Mitte des
Streifens und hat eine Punktmasse, wel che dem Flacheninhalt des Streifens numerisch gleich ist.

A
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Den Flachenschwerpunkt eines Dreieckes bekommen wir folgendermalien:

Zuerst zerlegen wir das Dreieck in Streifen, welche parallel zur Seite a sind.

Die Schwerpunkte der Streifen liegen bel den Mittel punkten der Streifen. Diese Mittel punkte
liegen auf der Schwerlinie s,. Damit liegt auch der Schwerpunkt des Streifensystems auf s,
Analog schlief3en wir, dal3 der Schwerpunkt des Streifensystems parallel zu b auf s, liegt.

Der Schwerpunkt des Streifensystems parallel zu s, ist nun gleich dem Schwerpunkt des
Dreieckes. Genau so ist der Schwerpunkt des Streifensystems parallel zu s, gleich dem
Schwerpunkt des Dreieckes. Damit ist der Schnittpunkt von s, und s, gleich dem Schwerpunkt
des Dreieckes. Dem Schwerpunkt des Dreieckes kommt eine Masse zu, welche numerisch gleich
dem Flacheninhalt des Dreieckesist, weil die Summe der Flacheninhalte eines Streifensystems
parallel zu einer Dreiecksseite gleich der Dreiecksflacheidt.

C

A c B

In der Integralrechnung der Schule behandeln wir die y-Koordinate des Schwerpunktes eines
Flachenstiickes, welches zwischen dem Graphen einer positiven stetigen Funktion und der x-
Achse eingespannt ist. Wir motivieren die Schwerpunktformel wieder mit einer Zerlegung der
Flachein (jetzt differentiell schmaen) Streifen der Lange f(x) und der Breite dx.

} _
f(x) ¢ y ~ 1
/ SN
o ™
f(X)/Z ) "'.gm-— LIC TIPS ,..'...
o o o .
_T a - dx X b

Ein solcher Streifen hat seinen Schwerpunkt bei (x, f(x)/2). Seine Masse ist gleich

dm(x) & f(x) - dx
So bekommen wir die y-Koordinate des Fléchenschwerpunktes als (das Summenzeichen in ()
geht in ein Integral zeichen tber! )
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b b b

S (f(x)/2)-dm(x) S (f(x)/2)-f(x) dx S f2(x) dx
YsFr= b = b =%- ) .
S dm(x) S f(x) dx S f(x) dx

Diese y-Koordinate brauchen wir fir die Guldinsche Regel zum Berechnen des Volumen eines
Rotationskorpers.

c. Kurvenschwerpunkte
Wir denken uns eine ebene Kurve aus Draht geformt, sodal3 ihr eine Masse zukommt. Diese
Masseist proportional der Kurvenlénge, sodal? fir uns also

Kurvenlénge=Masse gilt.
Wir berechnen nun die y-Koordinate des Schwerpunktes des Graphen einer Funktion.
Sel dazu

f:[a b] — R stetig differenzierbar gegeben.
Wir betrachten den Graphen dieser Funktion als Kurve.
Betrachten wir das Kurvenstiick Uber einem differentiell kleinen Argumentenintervall beim
Argument X, so hat dieses (wie wir bei der Berechnung der Bogenlange gesehen haben) die
Lange

ds=1 1+ f'2(x) -dx, welches wir, wie gesagt als den Wert der differentiell kleinen Masse
ansehen wollen.
Die y-Koordinate dieses differentiell kleinen Bogenstiickesist gleich

f(x).
Somit ergibt sich als y-Koordinate des Kurvenschwerpunktes

b
S f(X) -1 +f'2(x) dx

b
S 11 +f'2(x) dx

Ysk =

12. Oberflachen von Rotationskdrpern

a. Die Mantelflache eines geraden Kegelstumpfs

Wir betrachten einen geraden Kegel stumpf mit einem Basiskreis, welcher den Radius R und
einem Deckkreis, welcher den Radius r hat. Die Hohe des Ausgangskegelssei H und die Hohe
des weggeschnittenen Kegelssal h.
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Der Umfang des Basiskreises ist
U=2-R-7m undder Umfang des Deckkreisesist

u=2-r-m.

Der halbe Offnungswinkel des Kegelsist o, wobei laut Skizze
¢ _R-r R_r
an(oc)—H_h—H =h-

Die Mantdllinienlange des Ausgangskegelsist
S=1R2+ H2 und die Mantellinie des weggeschnittenen Kegelsist

s="r2+ h2.
Demnach ist die Mantelfléche des Ausgangskegels gleich
{U -S und die Mantelfléche des weggeschnittenen Kegelsist
1Tus
Die Mantelfléche des Kegelstumpf% ist daher
l.us-Lt.us=% (2R |RZ+H2-2.1- -2+ 2) =

(RH\H2+1 rh\hz )—n RH |1 +tar? (o) -

r-h-=1+tan2(oc))=

=n-{1+ta2(a)-(R-H-r-h).

Nun ist
R:H=r:h,aso
r=R-h/H,

und esist
h=r-h/r=r-H/R.

Somit bekommen wir
R-H-r-h=R-(H-h/H)=(R/H)-(H2-h2)=(R/H)-(H-h)-(H+h)=
=R/H)-(H-h)-(H+r-H/R) =(R/H)-(H-h)-(H/R)- (R+r)=
=MH-h)-(R+r).

Dieswiederum ergibt

F=r-91+tan2(a)-(R-H-r-h)=n-q1+tan2(a)-(H-h)-(R+r).

Der Flacheninhalt einer Rotationsflache
Wir denken uns eine Rotationsfléche aus lauter Kegel ssumpfmantel mit differentiell kleinem
dx =H — h zusammengesetzt.

Ar

r(x+dr) Rotationsachse

>
b

X + dx

Der differentiell kleine Fléacheninhalt eines solchen Kegel stumpfmantelsist dann gleich
dF=rn-q1+ta(a)-(H-h)-(R+r)=[R+r gehtin 2-r(x) Uber]=

=n-71+r'2(x)-2-r(x)-dx.
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Somit ergibt sich a's Flécheninhdt der gesamten Rotationsfléche

b
Frot=2-1" S 'Jl+r'2(x)-r(x) adx.

In der Schule kdnnen wir gleich auf dieses Ergebnis zusteuern indem wir die differentiell kleine
Fléche der Mantelfl&che berechnen:
dF =Umfang - dMantellange,

wobei
Umfang=2-7-r(x)

und
dMantell&nge von der folgenden Skizze mit Hilfe des Satzes von Pythagoras abgelesen
wird:
A dMantellange
r'(x)-dx
dx
x >
r(x) ¢
Also
dManteIIange:*dx)2+ (r')-dx)?="1+r"2(x)-dx.
Beispiele:
(1) Sei a=0und O<b und r(x)=x2,
A
— —
0 b
Dann folgt

r'(x)=2-x und daher
11+r'2(x) =11+4-x2
Der Inhalt der Rotationsflache ist somit
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rot—g 11+4-x2-2-1-xX2dXx.

Wir substituieren: 2x=sinh (t) und somit gehen die Grenzen
x=0 in t=0 sowie x=Db in t=arsinh (2b) ¢ u Uber.
Aus
11+ 4-x2 wird cosh (t) und aus
x2 wird £ -sinh2 (t).
Aus dx wird & -cosh (t) dt

Somit ist
u . U ettt att —@-t\2
Frot=%'SOCOShZ(t)-SInhZ(t)dt:%.SO( 5 - dt=
x (" x ("
= _— - — _ZtZ = — . — —4t e
64 So(ez A=, So(eq 2red
u
t 4t _ T 5. U=
64 go(e4 +e ) dt o ZSOdt 2 Socosh(m)dt =
@ smh(4u)—3—2 u.

(2) Sai a=-Rund b=R und r(x) =1 R2 - x2. Wir berechnen a so die Oberflache der
Kugel mit Radius R.
Esfolgt

rx)= — 2 unddaher

R
T1+r'2(X)= —.
11 R2 — x2

Der Inhalt der Rotationsflache ist somit
rot—g 1+r'2(x)-2-m-r(x)dx= g 2-n-R-

wiewir bereits wissen.

TRE-%

dx=4-1-R?,
A RZ_XZ

13. Die Guldinschen Regeln

a. Guldinsche Regel fir das Volumen eines Rotationskoérpers
Gegeben sai eine nicht negative stetige Funktion
r:[a b] — R.

Wir betrachten die Flache zwischen dem Graphen von r und der x-Achse.
Wir hatten fir die y-Koordinate des Flachenschwerpunktes die Formel

b

S r2(x) dx
1 a
ySF = 7 . bi
S r(x) dx
a

Fur das Volumen des entsprechenden Rotationskorpers mit der x-Achse a's Rotationsachse
hatten wir die Formel

b
Vrotzng r2(x) - dx.
a

Daraus lesen wir ab:
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b
Vigt=2 1Y g r(x) dx.
a

In Worten: Das Volumen des Rotationskérpersist gleich dem Inhalt der Fléche unter dem
Graphen der erzeugenden Funktion multipliziert mit dem Weg des Fléchenschwerpunktes bei
einer Drehung um die Rotationsachse.

b. Guldinsche Regel flir den Inhalt der Flache eines Rotationskorpers
Gegeben sai eine nicht negative stetig differenzierbare Funktion
r:[a b] — R.
Wir betrachten den Graphen dieser Funktion als Kurve.
Wir hatten fir die y-Koordinate des Kurvenschwerpunktes die Formel

b

S r(x)-11+r'2(x)dx
. )
S 11+r'2(x) dx

Fur den Inhalt der entsprechenden Rotationsfléche mit der x-Achse als Rotationsachse hatten wir
die Formel

Ysk =

b
Fo=2-7- S r(x)-q1+r'2(x)dx.
a

Daraus lesen wir ab:
b

Fiot=2 T Yk * Sa' 1+r'2(x) dx.

In Worten: Der Inhalt einer Rotationsflache ist gleich der Bogenlénge des Graphen der
erzeugenden Funktion multipliziert mit dem Weg des Kurvenschwerpunktes des Graphen bel
einer Drehung um die Rotationsachse.

Beispiel:
Das Paradebeispiel fur die Anwendung der Guldinschen Regeln sind die Berechnung des
Volumens und des Oberflécheninhalts eines Torus.
Wir haben dazu allerdings den Féchenschwerpunkt einer Kreisfléche und den
Kurvenschwerpunkt einer Kreidinie zu betrachten, was aus unserem einfachen Schema mit der
erzeugenden Funktion

r:[a b] — R heraus fihrt.
In den Anwendungsféchern der Mathematik wird aber 6fters ein mathematischer Satz nur unter
vereinfachenden V oraussetzungen bewiesen.
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C NN
NIZARNDY

Der Fléchenschwerpunkt des erzeugenden Kreises liegt aus Symmetriegrinden im Mittel punkt
desKreises. Ebenso ist dies beim Kurvenschwerpunkt der Fall. Nun bekommen wir sehr einfach
nach Guldin:
Rotationsflacheninhaltys=2-7-R-2-n-r=4n2-r-R und
Volumenrgs=2-R-n-r2-n=2-R-r2-n2,

Die Guldinschen Regeln kdnnen auch umgekehrt benutz werden, um die
Schwerpunktskoordinaten zu berechnen.

Beispiel:
Von der Kugel kennen wir bereits das Volumen und den Inhalt der Oberfléche.
Daraus berechnen wir nun den Flachenschwerpunkt und den Kurvenschwerpunkt jenes
Halbkreises, der durch Rotation die Kugel erzeugt.
Aus

Vol g =4-R3- £ und

Fliabees=R2- F folgt mit der ersten Guldinschen Regel

4.R3. % =R2. % 2.1t Y, aso

Y=, ‘R
und aus

Flgyge =4-R?-m und

Langeyapkreis= R+ folgt mit der zweiten Guldinschen Regel

4-R2.1=R-1-2-1-Yg, ads0

2
Ysk =7 "R

Kurvenschwerpunkt
Flichenschwerpunkt

T >
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14. Schmiegekreise

Ist y:1 —> R2 eine ebene C@-Kurve, so kann man durch elementargeometrische Betrachtun-
gen schnell zu den Begriffen Krimmungsmittel punkt, Krimmungsradius und Krimmung kom-
men. Dieser Zugang eignet sich besonders fir die Schule.
Wir wéahlen dazu ein Argument tye | beliebigaus. Ist h==0 und ty + h e I, so betrachten wir
denKreis Ky, p, der folgendermalien definiert ist:
(1) Man suche die Normalen zu den Kurventangenten bei den Argumenten t, bzw. ty + h.

Diese gehen durch die Kurvenpunkte y(ty) bzw. y(ty+ h).
(2) Man bestimme den Schnittpunkt M(tg, h) dieser beiden Normalen.
(3) DerKreis Ky, , hat nun den Mittel punkt

M (g, h) und geht durch den Kurvenpunkt w(tp).

Definition [ Speziafal von LK 6.1.(88)]:
Der Krimmungskreismittelpunkt M (ty) an die Kurve y beim Argument t, ist als die Grenz-
lage des Punktes M (ty, h) fur h gegen O definiert.

P (tp)

llJ(to"'h) l'pl(t0+h)

W(ty)

M (1o, h)

Die elementare Behandlung der Krimmung bei der Ellipse
Wir betrachten die Ellipse, welche der Gleichung

Ist (Xq, Yo) €in Ellipsenpunkt, so liefert die sogenannte "Spaltform"
XX, ¥¥o

2 + 2 = 1 dieGleichung der Tangente T in diesem Punkt.

/
S, (Xo, Yo)

Fir yo=0 konnenwir diese Gleichungin (y=k-x + dFormel)
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)/—E (1— XX ) __PXo B2 tormen
Yo a2 @Yo Yo '
Die Steigung der Tangenteist also
_Px
a@-yg
Die Steigung der Normalen ist demnach (negativer Kehrwert)
@Yo
b2. Xo )
Somit hat die Normale N, wenn zusétzlich xy=+ 0 ist, die Form (Punkt-Richtungsformel)
Yo' @@

Yy=Yo+ Xo- b2 (X =Xp).

Diese Normale N schneidet die Normale im rechten Hauptscheitel, also die x-Achsein einem
Punkt (&, 0), welcher der Bedingung

_ Yo & .
0=yg+ Yo 2 - (& —Xp) genugt.
Darausfolgt
_ ] Xo'b2 _ Xo'b2
E=-Yo Vo 2 +Xg= T2 + Xo

Um den Krimmungsmittel punkt im rechten Hauptscheitel zu berechnen, lassen wir x, gegen a
und damit y, gegen O gehen. Der Wert von & strebt dann gegen — %2 +a
Der Kriimmungsmittel punkt im rechten Hauptscheitel hat also die Koordinaten
Mys= ( —%2 +a, 0) und der Krimmungsradiusist gleich
Esfallt auf, dal? diese Berechnung ohne die Verwendung der Differentialrechnung mdéglich ist.

Analog behandelt man die Situation an den anderen Scheiteln und bekommt fir den Krimmungs-

radius an den Nebenscheiteln der Wert

&
rNS_B'

Eine ebenfalls elementare und kurze Rechnung fihrt so zum Krimmungsradius:
Wir berechnen die Schnittpunkte der Ellipse, welche durch die Gleichung
o x=@?y2
Gleichung
(1) (X—-p)2+y2=p2 (0<p) gegeben ist.
Sowohl die Ellipse a's auch der Kreis gehen durch den Punkt P= (0, 0). Der Mittel punkt beider
Kurven liegt auf der x-Achse.
Die Kreisgleichung liefert
y2=p2— (x - p)2. IndieEllipsengleichung eingesetzt ergibt dies
(x-a)2 p?2-(x-p)?
2 + b2 =1,dso
b2.-x2-2-b2-a-x+a&-b2+a-p2—-a2-x2+2-2-p-X — &-p2=2a2-b2und somit
(b2-a)-x2-2-(b2-a—a2-p)-x=0.Fir x bekommen wir somit die Lésungen

1 (O0<b<a) beschrieben wird, mit dem Kreis, der durch die

X;=0 und
2-(8-p—h2-a)
(%) XZZW.

DieLdsung x; =0 gehtrt zum gemeinsamen Scheitel P von Ellipse und Kreis.
Zur Lésung X, ergeben sich zwei Schnittpunkte, P' und P" von Kreis und Ellipse.
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Der Kreisdurch die drei Punkte
P, P', P"
hat den Radius[aus () berechnet]
X (BP-3) .
=2 Y und den Mittelpunkt (p, 0).
Er strebt fir x,— 0 gegen den Kreis mit Radius

r:%z und Mittelpunkt M = (r, 0),

welchen man in der Schule ad hoc a's den Scheitelkrimmungskreisbel P= (0, 0) definieren
kann.

Diese Methode ist um so mehr gerechtfertigt, da man ganz allgemein der Krimmungskreis einer
Kurve in eéinem Kurvenpunkt P als die Grenzlage eines Kreises durch Kurvenpunkte P', P"
und dem Kurvenpunkt P definieren kann, welche sich ergibt, wenn die Punkte P' und P"
entlang der Kurve gegen den Punkt P streben.

Literatur dazu:

Mangoldt-Knopp: Band I1.Nr.169

Will man die Ellipse durch ihre "Scheitelkr immungskreise" approximieren, so ist es
alerdings besser, den Radius am spitzen Scheitel etwas zu vergréf3ern und den Radius am
flachen Scheitel etwas zu verkleinern.
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Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke Sy, L, S und L, S, M,, folgt
a:b=b:r  (r=Krimmungsradiusbei S ),
dso

86. Die einfachen Differentialgleichungen

In manchen Schultypen werden Differentialgleichungen im Mathematikunterricht behandelt.
Alsdafiir vorrangig empfehlenswert kdnnen wir auflisten:

y'=v(t)

y" () =a(t)

y' () =v(y(t))

y" () =a(y))

y' () =a"(y' (1)

y' () =j(t, yt)
y'()+ayt)=0
y"(t)+ay'(t)+b-y(t)=0

OGN kbR

Wir geben fir diese Differentia gleichungstypen die Ldsungswege an. Im Allgemeinen hat jede
soche Differentialgleichung unendlich viele Losungen. Die Ldsungen werden aber eindeutig,
wenn gewisse Zusatzbedingungen, welche man in diesem Zusammenhang
"Anfangsbedingungen" nennt, erflllt werden sollen.

Diese fir die Schule relevanten Differentialgleichungen sindin LK Cap.6 ausfihrlich
besprochen.
Besonderswichtigsind Typ 1, Typ 2, Typ 7 und Typ 8.

Physikalische Interpretation
In der elementaren Schul-Physik kommen diese Differentialgleichungen als
"Bewegungsaufgaben" vor.
Dabe wird

y:[ab] — R:t——y(t) asdieBewegung einesPunktes auf der Geraden
interpretiert, wobel

[a b] enZditintervall istund y(t) die eindimensionale Koordinate des Ortesist, an dem
sich der Punkt zum Zeitpunkt t befindet.
Die Ableitung

y':[a b] —> R wird per definitionem a's die Geschwindigkeit bezeichnet.
Deren Ableitung

y" :[a b] — R wird als die Beschleunigung bezeichnet. Wo sie negative Werte
annimmt wird sie auch als Ver zdger ung bezeichnet.
Die Bewegungsaufgaben geben meistens Beziehungen fir die Geschwindigkeit und oder die
Beschleunigung vor, aus denen dann letztlich die Funktion

y:[a b] — R (asWeg bezeichnet) berechnet werden soll.

Es gibt zwei besonders einfache und oft vorkommende Bewegungsarten.

1. Die Bewegung mit gleichférmiger Geschwindigkeit.
Die dazugehdrige Differentia gleichung lautet
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y'(t) =vy=const.
Daher gilt
(*) y(t)=vy-t+c, wobei dieIntegrationskonstante ¢ aus einer Anfangsbedingung, z.B.
y(ty) =Y mit vorgegebenen ty, yoe R zu errechnenist.
Man setzt dlsoin (+) enund bekommt
y(tg) =V -ty + ¢, a0 yg=Vp-ty + C, woraus
C=Yo— Vo't folgt.

2. Die Bewegung mit gleichférmiger Beschleunigung.
Die dazugehdrige Differentialgleichung lautet
y" (1) =gy=cons..
Daher gilt
(*) y'(t)=ay-t+d, wobei dieIntegrationskonstante d aus einer Anfangsbedingung, z.B.
y'(ty) =Vo mit vorgegebenen ty, voe R zu errechnen ist.
Man setzt alsoin (+) einund bekommt
y'(tg) =89ty +d, dso vg=gy-ty + d, woraus
d=vy— gyt folgt.
Nun berechnet man aus () weiter

2
() yt)=ay- tE +d-t + ¢, wobei auch die Integrationskonstante aus einer Anfangsbedingung,

z.B.
y(ty) =Y mit vorgegebenen ty, yoe R zu errechnenist.
Man setzt alsoin (%) einund bekommt
2

2
y(to):ao-% +d-ty+c,aso yozao-% +d-ty+ ¢, woraus

t2
C=Yo~% 5 * d-t, folgt.

Im allgemeinen Fall haben wir es mit einer Aufgabe zu tun, welche die Losung einer oder
mehrerer Differential gleichungen verlangt.

1. Die Differentialgleichung y'=v(t).
Bei dieser Differentiagleichung ist die Ableitung
v:[a b] — R einer gesuchten Funktion
y:[a b] — R gegeben.
Diesigt die am einfachsten zu |6sende Differentialgleichung, die es gibt.
Die Losung lautet offensichtlich
y(t) =beliebige Stammfunktion von v(t) =V (1) + C,
wobei
V (t) eine Stammfunktion von v(t) ist, und durch die freie Wahl von C alle
Stammfunktionen von v(t) erzeugt werden kénnen.
Somit hat die Aufgabe unendlich viele L ésungen.
Verlangt man aber noch zusétzlich fur die Losung die Erflllung der Bedingung
( &f. "Anfangsbedingung")
y(ty) =c fir ein frei gewahltes ty e [a b] und ein ebenfallsfrei gewéhltes ce R,

so wir die Losung der Aufgabe eindeutig, und zwar bekommt man die Integraldarstellung
t

y(t) = g v(t)dt +cC
to

Dal3 dies die gesuchte Ldsung ist, erkennt man so:
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o
y(ty) = S v(t)dt +c=0+c=c und
fo

y'(t) =[Ableitung des Integrals nach der oberen Grenze! | =v(t).

Beispiel: Uber dem Zeitintervall [8", 13"] (alsoin Stunden) sei die Geschwindigkeit eines
Autos durch die Funktion

v:[8,13] — R :t—— 100 - t (inkm/h) gegeben (Das Auto werde also mit der Zeit
langsamer.).
Das Auto starte zum Zeitpunkt t,=8" beim Kilometerstein mit der Aufschrift 2km (=c) und
fahrein Richtung der aufsteigenden Kilometermarken.
Wo befindet sich dann das Auto zu einem beliebigen Zeitpunkt t e [8, 13] ?
Wo befindet sich das Auto zum Zeitpunkt t; =100 ?
L 6sung: Mo6ge die Funktion

y:[8,13] —> R :t——y(t) den Ort ( =Aufschrift der Kilometermarke) beschreiben,
an dem sich das Auto zum Zeitpunkt t befindet.
Dannist die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t laut VVoraussetzung gleich

y'(t) =v(t) =100 - t. Weitersist y(ty) =c=2.

Dasist nun unser Problem als Differentialgleichung mit Anfangsbedingung hingeschrieben.
Esfolgt nun

t
y(t)zg v(t) dt + ¢ [Wie bereitsgesagt als Probe: y'(t) =v(t) und y(ty) =c].

to
Also
t 1 2 t
y(t)=g V(I)dr+c=g (100—I)dr+2=[1OO-I—T] +2=
to 8 2 |8
t2 2 t2 . .
=100-t - ) —100-8+5 +2= —766+100-t—§ = Aufschrift auf der Kilometermarke,

bei der sich das Auto zum Zeitpunkt t € [8h, 13"] befindet.
[Probe: y(8)= — 766+ 100-8 — % =2 und y'(t)=100 - t.]

Weiters bekommen wir

y(t;) =y(10) = — 766 + 100-10 — %2 _

=184 (= Aufschrift auf dem km-Stein, bei dem sich das Auto um 100 befindet).

o @ -

2km 182km We g

>

2. Die Differentialgleichung y" =a(t).
Bel dieser Differentialgleichung ist die zweite Ableitung
a:[a b] — R einer gesuchten Funktion
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y:[a b] —> R gegeben.
Eindeutig wird die L6sung durch die Anfangsbedingungen y(ty) =c und y'(ty) =d.
Man bekommt die L sung folgendermalien:
1.Schritt: Wir bezeichnen die Ableitung y' mit dem Buchstaben v, soda3also v' =y".
Dann haben wir offensichtlich

v'=a(t) mit v(ty) =d, also eine Differentialgleichung mit Anfangsbedingung vom Typ
von soeben.

So bekommen wir (nach der Methode von vorhin)
1

v(t) = S a(t) dr +d.
to

2.Schritt: Es gilt nun
y'=v(t) mit y(ty) =c, also wiederum eine Differentialgleichung mit Anfangsbedingung
vom Typ von soeben. So bekommen wir (wiederum nach der Methode von vorhin)
t

y(t) = g v(t)dt +cC
to

Probe: Esfolgt y(ty) =c sowie

y'(t) =[Ableitung nach der oberen Grenze] =v(t) mit y'(ty) =Vv(ty) =d.
Und weitersist

y"(t) =v'(t) =[Ableitung nach der oberen Grenze] =a(t).

Beispiel: Uber dem Zeitintervall [20, 25] in Sekunden bremst ein Auto mit konstanter
Beschleunigung ( =in unserem Fall eine Verzogerung) — 5m/sec2. Es hat zum Zeitpunkt
to=20 eine Geschwindigkeit von
Vo= d =150 km/h und befindet sich dabei am Ort y,=c= 0. Wo befindet sich das Auto
zum Zeitpunkt t; =25 und wie schnell ist esdann?
Lésung: Wir rechnen alles in Sekunden und Metern. Daher ist
~150-1000 m
V0= 71,3600 sec
Die Geschwindigkeit moge, wie gesagt, durch die Funktion
v:[20,25] — R :t—— v(t) beschrieben sein.
Die Beschleunigung ( = Verzdgerung) ist durch die konstante Funktion
a:[20,25] — R :t+—— —5 beschrieben.
Esqilt
v'(t)=a(t) und v(ty) =41,666=V,.
Daher folgt

=41,666 m/sec zu nehmen.

t t t
v(t):g a(n:)dr+v0:820—5d1+41,666:—5«1 20+41,666=41,666—5~t+100=
to

=141,666 — 5-t. [Probe: v'(t) = -5, v(20) =141,666 — 100=41,666.]
Esqilt

v(t;) =Vv(25) = 141,666 — 125= 16,666 m/sec.
Der Ort mdge durch die Funktion

y:[20,25] — R : t—— y(t) beschrieben werden.

Dann gilt
t t 2 t
y(t)=g v(r)dr+yO=S (141,666—5-t)dr+y0=(141,666-r—5-T—) +0=
to 20 2 /120
t2 202 t2
=141,666-t - 5- 5 141,666-20 - 5- > = —1833,333 + 141,666t - 5- 5"
[Probe: y'(t) =141,666 — 5-t und y(ty) =y(20) =0.]

Daher ist
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y(ty) =y(25) = —1833,333 + 141,666- 25 - 5- 22752 =145,82 m.

3. Die Differentialgleichung y' () =v(y®)).
Gesucht ist hier eine Funktion y, von der eine Beziehung mit ihrer Ableitung gegeben ist.
Weiters ist meistens eine Anfangsbedingung  y(tp) =Yyg<€ R gegeben, welche wiederum die
Eindeutigkeit der Losung zur Folge hat.
Die Losung dieser Differentialgleichung erfolgt so:
Wir formen zuerst umin
y'(t)
v(y())

Nun suchen wir eine Stammfunktion

von *
d v

Gelingt uns dies, so folgt also

(6 © Y)'(t) = [Kettenregel] :6'(y(t)) yl(t) — y (t)

v(y(t))

Somit haben wir die Differentiagleichung
(3°y)'(t)=1 zuldsen, was einen besonders einfachen Fall vom Typ 1 darstellt.
Esistaso

§oy(t) =t+c bzw. (wir missen dazu eine Umkehrfunktion 31 von & finden!)

y(t)= _51 (t+o).
Aus der Anfangsbedingung folgt
y(to)= 3" (o +C), dso

c=3(y(to)) - to-
Dieser Typ von Differentialgleichungen ist zwar fur die Physik theoretisch immens wichtig (man
spricht hier von einem sogenannten 1-dimensionalen autonomen dynamischen System), es gibt
aber nur wenige Beispiele, fir welche diese Aufgabe geschlossen |6sbar ist. Man mul3 ja

1. eine Stammfunktion 3 von % angeben konnen und

2. die Umkehrfunktion von 3 hinschreiben konnen.

Daher wird diese Differentialgleichung fr die Schule weniger Bedeutung haben.

In der Praxis kann man natlrlich numerische M ethoden verwenden, um die geforderten Schritte
zu bewdltigen.

Beispiel 1: Bei einem unbeschrankten Bahnilbergang befindet sich eine Anzahl von
Geschwindigkeitsbeschrankungsschildern, aus denen hervorgeht, dai3 die Verkehrsbehdrde eine
Geschwindigkeit von

50 km/h 100 m vor dem Bahniibergang

25km/h 50 m vor dem Bahniibergang

5km/h 10 m vor dem Bahniibergang wiinscht.

Ein Autofahrer befindet sich zum Zeitpunkt 0" genau 100 m vor dem Bahniibergang.
Als blitzschneller Rechner kommt er der Weisung so nach, dal3er ab O be

X Meter (mit x € [0, 100]) vor dem Bahniibergang genau die Geschwindigkeit von

g km/h fahrt.

Wann hat das Auto den Bahnilbergang erreicht?
L 6sung: Wir rechnen alesin Metern und Sekunden. Zum Zeitpunkt ty=0 hat also das Auto
die Geschwindigkeit von 50 km/h= 13,888 m/sec. Diesist etwaam Ort y,=0 der Fall.
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Am Ort y hat das Auto die Geschwindigkeit

v(y)=13888- 101006 Y —0,13888- (100 - y), [Probe: 1(0) = 13,888 und (100) =0]
aso

y' (1) =v(y(t)) =13888- %#m =0,13888- (100 - y(1)).
Somit ist

7,200. L

100-y(t)

Wir schreiben nun sowohl die linke Seite als auch die rechte Seite dieser Gleichung in Form einer
Ableitung.

(+) (-7.200-In(100-y(v))' =t".

Dadso —7,200-In (100 - y(t)) und t diegleiche Ableitung haben, unterscheiden sich die
beiden Funktionen nur um eine additive Konstante. Es gilt also

~7,200-In (100 - y(t)) =t +c
Wir bestimmen nun ¢ durch Spezidisierenvon t auf t,.

—7,200-1n (100 - y(ty) ) =t + ¢, dso —7,200-In (100) =c, dso

c= —7,200-5,011= —-36,0792.
Darausfolgt

y(t)= - (exp (7t _37?’2%292 ) - 100).
Den Zeitpunkt, wann das Auto den Bahniibergang erreicht, errechnen wir besser aus ().
Daraus sehen wir namlich unmittelbar, dal3 fir y—100 - 0 folgt, dald t— .
Dies bedeutet, dal? das Auto den Bahniibergang nie erreicht.
Well »(yg) =0 istwird der Ort y,= 100 (also der Bahnlibergang) assingulére Stelle der
Differentialgleichung bezeichnet.
Der Autofahrer sollte also die Vorschrift besser als

v(y)=5km/h fir 95<y <100 interpretieren.
Das néchste Beispiel zeigt, wie sogar ein Stoppschild beim Bahniibergang eine endlich lange
Annaherung an den Bahniibergang erlauben kann.

A YY)
13,888 Beispiel 1
10
Beispiel 2
> O o
0 100 y

Beispiel 2: Wir wéhlennun v:[0, 100 — R :y+——100-y
v(y)="100 -y undty=0 und y(ty) =Yyy,=0. Dann rechnen wir wieder
y' () =v(y(t)) =100 - y(t) , dso

y'(t)

100 - y(t)

=1. Darausfolgt
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AL

2-7100 - y(t)
—-2-7100-y(t)=t+c

Wir bestimmen nun ¢ durch die Spezidisierung t=t,. Esgilt also
-2-7100 - y(ty) =ty+c,adso —2-10=c.

=1 und somit (Stammfunktionshildung auf beiden Seiten)

Soist aso
(¥) t=20-2-7100-y(t) undwir bekommen
—t\2
y(t):100—(202t) .

Setzenwirin (+) denWert y(t;) =100 (Ort des Bahniiberganges) ein, so bekommen wir
t; = 20 sec, aso eine endliche Zeit, in welcher der Bahnibergang erreicht wird.

Bemerkenswert ist, dald in diesem Beispiel die Funktion w(y) im singuléren Punkt y =100

nicht differenzierbar ist. Sieist auch nicht Lipschitz-stetig. Genaueressiehe LK 6.2(22) ff.

4. Die Differentialgleichung y' () =a(y(t))
Gesucht ist hier eine Funktion y, von der eine Beziehung mit ihrer zweiten Ableitung gegeben
ist. Weiters sind Anfangsbedingungen y(ty) =yg€ R und y'(ty) =vge R gegeben, welche
die Eindeutigkeit der Losung zur Folge haben.
Die Ldsung dieser Differentialgleichung erfolgt mit einem Trick:
Wir multiplizieren die Differentialgleichung
y" () =a(y(t)) mit y'(t), sodaBwir zu
() Y (®-y" O =a(y®)-y'(t) kommen.
Nun ist aber
@ y'O-y"®O=(+y'®2) undis
A eine Stammfunktion von a, soist
(%) a(y®)-y' ()= Aoy)' (1), dsokénnenwir (+) mit (¥) und (&) umformenin
($y'®2)' =@y .
Wir wollen annehmen, dal3 wir eine solche Stammfunktion gefunden haben und argumentieren
also weiter:
Wenn die Ableitungen zweier Funktionen gleich sind, so unterscheiden sie sich hdchstens um
eine additive Konstante. Es muf3 also
L.y (1)2=oy(t) +c mit ce R gelten.
Fir t=ty haben wir die Anfangsbedingungen
y'(tg) =Vg und y(ty) =Yg zu befriedigen. EsmuR also
1y (t)2=Woy(ty) +C, a0
1.v2=A(yy) + C gelten.
Daraus berechnen wir
c= 13 -vg2 — A(yp).
Esgilt aso
Ly (1)2=Woy(t) + T Vo2 — A(y), woraus die Differentialgleichung

y' () ZV 2 (Ao y(t) + L -v2 - M(yy)) mit der Anfangsbedingung y(ty) =y, folgt.

Diese Differentialgleichung ist nun vom Typus 3 mit
v(y) & \j 2 (A(y) + +-vg2 - A(yg)) und wird dementsprechend weiter behandelt.

5. Die Differentialgleichung y' ) =a*(y' ().
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Wir nehmen wieder an, dal3 Anfangsbedingungen y(ty) =ypo€ R und y'(ty) =vge R
gegeben sind. Wir substituieren nun

v(t) & y'(t) und somitist

Vi) =y"(1).
Die Differentia gleichung bekommt nun die Form

v'(t)=a*(v(t)) mit der Anfangsbedingung V(ty) =Yy'(ty) =V,
Esliegt hier daher wieder der Typus 3 vor. Nach dessen L 6sungsschema bekommen wir v
und haben schliefdlich die Differentialgleichung

y'(t) =v(t) mitder Anfangsbedingung y'(ty) =Yy zuldsen. Diesist der Typus 1 und

wir haben also demnach
t

y(t) = S v(S) ds+ Y.
to

6. Die Differentialgleichung y'(t) =f(t, y(t)).
Diese Differentialgleichung ist eine Verallgemeinerung des Typus 3. Die Ableitung y'(t) der
gesuchten Funktion hangt hier i.a. nicht nur vom Funktionswert y(t) ab, sondern auch vom
Argument t. Weitersist wiederum ein Anfangsbedingung y(ty) =Yy, € R gegeben. Eine
einfache Methode, eine solche Differentialgleichung zu Idsen gibt es, wenn die Funktion § von
der Gestalt

i(t, x)=g(t)-h(x) ist.
Wir sagen dann, dal3 der Fall vorliegt, bei dem "sich die Variablen trennen lassen”. Wir formen
namlich

y' () =F(t, y(t)) =g(t)-h(y(t)) umin

y'(t)

h(y(t))
auftritt. Jetzt gehen wir in leichter Verallgemeinerung zum Lésungsschema fir Typ 3 welter
vor.
Wir suchen Stammfunktionen

=g(t), sodal3 auf der linken Seitenur y und y' und auf der rechten Seite nur t

u von % und G von g, sodald wegen
. y' ()

(Uey)'(t) h(y(t))
die Differentialgleichung in der Gestalt

(uoy)'(t)=G'(t) hingeschrieben werden kann.
Esfolgt somit

(Uey)(t)=G(t) +c
mit einer noch aus der Anfangsbedingung herzuleitenden Konstanten c.
Wir rechnen also

y(H= U (G(1)) + c und speziell

Yo=Y(lo)= u (G(ty)) + ¢, woraus

c=Yo— U (G(ty)) und schlieRlich

yO= U (G1) +yo— U (Glt)) folgt.

und G'(t) =g(t)

7. Die Differentialgleichung y'(t) +a-y(t)=0.

Diese Differentialgleichung ist natirlich ein Spezialfall des Typus 3. Sie heifdt die
Differentialgleichung des exponentiellen Wachstums. Wahrend die vorherigen Typen
nicht in jedem Schultyp behandelt werden, ist das Wissen um diese Differentialgleichung
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Bestandteil des Standardbildungsgutes eines Maturanten. Wir behandeln sie daher etwas
ausfhrlicher. Flr eine umfassende Diskussion verweisen wir auf LK 6.2.(53)ff.

Differentielle Interpretation der Differentialgleichung des exponentiellen
Wachstums
Gilt fir eéine Funktion y: R —> R :t — y(t), dai

y'(t) +a-y(t)=0 firdle te R,
so folgt fir jedes Argument t;€ R die Beziehung

y'(tg) = —a-y(ty).
Somit folgt fir ein gentigend kleines h > 0, dai3

y(top+h) = y(ty) +y'(ty) -h=y(ty) —a-y(ty) -h.
Also gilt mit At . b

AY(ty) 2 y(ty+h) —y(ty) =~ —a-y(ty) -h=—a-y(ty) - At.
Dies besagt, dald der Zuwachs
Ay(ty) der Funktion y von der Stelle t biszur Stelle ty + At
proportional dem Wert y(ty) der Funktion y und proportional der Zeitdifferenz At mit dem
(vom Zeitpunkt t, unabhéngigen) Proportionalitétsfaktor — a ist. Dieser Faktor — a kann
natlrlich positiv (dann liegt ein echter Zuwachs vor) oder negativ (dann liegt ein negativer
Zuwachs=eine Abnahme vor) sein.

Geometrische Interpretation der Differentialgleichung des exponentiellen
Wachstums
Betrachtet man den Graphen einer differenzierbaren Funktion

y:R — R, so kann man zu jedem Argument te R, bel dem y'(t) =0 i, den
sogenannten Tangentenabschnitt bilden.
Er ist die Differenz t — x,, wobei x; der Schnittpunkt der Tangente an den Graphenvon y im
Punkt (t, y(t)) mitder t-Achseist [vergl. Abbildung unten].
Dadie Tangente an den Graphenvon y im Punkt (t, y(t)) die Steigung y'(t) hat, folgt, dai
der Tangentenabschnitt gleich
y® .
y'( <
Erfllt nun eine Funktion y: R — R die Differentiagleichung

y'(t)+ayt)=0 firalete R (a+0)
und setzt man voraus, dal3 y'(t) =0 fir alete R ist, sofolgt, dafl? der Tangentenabschnitt
dieser Funktion in jedem Argument t€ R gleich

t—x=

yt) -1 . .
t—x= =——, also unabhangig vom Argument t ist.
t y'(0) a gig g
A
y(®)
>
Xt, t1 Xt, o Xt i3 t
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Ist umgekehrt der Tangentenabschnitt t — x, fir eine differenzierbare Funktion y: R — R
unabhéngig vom Argument te R gleich einer Zahl — a=0, sofolgt sofort, dal3 y der
Differentialgleichung y'(t) + a-y(t) =0 genlgt.

Die Losung der Differentialgleichung des exponentiellen Wachstums
Wir suchen eine Funktion

Yy:R — R:t—y(t),
wobei etwa y(ty) =y R firein tye R als Anfangsbedingung vorgegeben ist.
Nach unserem Schema zur Ldsung von

y'(t)=1 (y(t)) rechnenwir schnell (unter Vorussetzung a=0)

y'()=-ay(),ds

1y®

?L y(t)

() =2-In (y())=t+c dso

=1, aso

In(y(t))=-a- (t+c), dso
(1) y=e atro,
Die Spezialisierung fir t=t, ergibt aus (*)

—i«ln(yo):t0+c,a|so

c:—i-ln(yo)—to und somitin (%) eingesetzt

y(t)=e-at+c)=g-a(t-to).dn(yo) =yy-e-a(t-to),
Vide Schiller fihlen sich von so einem Losungsweg vidleicht Uberfahren, denn sielernen ihn
nur an diesem Beispiel kennen. Daher schlagen wir eine elementarere V organgsweise vor:

Fall 1. Ist a=0,sofolgt y'(t)=0 fur ale te R. Darausfolgt flr
y:R — R, daB y(t) =y(ty) =Y, (konstant).
Diese Funktion ist offensichtlich eine Lésung der Differentialgleichung, welche die
Anfangsbedingung erfullt.
Damitist in diesem Fall die Existenz und die Eindeutigkeit der L 6sung gegeben.

Fall 2: Ist a beliebigund y,=+ 0, soist offensichtlich
y(t) & y,-e-at-10) firale te R eineLosung unseres Problems, denn es gilt
y' (1) =Yo- e-alt-t0). (—g) = —a-y(t) und y(to) =Y e-altp-tp) =Yo
Wir bemerken, dal3 y(t) =0 firale te R ist.
Nun Uberlegen wir uns auch fir diesen Fall die Eindeutigkeit der Ldsung:
Istetwa | € R einlnterval mit tye | und
z:1 —> R ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung mit z(ty) =Y,,
so folgt fur die Funktion
z(t)
ON
dal3ihre Ableitung gleich
2'(t) -y —z()-y'(t)  —a2zt)-y® -z (-a-y)
y2(t) y2(t)
Nunfolgt also, dal3 u(t) =c (konstant), also
z(t)=c-y(t) furadle tel mitenem passenden ce R.
Setzt man in diese Gleichung t, fir t ein, so folgt
Yo=C-Yp aso c=1.
Somit ist

u:l —R:t——

u'(t)= =0 furdle tel ist.
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Y=z das heildt die Lésung ist eindeutig.
Die besondere Form der Ldsung erklért auch, warum der Anstieg (bzw. Abstieg) der Losung als
exponentielles Wachstum bezeichnet wird.

Fall 3: y,=0.
Hat man fur ein t;€ R den Funktionswert y(ty) =yo=0 vorgegeben, so ist offensichtlich die
konstante Funktion
y(t)=0 firale te R dieLdsung des Problems.
Sie heildt die triviale L6sung der homogenen Differentialgleichung fir das
exponentielle Wachstum.
Eineweitere Losung z, die zum Zeitpunkt t, die Eigenschaft
z(ty) =0 hat, aber die fur einen Zeitpunkt t; +t, einen Wert y, =0 annimmt,
kann es nicht geben, daja diese Lésung dann die Form
z(t)=y;- e-at-ty)
haben mifite und daher an der Stelle ty nicht den Wert 0 annehmen wirde.
Wir sehen also zusammenfassend, daf3 jede Lésung von y' (t) + a-y(t) =0 dieForm
y(t) & y,-e-at-10) firale te R hat.

Wir betrachten nun Anwendungsbeispiele der Differential gleichung des exponentiellen
Wachstums, welche unbedingt in den Schulunterricht gehéren.

Die Differentialgleichung des radioaktiven Zerfalls
Wir nehmen an, dal? zu einem Zeitpunkt t,€ R eineMenge y, (z.B.in Gramm) einer
radioaktiven Substanz gegeben ist. Die Funktion
yilYg o) — R:it——y(t)
beschreibe fir jedes t > t, die Menge y(t), welche zum Zeitpunkt t > t, vorliegt.
Vergeht ab einem Zeitpunkt t >t ein sehr kleiner Zeitraum h, so zerfdlt in diesem Zeitraum
eine Menge Ay der Substanz, welche proportional der zum Zeitpunkt t vorhandenen Menge
y(t) und dem verstrichenen kleinen Zeitraum h ist.
Esqilt dso
Ay=y(t+h) —y() =~ a-y(t)-h mit einem Proportionalitétsfaktor o € (— o0, 0),
weil wir Ay as negative Zahl erhalten wollen.
Darausfolgt

y'(0) ~ % ~ a-y(),

Daraus postuliert man die Differentialgleichung
y'(t)+ayt)=0 mit a=-o

fur die Funktion .

Es gilt somit
y(t) =yy-e-at-10) firdle t>t,.

Will man die Konstante a experimentell bestimmen, so kann man z.B. zu einem Zeitpunkt
t; >ty dieMenge
y1 2 y(t;) bestimmen und berechnet dann aus
Y1=Yo-€" a(ty-tog)

durch Logarithmieren, dal3 —a- (t; —ty) =In(y;) — In(yy), dso
a= - NN gy

h-To

Die Halbwertszeit
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Yo Yo

2 2

Darausfolgt 1=2-e-at1-10), also (durch Logarithmieren)
0=In(2) —a- (t; — tp).

Wir bekommen so die Halbwertszeit

In(2)
T8y —ty= a

Esist y; =7 genaudann, wenn -° =y,-e-alti-t0),

DiezZahl a wird Zerfallskonstante genannt.

Spezielle Halbwertszeiten:
Uran 4,5-10° Jahre

Radium 1580 Jahre
Mesothorium 6,7 Jahre
Thorium C' 3-10-7 sec

8. Die Differentialgleichung y'"(t) +a-y'(t) +b-y()=0.
Diese Differentialgleichung heifdt auch die Schwingungsgleichung.

Physikalische Interpretation der Schwingungsgleichung

Auf den Massenpunkt mit der Masse m=1 wirken folgende Kréfte:

(1) Reibungskraft: R=-ay'(t) (a=0) proportional der
Geschwindigkeit

(2) Riuckholkraft der Feder: H=-b-y(t) (b>0) proportional der Auslenkung
aus der Ruhelage.

Es gilt nach Newton

m-y"(t)=y"(t)=R+H.
Daher ist fir die Funktion y: R — R : t—— y(t), welche die Bewegung des Massenpunktes
beschreibt, die Differentialgleichung 6.2.(56¢) erfuillt.
Wir werden sehen [vergl. LK 6.2.(77)], da3 sich fir

a\2

( 2 ) -b<0
eine Bewegung y(t) ergibt, aus der sich der Name Schwingungsgleichung fir diese
Differentialgleichung herleitet.

Man macht den Ansatz
y(t) =€ mit einem noch zu bestimmenden 1 € C.

In die Differentialgleichung
y"(t) +ay'(t) +b-y(t) =0 engeseizt ergibt dies wegen
y'(t)=A-y(t) und y"(t)=22-y(t) dieBeziehung
A2-y(t) +a-A-y(t) +b-y(t)=0,ds0
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(A\2+a-x+b)-y(t)=0.
Dafirale A € C dieFunktionen

y(t)=eM=0 firdle te R, muBaso

A2+ -a+b=0 gelten, wasunsdie Mdglichkeit gibt, das A zu bestimmen.
Diese quadratische Gleichung fur 2 heil} die charakteristische Gleichung der
Differentialgleichung. Esfolgt

a &-4-b
Xl,zz_éi 4 .

Nun gibt es grundsétzlich drei verschiedene Mdglichkeiten flr die L ésungen der
charakteristischen Gleichung:
a DieL6sungen A4, A, sind reell und voneinander verschieden.
Man nennt diese Situation den Fall der starken Reibung.
b. Die Ldsungen A4, A, sind komplex und zueinander konjugiert.
Diese Situation heil3t der Fall der kleinen Reibung.
c.Esist Ay=X,=X € R.
Man nennt dies den Grenzfall (zwischen schwacher und starker Reibung).
Daaso auch komplexe A vorkommen kdnnen, ist es notwendig, bei der Schwingungsgleichung
auch komplexwertige L 6sungsfunktionen zu betrachten.
Ganz allgemein konnen wir leicht einsehen, dal mit je zwel Losungen y,(t) und y,(t) der
Schwingungsgleichung und je zwei beliebigen Koeffizienten ¢;, ¢, € C auchdie
Linearkombination
y() & ¢ -y, (1) + ¢,-y,(t) eineLdsung der Schwingungsgleichung ist,
denn
y'"(+ay'(t)+b-yt)=
=01 Y1" () + Gy " () + @ (cgyy ' () +yo' (1) + b (Cr-ya(D) + G- yp(1)) =
=c- (1" (D +ay; (O +b-y;()) + G (¥2" () +ay,' (1) + b-y,(t)) =
=¢;-0+¢,-0=0.
Nun betrachten wir die drel Félle der Reibung gesondert.

a. Der Fall der starken Reibung.
Indiesem Fall sind A, und, reell und voneinander verschieden.

Da
Moo= - % + a2—44-b, tritt dieser Fall genau dann auf, wenn
&-4-b>0.

Wir bekommen so die sog. Fundamentallésungen

y,(t) =er1t und

yo(t) =et2t.
Wie wir schon wissen ist nun mit beliebigen ¢;, ¢, € C auch

y() & ¢y (1) + c,-y,(t) eineLosung der Schwingungsgleichung.
Man wahlt in diesem Fall die ¢, ¢, reell um reelle Lésungsfunktionen y(t) zu bekommen.
Sind Anfangsbedingungen y(ty) =Y, und y'(ty) =V, gegeben, so kannman c; und ¢, aus
dem linearen Gleichungssystem

y(to) =C1-Y1(to) + C2-Yalto) =Yo

y'(to) =cy-y1' (o) + 2+ y2' (tg) = Vo
eindeutig so bestimmen, dal3 die Anfangsbedingungen erfiillt sind.

b. Der Fall der kleinen Reibung.
Indiesem Fall sind A4 und X, zueinander konjugiert komplex.
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Dawiederum
&-4-b . o
Moo= — % t\ 2 df. W +i- o, tritt dieser Fall genau dann auf, wenn
&-4-b<O.
Man nennt

0=\ ’ a2—44-b die Kreisfrequenz der Lé&sungen.

Wir bekommen wieder Fundamentall6sungen
yi(t) =etit=e-nt+i-ot—g-pt. Ecos(co ‘t)+i-sn(w -t)g und
y,(t) =gt =€ it+i-et=e-ut. (cos(w-1) —i-sn(o-1)),
Nun bilden wir wieder Linearkombinationen dieser beiden L 6sungsfunktionen, indem wir eéinmal
w(t) &y (1) +y,(t) =2-e kt-cos(w-t) und zum anderen mal

N & L (yy() - y,(t) =2-e-H-sin (- 1) setzen,

Diese beiden Lésungsfunktionen w und m sind rein reell.
Nun wéhlenwir ¢, ¢, reell, um reelle Losungsfunktionen
y(t) =c;-y(t) + C-m(t) zu bekommen.
Sind Anfangsbedingungen y(ty) =Y, und y'(ty) =V, gegeben, so kannman c; und ¢, aus
dem linearen Gleichungssystem
y(tg) =¢1-w(ty) + - nty) =Yo
y'(tg) =c1-w'(tg) + ¢ ' (tg) =Vg
eindeutig so bestimmen, dal3 die Anfangsbedingungen erfiillt sind.

c. Der Grenzfall.
Im Grenzfal hat man eine reelle Doppelwurzel der chrakteristischen Gleichung.
Indiesem Fall ist also

Ap=h=— 5, wobel &-4-b=0.

Wie man durch Einsetzen in die Differentialgleichung leicht verifiziert, sind in diesem Fall

y1(t) =€ und interessanterweise auch

y,(t) =t-eM (Fundamental ) Lésungen der Differentialgleichung, welche rein reell sind.
Die dlgemeine Lésung lautet

y(t) =c;-y1(t) + G- yo(t) =y -eM +c, -t el
Aus Anfangsbedingungen kénnen wieder ¢; und ¢, durch Ldsung des entsprechenden linearen
Gleichungssystems bestimmt werden.

Bezliglich einer sehr ausfihrlichen Diskussion der L ésungsmethode, der Ldsungsmenge und der
L dsungsfunktionen der Schwingungsgleichung (einschliefdich Resonanzphdnomene) verweisen
wir auf LK 6.2.(56¢)ff.

Anhang:
Ubungsaufgaben zur Differential und Integralrechnung in der Schule

Beweise:
Ist :IN — R :k—— &, eine Folge mit klim a,=a=+0,s0gibteseine >0, sodald fr

hdchstens endlich viele Folgenglieder |a| < ¢ gilt.

1 2 3
Berechne die ersten 12 Glieder der Folge 11—? 12—? 13—? >
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1 2 3
3) Beweise: 11—? 12L, 1?% > ist eine Nullfolge.

(4) Untersuchefir alle ac R dieFolge <1,a &, a3 - > auf Konvergenz.

103 10° o
(5) Beweise mit den Mitteln dieser Vorlesung: < T 3—,,0, B >|ste|neNuIIfoIge.

(6) Geben Sie ein Beispiel fir eine Zahlenfolge ay, &, --- , fur welche
Y g nicht exigtiert, aber

lim (gg+& + - +a&,) € R gilt.
n—oo

7 Geben Sie ein Beispid fur eine Zahlenfolge ay, &, ag, --- , flr welche
klim a, nicht existiert, aber

w eR gilt.

lim

n—soo

(8) Zeigen Se;
Ist fir eine Zahlenfolge &, &, -

lim g e R existent, soist auch

k—o0
+ o . .
lim alqu e R existent und es gilt
n—soo
y+ -+,
li =lm —-——.
kLrl;loa( ninolo n

(9) Entwickeln Sie analog zum Fall klim a=ac R dieDefinitionen fur den Fall
lim g = co.

k—o0

(10) Se xe(0,1) undIautedieDezimaldarsteIIungvon X gleich
x=0,tt,t3--- mit t, €{0,1,2,3,---,9}.
Beweisen Sie mit den in der Vorlesung gegebenen Mitteln, daid
L~ < I
X=10 *100 * 1000 *

Beweisen bzw. berechnen Sie mit Bezugnahme auf die geometrische Reihe oder die
Exponentiareihe die folgenden Aufgaben:

(11) Fur welche x e R konvergiert dieReihe 1+ ; + x12 + x13 + -7
1 1 1

(12) Fir welche x e R konvergiert die Reihe 1+ x+ D1 + (x+1)2.2 + (11x)3.3 +

2 4 6
(13)  BerechnenSei fir f(x) =1+ 7y + ; + ;(, + .- dieAbleitung und eine Stammfunktion.
(14)  Entwickeln Sie f (x)= ﬁ in eine Taylorreihe mit Mittelpunkt 0 (o ="?).

(15) EntwickelnSie f (x) = g in eine Taylorrethe mit Mittelpunkt 0 (p =7?).
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(16) Entwickeln Sie f (x) =dn(x) + cos(x) ineine Taylorreihe mit Mittelpunkt 0 (p =7).

(17)  1+o00s(x)+cos(X)2+cos(x)3+ --- =2 (furwelche x e R?)

(18)  Berechnen Siedieersten 3 Glieder der Tangensreihe (Mittelpunkt m=0).

(19)  Berechnen Siedieersten 3 Glieder der Taylorreihe (Mittelpunkt m=0) fur die Funktion
f(x)=exp(—x-2):R — R mit f(0) :2f 0 { (Mittelpunkt m=0).

(Die Berechnung der Ableitungen ist nicht elementar!)

(20)  Berechnen Siedie Taylorreihe (Mittelpunkt m=0) fir die Polynomfunktion
f(X) =5+ x2 - x4+ 2x5.

(21) Berechnen Sie die Taylorreihe (Mittelpunkt m=0) flr
f(x)=

1112 indem Sie die geometrische Reihe verwenden.

(22) Integrieren Sie die Taylorreihe fir 1412 gliedweise und bestimmen Siedie

I ntegrationskonstante so, dal? die gliedweise integrierte Reihe mit der Funktion

g(x)= S

X

dt=atn (x) imArgument x=0 Ubereinstimmt.
01l+t2

(23)  Bestimmen Sie die Fourierreihe fir die periodische Funktion f mit Periode [ — =, n], welche
Uber [ —m, =] durch

f(x) =dign (x) gegebenidt.
Zeichnen Sie den Graphen einer Partialsumme.

(24)  Berechnen Sie die Ableitungen der Funktionen arcsin (x), arccos (x), an (x) wieim Skriptum
vorgeschlagen.

(25)  Manversuche eine Formel fir die n-te Ableitung des Produktes f-g von zwei Funktionen f und g zu

finden, also fir
(f- g)(n)_

(26)  Man berechne fir die Hintereinanderausfiihrung f o g zweier Funktionen f und g die zweite
und dritte Ableitung, also eine Formel fur
(fog)" und (fog)".

(27)  Man berechne fir den Kehrwert % einer Funktion f die zweite und dritte Ableitung, also

eine Formel fur ( % ) ' und ( % ) ! :
(28)  Man berechne die zweite und dritte Ableitung der Umkehrfunktion g einer Funktion f.
(29)  Manversuche eine Formel fur die Ableitung des Produkts

fi-fp- --- -f, von n Funktionen fq, f,, --- , f, zufinden, aso fur
(fp-fyr - - F)"
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Man berechne flir den Quotienten ; zweier Funktionen f und g die zweite und dritte

Ableitung, also eine Formel fir (;)” und (;)"'_

n
Sé f:R—R:x+——> _a-xk (e R fur k=0,1, ---,n) einePolynomfunktion.
k=0

Man berechne f'(x), f"(x), --- , f(M(x), f0+D(x).

(fofofofof)'=?
Vorausgesetzt ist natiirlich, dal3 die Hintereinanderausfiihrung von f Uberhaupt existiert.

Bestimmen Sie mit Hilfe des Newtonschen Naherungsverfahrens, auf 8 Stellen nach dem
Komma gerundet, eine Nullstelle (dasist ein Argument von f, bei dem f den Wert 0
annimmt) von

(@) f(x)=x12+x10—2.x8 + x6 + x4 — 999999,

(b) f(x)=x18—x8 — x6 — x3 — 65656565,

(€) f(X)=x20 —x12 4 x11 — x9 — x7 — 2.%5 + x — 90909090,

die zwischen 2 und 4 liegt.

ACHTUNG:

109

Dieredlen Zahlen 1 =3,141592 --- und e=2,718281 --- sindtranszendente Zahlen, d.h.

sie kbnnen nicht als Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen K oeffizienten auftreten.

Dierationale Zahl 2,5 kann nicht as Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen K oeffizienten,

wobel die hdchste Potenz von x den Koeffizienten 1 hat, auftreten.
Man zeige mit der Methode des K astchenabzahlens, dald

b b b
g (f(x)ig(x))dx:g f(x) dx + S g(x) dx
a a a
sowie
b b
S k-f(x)dx:k~g f(x) dx gilt.
a a
Man berechne mit Hilfe der Substitutionsmethode

gtan (x) dx, gln (x) dx

Man berechne mit Hilfe der Substitutionsmethode
S* 1 - x2dx, S*1+x2dx

Man berechne mit Hilfe des partiellen Integrierens

Sl-ln(x)dx, Sx-ln(x)dx

Man berechne mit Hilfe des partiellen Integrierens

Sx«exdx, sz-exdx

Man berechne
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gs‘in2 (x) dx, Scos2 (x) dx

Man berechne

Ssin (x) -cos(x) dx, S (04

1
1-x2
Man berechne die Bogenlénge des Graphen von

f:l[ab] — R:x+——k-x+d (k,de R) Gerade!

Man berechne die Bogenl&nge des Graphen von
f:[-aal — R:x+——>k-x2 (ke R) Parabel!

Man berechne die Bogenlange des Graphen von
f:[a b] — R :x+—— cosh (x) Kettenliniel

Man berechne die Bogenl&nge des Graphen von
f:[a1]] — R:x+——11-x2 (0<a<1) Kredinie

Man berechne die Bogenlange des Graphen von
f:[0,b] — R:x—>c-{x3  (0<b) Neilsche Parabel!

Seien Py, P,, P; drei Massenpunkte mit Massen my, m,, ms. Zeigen Sie:
Der Schwerpunkt des Massenpunktsystems liegt innerhalb des Dreieckes AP;P,Ps.

Seien Py, --- , P, Massenpunktein der Ebene mit Massen m; behaftet.
Weiterssal Qq, Q,, Qg, --- eine Folge von Massenpunkten mit den Massen g;, sodal3
a.) Q =QeR2 furadle i e N, asodieKoordinaten aller Q; gleich sind und daf3
n—oco
Bezeichneweiters S, den Schwerpunkt des Massenpunktesystems Py, --- , P, Q;.

Zeigen Sie, dald unter diesen V oraussetzungen
lim §=0Q qgilt.
n—soo

Seien Py, --- , P, Massenpunktein der Ebene mit Massen m; behaftet.
Zeigen Sie: Liegen die Massenpunkte P, ale auf einer Geraden g, so liegt auch der
Schwerpunkt des Massenpunktsystems auf der Geraden g.

Seien P; und P, Punktein der Ebene, beide mit derselben Masse m behaftet.
Zeigen Sie: Der Schwerpunkt der beiden Massenpunkte ist gleich S= 4 - (P + P,).

Seien Py, --- , P, die Eckpunkte einesregelméldigen n-Eckesin der Ebene und sei jeder der
Punkte P, mit derselben Masse m behaftet. Zeigen Sie:

Der Schwerpunkt dieses Massenpunktesystemsist gleich dem Mittelpunkt des regelmédigen n-
Eckes.

Sei g eine Gerade in der Ebene und

Py, -+, P,, ein Massenpunktsystem mit Massen m;.
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Zeigen Sie: Liegen alle Punkte P, auf einer Seite der Geraden g oder auf der Geraden g, SO
liegt auch der Schwerpunkt des Massenpunktesystems auf dieser Seite der Geraden g oder auf
der Geraden g.

Sei Py, .-, P, ein Massenpunktsystem mit Massen my.
Zeigen Sie: Der Schwerpunkt des Systems liegt in der konvexen Hiille der Punktmenge
{P1, -+ Pol.

Sei Py, P, P; das System der Eckpunkte eines Dreieckes, welche alle mit derselben Masse m
behaftet sind.

Zeigen Sie: Der Schwerpunkt des Massenpunktesystemsist gleich dem Schwerpunkt des
Dreieckes S= 1 - (P, + P, + Py).

y'=2-1y-1, ye[l, ).
y'={1-y2 yel[-11].
y'=exp(-y), ye R.

y'=3-Jy2, ye [0, ).

- 1 iz
Y= ey Ve (02
y'=y,yeR.

- 1_y2
Y'Zf, yel[-1,1].

y'=-2-1-y2, ye[-11].
).

SE]

_ 1 _x
y_COS(y)’yE( 21
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