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Vorwort
Der Zweck dieser Vorlesung ist es, dem zukünftigen Lehrer einen Überblick über den Schulstoff
zu verschaffen. Gleichzeitig soll eine Bewertung des Schulstoffes stattfinden.

Differential- und Integralrechnung in der Schule.

§1. Das Rechnen mit reellen Zahlen

1. Die Kleinerrelation

Dezimalzahlen
Die reellen Zahlen sind in der Schule - wie in der Praxis - zweckmäßigerweise mit den
unendlichen Dezimalzahlen zu identifizieren.
Schreibweise:  ±t1t29tm,s1s29  mit  ti, skæ{0, 1,9, 9}.
Die  ti, sk  sind keine Zahlen sondern Ziffern, also geschriebene Namen für Zahlen.

Analysis bedeutet letzlich immer den Umgang mit der  <<<<-Relation für die reellen Zahlen.
Die <-Relation wird am Vorzeichen und den Dezimalziffern abgelesen.

Ärgernis:  9-periodisch.
Beispiel:     72,32000009=72,31999999.
Dies ist der einzige Fall, bei dem zwei verschiedenen Ziffernfolgen gleiche Zahlen entsprechen.
Man geht in diesem Fall immer auf die Form ohne  9-periodisch über.

Zahlengerade:
Die Zahlengerade wird so gedacht, daß ihren Punkten die reellen Zahlen entsprechen.
Kleinere Zahlen stehen weiter links als größere Zahlen.

b=3

a=-6

Zur Motivation der
Definition von  a<b
in der Schule
z.B.: -6<3

0

-5

-10

+5

+10

+15

-15
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Rechnen mit Dezimalzahlen:
Die unendlichen Dezimalzahlen werden abgebrochen, dann erhält man rationale Zahlen.
Damit sind die Rechenoperationen exakt durchführbar (=Rechnen mit rationalen Zahlen).
Der durch das Abbrechen entstandene Rechenfehler wird abgeschätzt. So weiß man, vieviele
Dezimalstellen exakt sind. Das Ärgernis  9-periodisch ist dabei letztlich unwesentlich.
In der Praxis wird aber das Rechnen mit Rundung verwendet. Dabei wird der Rechenfehler
i.A. nicht verfolgt, und man kennt daher die Genauigkeit des Resultates nicht.

Beispiel:
e=2,7189,
p=3,1419,

also
2,718≤e≤2,719

und
3,141≤p≤3,142.

Daher
2,718+3,141=5,859≤e+p≤2,719+3,142=5,861

und schließlich
e+p=5,89,

das heißt man kennt die ersten beiden Ziffern der Dezimaldarstellung von  e+p.
So kann man die Rechenoperationen für die rellen Zahlen als definiert betrachten.

Das Zeichen  ≤  steht für "kleiner oder gleich". Die Aussage  a>b  bedeutet  b<a.
Die grundlegenden Eigenschaften der  <-Relation sind (analogen zu den rationalen Zahlen):
(a) Sind  a, b  reelle Zahlen, so gilt entweder  a<b  oder  b<a  oder  a=b.
(b) Gilt  a≤b  und  b≤a, so ist  a=b.
(c) Gilt  a≤b  und  b≤c, so ist  a≤c.
(d) Gilt  0≤a  und  a≤c  für alle positiven Zahlen  c, so ist  a=0.
(e) Gilt  a<b, so folgt  a+c<b+c  für jede Zahl  c.
(f) Gilt  a<b, so folgt  a.c<b.c  für jede positive Zahl  c.

Die Kleinerrelation und die Division
Für reelle Zahlen  a, b£0  gilt:
(a) Ist  sign (a)=sign (b), so ist  a<b∆1/a>1/b.
(b) Ist  sign (a)=sign (b), so ist  a<b∆1/a<1/b.
(c) Ist  a>1, so ist  1/a<1. Ist  a<1, so ist  1/a>1.

Die Kleinerrelation und die Wurzeln
Für positive Zahlen  a, b  und  næ› gilt:
(a) Aus  a<b  folgt  ÂÈÍa<ÂÈÍb.
(b) Aus  0<a<1  folgt   0<a<ÂÈÍa<1.
(c) Aus  1<a  folgt  1<ÂÈÍa<a.

Der Absolutbetrag bei den reellen Zahlen hat ebenfalls grundlegende Eigenschaften:
(a) Es gilt  |a|=0  genau dann, wenn  a=0.
(b) Es gilt  |a.b|=|a|.|b|  für alle  a, bæ¸.
(c) Es gilt  |a±b|≤|a|+|b|  für alle  a, bæ¸  (Dreiecksungleichung).
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Nicht elementare Ungleichungen
Neben der Dreiecksungleichung kommen in der Schule u.U. für reelle Zahlen noch die
arithmetisch-geometrische Ungleichung

a+b
2
≥ËÈÈÈÍÈa·b    (a, bæ�)

und die Cauchysche Ungleichung
(a1.b1+9+an.bn)2≤(a1

2+9+an
2).(b1

2+9+bn
2)  (ai, biæ ,̧ næ›)

vor.
Bei den komplexen Zahlen und in der Analytischen Geometrie braucht man die
Dreiecksungleichung für die Norm:

ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÍ(a1+b1)2+9+(an+bn)2≤ËÈÈÍÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÍa1
2+9+an

2+ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÍb1
2+9+bn

2  für ai, biæ¸
und  næ›.

2. Zum Rechnen mit dem Taschenrechner

Der Taschenrechner erlaubt die rasche Berechnung vieler Beispiele zu Definitionen und Sätzen.
Es ist auch empfehlenswert, bei Grenzwerten, bei der Differentiation und beim bestimmten
Integral zu jeder Aufgabe begleitend numerische Stichproben bzw. Proben zu rechnen.
Für den Lehrer ist es wichtig, die numerische Falle zu kennen, in die man dabei tappen kann.
Es handelt sich um das
Phänomen der Auslöschung (Tritt bei der numerischen Differenzbildung auf):
In der numerischen Mathematik ist es üblich, die Genauigkeit einer Zahl als die Anzahl der
richtigen Dezimalstellen ab der ersten Dezimalstelle £0  zu definieren.
So ist z.B.  p.10-3=0,00314159269  und somit

0,003147852  auf  3  Stellen genau  p.10-3.
Weiters ist  ËÈÈ2=1,41421356237309  und somit

1,4141  auf  4  Stellen genau  ËÈÈ2.
1,4141  gibt also die Zahl  ËÈÈ2  genauer an als 0,003147852  die Zahl  p.10-3.

Man sagt also nicht:
0,003147852  stimmt  mit  p.10-3  bis auf  5 Stellen nach dem Komma überein und
1,4141  stimmt mit  ËÈÈ2  nur bis auf  3  Stellen nach dem Komma überein, und daher ist
0,003147852  eine genauere Näherung für  p.10-3 als  1,4141  für  ËÈÈ2.

Begründung: Als Begründung für diese Definition der Genauigkeit möge die folgende
Fallstudie dienen.
Die Sonne ist von der Erde ca.  150 000 000  km entfernt. Natürlich ist diese Angabe gerundet
und nur die beiden ersten Ziffern stimmen exakt. Wir rechnen nun diese Entfernung in Lichtjahre
um:
Das Licht legt im leeren Raum pro Sekunde

2,99774.1010  cm = 299 774 km   zurück.
Das Jahr hat

60.60.24.365=31 536 000 Sekunden, und somit ist die Sonne
150 000 000

31 536 000.299 774
=0,00001589 Lichtjahre von der Erde entfernt.

Es wäre nun sehr unsinnig, zu behaupten, daß die Genauigkeit von
zuerst richtig ab der 10 Millionenstelle

durch die Umrechnung
nun auf sicher richtig bis zur  5-ten Nachkommastelle

also um  13  Dezimalstellen verbessert wurde.



Inhaltsverzeichnis 6

R.Liedl:  Differential- und Integralrechnung in der Schule   27. August 1956  20:49 Uhr

Die Gleitkommarechnung produziert im allgemeinen erstaunlich geringe Genauigkeitsfehler, und
das auch bei umfangreicheren Rechnungen.
Sehr kritisch ist jedoch die Subtraktion zweier Zahlen, welche eine kleine Differenz
haben:
Seien zum Beispiel

a=3.21437 65892 43387 E+3  und  b=3.21437 65892 41214 E+3
zwei  16-stellige Gleitkommazahlen, deren letzte Ziffern  7  bzw.  4  jeweils gerundet sind.
Beide Zahlen sind also mit 15-stelliger Genauigkeit gegeben.
In der Gleitkommarechnung bekommt man

a-b=2.17300 00000 00000 E-9.
Da die Ziffer  3  nicht  durch Rundung von  a-b  zu  2.173 E-9  entstanden ist, sind also von

a-b  überhaupt nur mehr die drei ersten Ziffern bis einschließlich  7  gesichert.
Das Resultat ist daher nur mehr mit  3-stelliger Genauigkeit gegeben. Man spricht in diesem Fall
von Auslöschung (der Stellen bzw. der Genauigkeit).

§2. Grenzwerte und stetige Funktionen ohne Epsilontik

Grundlegend für die Differential- und Integralrechnung in der Schule ist der
Grenzwertbegriff. Daher will ich mich zuerst diesem zuwenden.
Als erstes werde ich die folgende übliche Definition des Grenzwertes kritisch betrachten:

Definition 1:
Eine Folge  j:›–¸:k—ak  konvergiert genau dann gegen eine Zahl  aæ¸,
wenn es zu jedem  e>0  ein  n0æ›  gibt, sodaß für alle  k≥n0  gilt:

|a-ak|<e.
Speziell: Eine Folge  j:›–¸:k—ak  heißt Nullfolge, wenn sie gegen  0
konvergiert, wenn es also zu jedem  e>0  ein  n0æ›  gibt, sodaß für alle  k≥n0  gilt:

|ak|<e.
Mit Quantoren geschrieben:

j:›–¸:k—ak  ist Nullfolge, wenn  $e>0!n0æ›$k≥n0  gilt  |ak|<e.

(3)  Diese Definition macht den Studenten des ersten Semesters, wahrscheinlich wegen der
Kontrolle von gehäuft auftretenden Existenz- und Allquantoren, in der Praxis Schwierigkeiten.
Ich nehme daher an, daß diese Definition auch in der Schule Schwierigkeiten macht. Ich werde
zeigen, daß diese Definition - mit Gewinn einiger weiterer Vorteile - umgangen werden kann.

1. Fallstudie

Um die nun folgenden Überlegungen zu motivieren, beginne ich mit einer Fallstudie.
Ich betrachte dazu die Aufgabe

5 1
1+k2 .(k-k2)=?

Der mathematisch gebildete Leser wird mir zustimmen, daß man etwa folgendermaßen vorgehen
wird.

(1)
1

1+k2 .(k-k2)=
k

1+k2-
k2

1+k2=
1/k

1/k2+1
-

1
1/k2+1

.

Daher ist
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(2) 5 1
1+k2 .(k-k2)=5( 1/k

1/k2+1
-

1
1/k2+1

)=

=5 1/k
1/k2+1

-5 1
1/k2+1

=
0
1-

1
1=-1.

Was hat man gemacht?
Man hat Rechenregeln für die Grenzwertbestimmungen angewandt, nachdem vorher der
Ausdruck

    
1

1+k2 .(k-k2)

in eine für die Anwendung von Grenzwertregeln geeignete Form gebracht wurde.
Was ist das Ergebnis dieser Aktionen?
(1) Man weiß nun, daß der Grenzwert existiert und
(2) man weiß nun, daß der Grenzwert gleich  -1  ist.

Es geht mir nun darum, darauf hinzuweisen, daß nicht folgendermaßen vorgegangen wird:

(1) Man erfährt von irgend jemandem (z.B. der Schüler vom Lehrer), daß der Grenzwert
gleich  -1  ist (oder sein dürfte).
Und daher will man nun zeigen, daß der Grenzwert gleich  -1  ist.
(2) Es gilt per definitionem

(3) 5 1
1+k2 .(k-k2)=-1  genau dann, wenn zu jedem  e>0  ein  n0æ›

existiert, sodaß

| 1
1+k2 .(k-k2)-(-1)|<e  für alle  k≥n0  gilt.

Also sucht man für ein allgemeines  e>0  das dazu passende  n0  und verifiziert, daß dieses  n0
wirklich taugt,

| 1
1+k2 .(k-k2)-(-1)|<e  für alle  k≥n0  zu implizieren.

Diese eben beschriebene Vorgangsweise wäre nämlich in doppelter Hinsicht sinnlos:
(1) Woher bekommt man in der beruflichen Praxis den Hinweis, daß

5 1
1+k2 .(k-k2)=-1  sein könnte?

Man könnte vielleicht in diesem Fall zur richtigen Vermutung kommen, indem man mit dem
Rechner für

k=10000  den Wert
1

1+k2 .(k-k2)=
1

1+108 .(104-108)=-0,9998999900010001

rechnet und daraus vermutet, daß der Grenzwert gleich  -1  sein könnte.
Bei einem Resultat mit einer weniger schönen Dezimaldarstellung könnte man zu einer solchen
Vermutung nicht kommen.
(2) Die Bestimmung von  n0  zum vorgegeben  e>0  bedarf geschickter und in der normalen
Analysis unüblicher Rechnung mit Ungleichungen.
Man löst etwa die Gleichung

1
1+k2 .(k-k2)=e  und bekommt  n0=eine Lösung dieser Gleichung.

Die Lösung der Gleichung kann aber im allgemeinen Fall schwierig sein oder exakt überhaupt
nicht durchführbar sein. Eine numerische Lösung für ein spezielles  e>0  würde nicht genügen,
weil damit nicht gezeigt ist, daß sich ein passendes  n0  zu jedem  e>0  finden läßt. Weiters
bleibt nun die Aufgabe, abzuschätzen, daß
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| 1
1+k2 .(k-k2)-(-1)|<e  für alle  k≥n0  gilt.

Ende der Fallstudie.

Was kann man aus dieser Fallstudie lernen?
(1) Die übliche Definitionen der Konvergenz einer Folge zu einem Grenzwert in der Art von
Def. 1  taugen nicht viel, um einen Grenzwert effektiv zu bestimmen.
(2) Wir wissen bereits aus eigener Erfahrung und aus der Erfahrung mit Schülern und
Studenten, daß die Definition der Konvergenz in der Art von  Def. 1  intellektuell anspruchsvoll
ist und einer Gewöhnungsphase bedarf, bis der Lernende den Definitionsumfang erfaßt (d.h.
eine richtige Vorstellung davon bekommt, was Konvergenz bedeutet).
(3) Es ist also sinnvoll nach einer zu  Def. 1  alternativen (aber äquivalenten)  Definition der
Konvergenz zu  einem Grenzwert zu suchen, welche
(a)  zu einer Berechnung des Grenzwertes (durch Grenzwertsätze) hinleitet und
(b) vom Anfänger leicht verstanden wird.

Im Folgenden will ich also eine solche Alternative zu  Def. 1  vorstellen, welche schrittweise
entwickelt wird. Dabei werden der Reihe nach die Begriffe Folge, Testfolge, Nullfolge und
konvergente Folge definiert.

2. Alternative Grenzwertdefinition

Wir beginnen also ganz von vorne und definieren zuerst den Begriff "Folge".

Definitionen 2:
(1) Eine Folge ist eine Funktion des Typus

j:›–¸, welche man oft mit
j=«j(1), j(2), j(3),9» oder mit  j=«a1, a2, a3,9»  (also  j(k)=ak)

notiert.
Nun erklären wir:
(2) Eine Folge  j=«a1, a2, a3,9»  heißt positiv, wenn

a1>0, a2>0, a3>0,9  gilt.
(3) Eine Folge  j=«a1, a2, a3,9»  heißt monoton fallend, wenn

a1≥a2≥a3≥9  gilt.
(4) Eine Folge  j=«a1, a2, a3,9»  unterschreitet eine Zahl  cæ¸,

wenn es ein Folgenglied  an  gibt, sodaß
an<c  gilt.

Diese Definitionen bereiten keine Schwierigkeiten und können leicht mit Beispielen bzw.
Gegenbeispielen eingeübt werden. Weiters sind sie selbsterklärend und können daher rasch
wieder in die Erinnerung gebracht werden.
Wir kommen nun zu einer ersten etwas schwierigeren, aber noch durchaus schnell erfaßbaren

Definition 3:
(5) Eine Testfolge j=«a1, a2, a3,9»  liegt vor, wenn

(a) j=«a1, a2, a3,9»  eine positive Folge ist,
(b) j=«a1, a2, a3,9»  eine monton fallende Folge ist,
(c) j=«a1, a2, a3,9»  jede positive Zahl  c>0  unterschreitet.
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Einige Beispiele machen den Begriff klar:

Beispiel 1: Wir betrachten als erstes die Folge
j=«1, 1/2, 1/3, 1/4,9», deren n-tes Folgenglied von der Form  1/n  ist.

Offensichtlich ist diese Folge positiv und monoton fallend.
Ist  c>0, so wollen wir zeigen, daß die Folge  j  die Zahl  c  unterschreitet.
Ist nämlich  c≥1, so ist dies trivial. Ist aber  c<1, so hat etwa  c  die Dezimaldarstellung

c=0,c1c2c29  mit   ciæ{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.
Wir dürfen annehmen, daß bei dieser Dezimaldarstellung nicht der Fall

c=0,c1c29cn999999  auftritt.
Sei nun  k  die kleinste natürliche Zahl, für welche  ck£0.
Dann ist

c>
1

10k+1

und weil
1

10k+1   als Folgenglied auftritt, unterschreitet die Folge  j  die Zahl  c.

Wir haben also gezeigt, daß  j  eine Testfolge ist.

Beispiel 2: Auch
j=«1, 1/2,  1/2, 1/3, 1/3, 1/3, 1/4, 1/4, 1/4, 1/4, 1/5,9» ist eine Testfolge.

Dazu kann man wortwörtlich genau so wie beim Beispiel 1 argumentieren.

Beispiel 3: Ist  j=«a1, a2, a3,9»  eine Testfolge und
y=«ai1, ai2, ai3, 9»  mit  i1<i2<i3<9  (ikæ›)  eine "Teilfolge" von
j=«a1, a2, a3,9», so ist auch  y  eine Testfolge.

Dies kann man so beweisen:
Da  j  eine positive Folge ist, ist auch  y  eine positive Folge.
Da  j  monoton fallend ist, ist auch  y  monoton fallend.
Ist  c>0, so wird  c  von  j  (weil  j  eine Testfolge ist) unterschritten, das heißt es gibt  ein

næ›, sodaß  an<c.
Nun gibt es aber ein  kæ›, sodaß  ik>n  und somit (weil  j  monoton fallend ist)

aik≤an<c  gilt.
Damit unterschreitet auch  y  die Zahl  c, und daher ist  y  eine Testfolge.

Beispiel 4:
j=«0, 0, 0,9»,
j=«1, -1/2, 1/3, -1/4, 9»,
j=«1+1, 1+1/2, 1+1/3, 1+1/4, 9»  sind keine Testfolgen.

Wie schon aus Beispiel (3) ersichtlich, kann man aus vorgegebenen Testfolgen neue Testfolgen
gewinnen. Wir beschreiben nun einige weitere solcher Prozeduren.
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Beispiel 5: Ist  j=«a1, a2, a3,9»  eine Testfolge und  M>0, so ist auch
M.j≠«M.a1, M.a2, M.a3,9»  eine Testfolge.

Beweis: Daß  M.j  eine positive und eine monoton fallende Folge ist, ist einfach zu überlegen.
Wir überlegen uns daher nur mehr, daß  M.j  jede positive Zahl  c  unterschreitet. Dies folgt aber
so:
Ist  c>0  gegeben, so unterschreitet  j  die positive Zahl  c/M. Es gibt also ein Folgenglied  an,
für welches

an<c/M  gilt. Daraus folgt aber sofort, daß
M.an<c, also daß  M.j  die Zahl  c  unterschreitet.

Beispiel 6: Sind  j=«a1, a2, a3,9»  und  y=«b1, b2, b3,9»  Testfolgen, so ist auch
j+y≠«a1+b1, a2+b2, a3+b3,9»  eine Testfolge.

Beweis: Die Positivität und die Monotonie sind leicht zu erschließen. Wir zeigen daher nur, 
daß  y±j  jede positive Zahl  c  unterschreitet.

Nun gibt es ein  m, für welches
am<c/2,  und es gibt ein  n, für welches  bn<c/2. Setzt man
k≠max{m, n}, so gilt
ak+bk≤am+bn< c/2+c/2=c.

Wir definieren nun den Begriff der Nullfolge:

Definition 4:
Eine Folge  y=«b1, b2, b3,9»  heißt eine Nullfolge, wenn es eine Testfolge

j=«a1, a2, a3,9»  gibt, sodaß
|b1|≤a1, |b2|≤a2, |b3|≤a3, 9  gilt.

In einer solchen Situation sagen wir, daß die Testfolge  j  die Nullfolge  y  majorisiert oder
daß die Testfolge j  eine Majorante der Nullfolge  y  ist.

IndizesF
ol
ge
ng

li
ed

er

bk ak
-ak

k

Beispiel 7: Jede Testfolge  j=«a1, a2, a3,9»  ist auch eine Nullfolge.
Sie majorisiert sich nämlich selbst.

Beispiel 8:  Die Folge  y=«0, 0, 0,9»  ist eine Nullfolge, denn sie wird z.B. von
j=«1, 1/2, 1/3,9»  majorisiert.

Beispiel 9:  y=«1, -1/2, 1/3, -1/4, 9»  ist eine Nullfolge, denn sie wird ebenfalls von
y=«1, 1/2, 1/3,9»  majorisiert.

Beispiel 10:  Ist  j=«a1, a2, a3,9»  eine Nullfolge und
y=«ai1, ai2, ai3, 9»  mit  i1<i2<i3<9  (ikæ›)  eine Teilfolge von
j, dann ist auch  y  eine Nullfolge.

Beweis: Die Nullfolge  j  hat eine Testfolge
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c=«b1, b2, b3,9»  als Majorante. Wie bereits in Beispiel 3  festgestellt, ist dann auch
q=«bi1, bi2, bi3, 9»  eine Testfolge. Die Folge  q  majorisiert nun die Folge  y.

Beispiel 11: Ist  j=«a1, a2, a3,9»  eine Testfolge  und  y=«b1, b2, b3,9»  eine
beschränkte Folge, so ist

j.y≠«a1.b1, a2.b2, a3.b3,9»  eine  Nullfolge.
Beweis: Sei etwa  |bk|≤M  mit  M>0  für alle  kæ›. Dann ist nach Beispiel 5 auch die
Folge

c=«M.a1, M.a2, M.a3,9»  eine Testfolge. Weil nun
|ak.bk|≤ak.M  für alle  kæ›, ist  c  eine Majorante von  y.j.

Beispiel 12:  Ist  j=«a1, a2, a3,9»  eine Nullfolge und  cæ¸, so ist auch
c.j≠«c.a1, c.a2, c.a3,9»  eine Nullfolge.

Beweis: Sei  y=«d1, d2, d3,9»  eine Testfolge, welche  j  majorisiert.
Dann ist auch  q=(1+|c|).y  eine Testfolge und es gilt für alle  næ›

|j(n)|=|c.an|<(1+|c|).|an|≤(1+|c|).dn=qn.

Beispiel 12a:  Ist  j=«a1, a2, a3,9»  eine Nullfolge und y=«b1, b2, b3,9»  eine
beschränkte Folge, so ist

  j.y=«a1.b1, a2.b2, a3.b3,9»  eine  Nullfolge.
Beweis: Sei etwa  M  positiv und gelte  |bk|<M  für alle  kæ›.
Weil nun  j  eine Nullfolge ist, gibt es eine majorante Testfolge  c=«c1, c2, c3,9», sodaß

|ak|≤ck  für alle  kæ›.
Es folgt

|ak.bk|≤|ak|.|bk|≤ck.|bk|≤ck.M, und somit ist
c.M  eine Testfolge, welche  j.y  majorisiert.

Beispiel 13:  Sind  j=«a1, a2, a3,9»   und  y=«b1, b2, b3,9»  Nullfolgen, so ist auch
j±y≠«a1±b1, a2±b2, a3±b3,9»  eine Nullfolge.

Beweis:  Wir nehmen an, daß  j  von einer  Testfolge  c=«c1, c2, c3,9»  und  y  von
einer  Testfolge  q=«d1, d2, d3,9»  majorisiert wird. Nach Beisp. 6  ist dann auch  
y+q=«c1+d1, c2+d2, c3+d3,9»  eine Testfolge. Nun gilt
|ak±bk|≤|ak|+|bk|≤ck+dk. Also majorisiert  y+q  die Folge  j±y.

Beispiel 14:  Eine Folge  y=«b1, b2, b3,9»  ist genau dann eine Nullfolge, wenn die Folge
|y|≠«|b1|, |b2|, |b3|,9»  eine Nullfolge ist.

Beweis: Eine Testfolge  j=«a1, a2, a3,9»
majorisiert  j  genau dann, wenn sie auch die Folge  |j|  majorisiert.

Beispiel 15:  Ist  j=«a1, a2, a3,9»  eine Nullfolge und ist  y=«b1, b2, b3,9»
eine Folge, für welche
|bk|≤|ak|  für alle  kæ›  gilt, so ist auch  y  eine Nullfolge.

Beweis: Weil  j  eine Nullfolge ist, wird  j  von einer Testfolge
c=«c1, c2, c3,9»  majorisiert.

Somit gilt
|bk|≤|ak|≤ck  für alle  kæ›

und daher wird die Folge y  ebenfalls von der Testfolge  c  majorisiert.

Bemerkung 1: Jede Nullfolge ist eine beschränkte Folge.
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Beweis: Ist   Ist  j=«a1, a2, a3,9»  eine Nullfolge, so gibt es also dazu eine majorante
Testfolge  y=«b1, b2, b3,9». Nun folgt für alle  kæ›

|ak|≤bk≤b1,  und somit ist  MFb1  derart, daß
-M≤ak≤M  für alle  kæ›.

Ich zeige nun im folgenden Satz 1, daß die hier gegebene [vergl.  Def.3] Definition einer
Nullfolge äquivalent mit der üblichen ist.
Damit ist dann bewiesen, daß die übliche Definition 1  einer Nullfolge
entbehrlich ist, was ich eben als didaktisch für besonders wichtig erachte.

Satz 1: Eine Folge  y=«b1, b2, b3,9»  wird genau dann von einer Testfolge majorisiert,
wenn es zu jedem  e>0  ein  n0æ› gibt, sodaß für alle  k≥n0

|ak|≤e  gilt.
Beweis:  Werde einmal  y=«b1, b2, b3,9»  von der Testfolge  j=«a1, a2, a3,9»
majorisiert. Ist dann  e>0  gegeben, so unterschreitet  j  diese positive Zahl  e, also gibt es ein
Folgenglied  an0, für welches

0<an0<e  gilt.
Dann folgt für alle  k≥n0, daß

0<|bk|<ak≤an0<e.
Sei nun andererseits

y=«b1, b2, b3,9»  eine Nullfolge nach der üblichen Definition 1.
Wir konstruieren nun eine Testfolge  j=«a1, a2, a3,9», welche  y  majorisiert.
Die Folge  y  ist beschränkt, da sie konvergent ist. Es gibt also ein  M>0, sodaß

0≤|bk|≤M  für alle  kæ›  gilt.
Wir können nun eine Folge von natürlichen Zahlen

1<i1<i2<i3<9 wählen, sodaß
|bk|≤M/1  für alle  k≥i1,
|bk|≤M/2  für alle  k≥i2,
|bk|≤M/3  für alle  k≥i3,9, also allgemein
|bk|≤M/n  für alle  k≥in,9  gilt.

Nun wählen wir
ak=M/1  für alle  k  mit  1≤k<i1,
ak=M/2  für alle  k  mit  i1≤k<i2,
ak=M/3  für alle  k  mit  i2≤k<i3,9, also allgemein
ak=M/n  für alle  k  mit  in-1≤k<in,

und damit haben wir eine Testfolge
j=«a1, a2, a3,9»  gefunden, welche die Folge
y=«b1, b2, b3,9»  majorisiert. ˝

Wir wissen nun, dass die Definition 3  einer Nullfolge äquivalent mit der üblichen Definition 1
einer Nullfolge ist. Wir können also die Defintion 1  einer Nullfolge vergessen und brauchen sie
nicht in der Schule zu lehren, wenn wir dafür in der Schule die Defintion 2  einer Nullfolge mit
Hilfe von Testfolgen bringen.

Jetzt sind wir soweit, daß wir den letzten Schritt unserer Grenzwertdefinition tun können.
Wir verwenden dazu einen allgemein bekannten Satz als Definition 4, welche die übliche und
schwer verständliche Definition 2  eines Grenzwertes in der Schule ersetzen soll.

Definition 5:  Eine Folge  j=«a1, a2, a3,9»  konvergiert gegen eine Zahl  a, wenn
die Folge
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j-a≠«a1-a, a2-a, a3-a,9»  eine Nullfolge ist.
Alternativ:  Eine Folge  j=«a1, a2, a3,9»  konvergiert gegen eine Zahl  a, wenn

|j-a|≠«|a1-a|, |a2-a|, |a3-a|,9»  eine Nullfolge ist.
Man bezeichnet in dieser Situation  a  als Grenzwert der Folge  j.

Der folgende Satz ist zwar theoretisch sehr wichtig, aber andererseits intuitiv klar, sodaß er in der
Schule nicht besonders breitgetreten werden sollte.

Satz 2: Sind  a  und  b  Grenzwerte der Folge  j=«a1, a2, a3,9», so folgt  a=b.
Daher kann man also von dem Grenzwert der Folge  j=«a1, a2, a3,9»  sprechen.
Beweis: Sowohl die Folge

y=«a1-a, a2-a, a3-a,9»  als auch die Folge
c=«a1-b, a2-b, a3-b,9»  sind Nullfolgen. Daher ist auch die Folge
y-c=«b-a, b-a, b-a,9»  eine Nullfolge, welche in diesem Fall konstant ist.

Die Folge  y-c  wird also von einer  Testfolge  g=«c1, c2, c3,9»  majorisiert. Ist  c  eine
beliebige positive Zahl, so gibt es daher ein Folgenglied  ck, sodaß

ck≤c. Das  k-te Folgenglied von  y-c  ist gleich  b-a. Wir haben also insgesamt
0≤|b-a|≤ck<c. Da  c  beliebig klein wählbar ist, muß
|b-a|=0, also  a=b  gelten.

Definition 6:  Konvergiert eine Folge  j=«a1, a2, a3,9»  gegen eine Zahl  a, so schreibt
man wegen Satz  2  mit Recht
5ak=a.

Bemerkung 2:  Ist  j=«a1, a2, a3,9»  derart, daß  5=aæ¸, so ist

Die Folge  j  eine beschränkt Folge.
Beweis: Es ist  j-a  eine Nullfolge, also eine beschränkte Folge. Das heißt, es gibt ein
Mæ�, sodaß

-M≤ak-a≤M  für alle  kæ›.
Daraus folgt

-M1≤ak≤M1  für alle  kæ›.

Eine Feststellung zum Ärgernis  9-periodisch:

Beispiel 16: Die Folge «9/10, 99/100, 999/1000,9>  konvergiert gegen  1.
Beweis: Es ist

|j-1|=«1/10, 1/100, 1/1000,9>  eine Teilfolge der Nullfolge «1/1, 1/2, 1/3,9>
und somit selbst eine Nullfolge.

Um die Divergenz einer Folge nach  Á  zu beschreiben, kann man folgendermaßen vorgehen:

Definition 7:  Eine Folge  «a1, a2, a3,9»  ist eine Testfolge nach unendlich, wenn
(1) a1≤a2≤a3≤9  und
(2) jede reelle Zahl  C  überschritten wird, das heißt wenn es zu jedem  Cæ¸  ein

Folgenglied   an  gibt, sodaß   C<an  gilt.

Definition 8:  Eine Folge  «b1, b2, b3,9»  divergiert nach Á, wenn sie von einer
Testfolge  «a1, a2, a3,9»  nach  Á  minorisiert wird, das heißt, wenn

a1≤b1, a2≤b2, a3≤b3,9  gilt.
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Eine Folge  «b1, b2, b3,9»  divergiert nach  -Á, wenn die Folge  «-b1, -b2, -b3,9»
nach  Á  divergiert.
Man schreibt dann
5bk=Á  bzw.  5bk=-Á  und sagt verwirrenderweise auch, daß die Folge

«b1, b2, b3,9»  gegen   Á  bzw.  -Á  konvergiert  (In der Schule nicht breittreten!).

Warum diese verwirrende Terminologie?
In der Algebra, will man  ¸  als Körper haben, und daher werden  ±Á  nicht zu  ¸
dazugenommen, also sind die Grenzwerte  ±Á  nicht möglich, also spricht man von Divergenz
z.B. bei der Folge

«1, 2, 3,9».
In der reellen Analysis hat man aber  ±Á  gerne dabei und betrachtet daher

2F¸•{-Á, Á}
und spricht z.B. bei der Folge

«1, 2, 3,9»  von Konvergenz nach  +Á.
In der komplexen Analysis verwendet man  ÑFÇ•{Á}  als Riemannsche Zahlenkugel
und sagt dort, daß sogar die Folge

«1, -2, 3, -49»  nach  Á  konvergiert.

3. Die Grenzwertsätze

Die Grenzwertsätze erlauben das Rechnen mit Grenzwerten ohne die Epsilontik bemühen zu
müssen. Sie lauten

Satz 3:  Ist  5ak=aæ¸  und  5bk=bæ¸  und  cæ¸, so folgt

5c.ak=c.a,

5(ak+bk)=a+b,

5(ak-bk)=a-b,

5ak.bk=a.b.

Ist zusätzlich noch  bk£0  für alle  kæ›  und  b£0, so gilt

5 ak
bk
=

a
b .

Wir beweisen beispielshaft  5ak.bk=a.b.

Wegen
5ak=aæ¸  ist

«a1, a2, a3,9»  eine beschränkte Folge, und es gilt daher
|ak|<A   für ein passendes  Aæ�  und alle kæ›.

Weiters sind die Folgen
«a1-a, a2-a, a3-a,9»  und  «b1-b, b2-b, b3-b,9»  Nullfolgen.

Nun folgt
0≤|ak.bk-a.b|=|ak.bk-ak.b+ak.b-a.b|≤|ak.bk-ak.b|+|ak.b-a.b|=
=|ak|.|bk-b|+|ak-a|.|b|<A.|bk-b|+|ak-a|.|b|.

Es gilt  5A.|bk-b|=0  und  5|ak-a|.|b|=0, also gilt auch

5A.|bk-b|+|ak-a|.b=0.

Somit ist
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5|ak.bk-a.b|=0, also haben wir  5ak.bk=a.b.

Beispiel 16: Ist  j=«a1, a2, a3,9»  eine Folge mit  5ak=aæ¸  und ist

y=«ai1, ai2, ai3, 9»  mit  i1<i2<i3<9  (ikæ›)  eine "Teilfolge" von
j=«a1, a2, a3,9», so konvergiert auch  y  gegen  a, also gilt auch
5aik=a.

Beweis: Die Folge  «a1-a, a2-a, a3-a,9»  ist eine Nullfolge. Nach Beispiel 10  ist die
Folge

«ai1-a, ai2-a, ai3-a, 9»  ebenfalls eine Nullfolge.

Übungsaufgaben (Siehe Anhang): (1) - (5)
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4. Der Grenzwert einer Funktion

In der Schule haben wir es noch mit dem weiteren Grenzwertbegriff bei Funktionen zu tun.
Diesen kann man aber mit Vorteil auf den Grenzwertbegriff bei Folgen zurückführen und damit
wieder die Epsilontik vermeiden.

Definitionen 9:
Seien  a, b, x0æ¸, a<b, (a, b)œAœ¸  und sei  f:A—¸  eine Funktion.
(1) Man sagt, daß eine Folge  j:›–A:k—bk  von unten (oder von links)  gegen die
Zahl  b  konvergiert, wenn

bk<b  für alle  kæ›  und
5bk=b.

Analog sagt man, daß eine Folge  j:›–A:k—ak  von oben (oder von rechts) gegen die
Zahl  a  konvergiert, wenn

a<ak  für alle  kæ›  und
5ak=a.

Gegen  Á  kann eine Folge sowieso nur von links und gegen -Á  eine Folge sowieso nur von
rechts konvergieren.

Es handelt sich also darum, daß eine Folge jeweils nur von einer Seite her gegen eine Zahl
konvergiert, ohne daß dabei diese Zahl als Folgenglied auftritt.

(2) Man sagt, daß die Funktion  f  bei  b  den linksseitigen Grenzwert  Vliæ¸  hat, wenn
für jede von links gegen  b  konvergierende Folge  «b1, b2, b3,9»  gilt
5f(bk)=Vli.

In diesem Fall schreibt man
Df(x)=Vli.

Analog sagt man, daß die Funktion  f  bei  a  den rechtsseitigen Grenzwert
Vreæ¸  hat, wenn für jede von rechts gegen  a  konvergierende

Folge  «a1, a2, a3,9»  gilt
5f(ak)=Vre.

In diesem Fall schreibt man
Gf(x)=Vre.

Man sagt, daß die Funktion bei  x0æA  den Grenzwert  Væ¸  hat, wenn sowohl der
linksseitige als auch der rechtsseitige Grenzwert von  f  bei  x0  existieren und beide den Wert  V
haben. Für diese Situation genügt es, wenn

f:A/{x0}–¸  definiert ist.
In diesem Fall schreibt man
Ef(x)=V.

Offensichtlich spielt es bei diesen Definitionen keine Rolle, ob  b  bzw.  a  Argumente von  f
sind. Aber auch wenn  b  bzw.  a  Argumente sind, spielt der betreffende Funktionswert keine
Rolle.

(3) Es ist klar, wie diese Definitionen für  a=-Á  bzw.  b=Á  zu formulieren sind.
(4) Die Grenzwerte  Á, -Á treten in der Schule zwar bei Funktionen auf, man sollte daraus
aber keine Wissenschaft machen und diese daher beiläufig erklären. Genaues dazu in  LK
3.1.(23)  ff.



Inhaltsverzeichnis 17

R.Liedl:  Differential- und Integralrechnung in der Schule   27. August 1956  20:49 Uhr

Es ist fraglich, ob der Begriff des Grenzwertes einer Funktion in der Schule überhaupt explizit
definiert werden soll. Er sollte sowieso nur in konkreten Situationen (z.B. bei der Defintion der
Ableitung) auftreten und dort selbsterklärend sein. Ich persönlich halte das Auftreten ganzer
Kaskaden von Definitionen für didaktisch schlecht.

Beispiel 17: lim
x÷0+0

sign (x)=+1, lim
x÷0-0

sign (x)=-1.

1

-1

Beispiel 18: lim
x÷0+0

1
x
=+Á, lim

x÷0-0

1
x
=-Á.

Beispiel 19: Étan (x)=Á.

R

Beispiel 20: Catn (x)=R.

R

Beispiel 21: C x2=Á.
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5. Stetigkeit

In der Hochschulmathematik ist  eine  e-d-Definition üblich

Definition 10:
(1) Ist   Aœ¸, so heißt eine Funktion  f:A–¸  in einem Argument  aæA  stetig, 

wenn zu jedem  e>0  ein  d>0  existiert, sodaß für alle  xæA  mit  |a-x|<e  gilt
|f(x)-f(a)|<d.

(2) Die Funktion heißt stetig (schlechthin), wenn sie in jedem ihrer Argumente stetig ist.

Bei dieser Definition gelten die Argumente zu  Definition 1 sinngemäß:
(1) Es ist schwierig, diese Definition zu erfassen.
(2) Diese Definition taugt nicht für die direkte Prüfung der Stetigkeit einer Funktion,
ja wir wissen aus Erfahrung, daß man die Stetigkeit einer Funktion meistens viel besser schon
durch bloßes Anschauen ihres Formelausdruckes bestätigen kann.

Wir schlagen daher für die Schule als alternative Definition vor:

Wiederum ganz ohne Epsilontik erarbeiten wir nun den Begriff der Stetigkeit.
Die Stetigkeit bzw. Unstetigkeit einer Funktion ist nur in ihren Argumenten erklärt.
Für eine reelle Zahl, welche kein Argument einer Funktion ist, ist also Stetigkeit und Unstetigkeit
nicht definiert. So ist z.B.  0  kein Argument der Funktion

f=1/x:�•�–¸,
und somit ist diese Funktion in  0  weder stetig noch unstetig.

Definition  11:  Sei  Aœ¸  eine beliebige Teilmenge, aæA  und
f:A–¸  eine Funktion.

(1) Die Funktion  f  wird als stetig im Argument  a  bezeichnet, wenn für jede konvergente
Folge

j:›–A:k—ak  mit  5ak=a  gilt

5f(ak)=f(a).

(2) Die Funktion  f  wird als stetig über  A  bezeichnet, wenn sie in jedem Argument  aæA
stetig ist.
(3) Die Funktion  f  wird als linksseitig stetig im Argument  aæA  bezeichnet, wenn es
eine Folge  y:›–(-Á, a)ÆA  mit  5y(k)=a  gibt, und wenn für jede Folge

j:›–(-Á, a)ÆA:k—ak  mit  5ak=a  gilt

5f(ak)=f(a).

(4) Die Funktion  f  wird als rechtsseitig stetig im Argument  aæA  bezeichnet, wenn es
eine Folge  y:›–(a, Á)ÆA  mit  5y(k)=a  gibt, und wenn für jede Folge

j:›–(a, Á)ÆA:k—ak  mit  5ak=a  gilt

5f(ak)=f(a).

Die links-, bzw. rechtsseitige Stetigkeit braucht in der Schule nicht gebracht zu werden.

Fallstudie aus der bürgerlichen Praxis:
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R r

r

Ein Rotationskörper, wie er in der bürgerlichen Praxis vorkommt, hat zwei ungleiche Radien,
nämlich  R  und  r. An der Stelle, wo der große Radius in den kleinen Radius übergeht, ist es
sinnlos, einen Radius zu definieren. Daher ist die Radiusfunktion  r  dort auch nicht unstetig.
Dies sollte aber in der Schule nicht breitgetreten werden, sondern den Lehrer darauf hinweisen,
daß die Stetigkeit nur in Argumenten definiert ist.

Bedenkt man, daß

f(a)=f(5ak), so kann man  5f(ak)=f(a)  auch als  5f(ak)=f(5ak)
schreiben.
Eine stetige Funktion ist also durch die Möglichkeit der Vertauschung von Funktions- mit
Limeszeichen charakterisiert. Diese Tatsache sollte vor allem bei Technikern und Physikern
hervorgehoben werden und könnte daher auch in der Schule ihren Platz haben. Ich werde dies
sofort begründen:

(1) Jede Messung, welche nicht gerade zählender Natur ist, hat eine sogenannte
"Meßungenauigkeit". Im allgemeinen ist (oder sind) mit dem Meßwert eine (oder mehrere)
weitere Zahlengröße(n) funktional verknüpft. Wenn diese funktionale Verknüpfung nicht stetig
ist, hat es keinen Sinn, sie auf den Meßwert anzuwenden.

Beispiel  22: Die Masse eines Stahlwürfels der Seitenlänge  s  ist gleich
M=g.s3, wobei  g  die Dichte von Eisen ist und  s  die Seitenlänge des Würfels

bezeichnet.
Mißt man nun die Seitenlänge  s  eines Würfels und kennt man die Dichte von Stahl

g=7,8 g/cm3, so kann man die Masse des Stahlwürfels nach der obigen Formel
berechnen.
Die Messung der Seitenlänge des Stahlwürfels ist aber immer mit einer gewissen Ungenauigkeit
behaftet. Wäre nun die Masse keine stetige Funktion der Seitenlänge, so könnte eine noch so
kleine Meßungenauigkeit einen sprunghaften Anstieg des Fehlers in der Massenberechnung zur
Folge haben. Das würde im Endeffekt bedeuten, daß Messungen keinen Sinn haben.

(2) Bei einer Rechnung, welche am Taschenrechner oder Computer numerisch durchgeführt
wird, werden anstatt der genauen Zahlen meistens Näherungen in Gleitkommazahlen verwendet.
Falls nun diese Rechnungen keine Resultate in stetiger Abhängigkeit von den Eingaben liefern,
hätten die Rechnungen mit dem Taschenrechner oder dem Computer keinen Sinn, weil noch so
kleine Fehler in den Eingaben sprunghaft große Fehler in den Resultaten liefern.

Wenn man bedenkt, daß diese wichtigen Punkte auch für jeden mathematischen Laien
selbstverständlich sind, dann resultiert daraus, daß Stetigkeit etwas sehr Natürliches ist, was also
nicht besonders betont zu werden braucht.
Zu einer unstetigen Funktion kommt man nur durch eine "willkürliche Definition" der Funktion,
bei der an der Unstetigkeitsstelle der Funktionswert definiert sein muß.
Die typischen Unstetigkeitsstellen in Skizzen angedeutet:
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a

f(a)

     
a

f(a)

Zum Punkt  (2)  muß gesagt werden, daß eine ähnliche Schwierigkeit allerdings bei Funktionen
auftritt, welche einen eingeschränkten Definitionsbereich haben. Dies hat allerdings nichts mit
dem Stetigkeitsbegriff zu tun. Dazu die wichtigsten zwei Bespiele:
(a) Der Ausdruck  ËÈÈx  kann nur berechnet werden, wenn  x≥0  ist. Von der Natur der Sache
her kann diese Bedingung wohl erfüllt sein. Wenn aber  x  theoretisch  sehr nahe bei  0  liegt und
wenn  x  als Resultat einer Rechnung (oder Messung)  gewonnen wird, so kann es in der Praxis
leicht sein, daß  x<0  ist. Dann bekommen wir einen Runtime-Error.
(b) Analoges gilt für den Ausdruck  1/x. Er kann nur für  x£0  berechnet werden.
Hier kommen wir ebenfalls auf einen Runtime-Error, wenn sich, durch Ungenauigkeiten
bedingt, die Situation  x=0  ergibt.

Zur Prüfung der Stetigkeit einer Funktion
Wie bereits angekündigt, bedarf die Prüfung der Stetigkeit einer Funktion keiner besonderen
Anstrengungen und insbesondere keiner Diskussionen mit Hilfe von  e  und  d.
Wir analysieren diese Problematik an Hand der Liste 1 der Funktionen in der Schule.
Eine besonders genaue Beschreibung der Vorgangsweise finden Sie in   LK  3.1.(48)ff.
(1) Die konstanten Funktionen, also etwa  f:¸–¸:t—5  ist stetig schlechthin:

Ist   aæ¸  und 5ak=a, so gilt  5f(ak)=55=5=f(a).

(2) Die identische Funktion, also die Funktion  f:¸–¸:t—t  ist stetig schlechthin.
Ist   aæ¸  und 5ak=a, so gilt  5f(ak)=5ak=a=f(a).

(3) Produkte von Funktionen, welche vom Typ  (1)  oder  (2)  sind, also
z.B.  f:¸–¸:t—5.t3,  sind stetig schlechthin.
Hier verwendet man die Grenzwertsätze.
Ist   aæ¸  und 5ak=a, so gilt  5f(ak)=55.(ak)3=5.a3=f(a).

(4) Die Polynomfunktionen, also z.B.  f:¸–¸:t—5.t3+2.t5,  sind stetig
schlechthin. Es ist nun klar, wie dies wiederum mit den Grenzwertsätzen folgt.

(5) Die rationalen Funktionen, z.B.

f:¸\{1}–¸:t—
5.t3+2.t5

1-t
  sind stetig schlechthin!!!

Die Zahl  1  tritt in diesem Beispiel nicht als Argument auf, kann daher keine 
Unstetigkeitsstelle sein. Man argumentiert also wieder mit den Grenzwertsätzen.

(6) Die "technische" Funktion Absolutbetrag

||:¸–¸:t—{ t falls t≥0

-t falls t<0
  ist stetig.
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Hier muss genau genommen eine etwas knifflige Argumentation vorgenommen werden.
Vergleiche dazu  LK.  2.8.(4)  und  1.1(33).
Die Sache wird übersichtlicher und der Schule angepasster, wenn man den Beweis für
negative Argumente, für das Argument  0  und für positive Argumente jeweils getrennt 
durchführt.

(7) Die "technische" Funktion  Signum (=Vorzeichen)

sign:¸–¸:t—{ 1 falls t>0
0 falls t=0

-1 falls t<0
) .

x

sign (x)

0

1

-1

ist ein signifikantes Beispiel für eine Funktion mit einer Unstetigkeitsstelle, nämlich beim
Argument  0.
Die Folge der Argumente  «1/1, 1/2, 1/3,9»  konvergiert gegen das Argument  0.
Die entsprechende Folge der Funktionswerte, also  «1, 1, 1,9»  konvergiert gegen  
die Zahl  1, welche aber nicht der Funktionswert bei  0, nämlich  0  ist.



Inhaltsverzeichnis 23

R.Liedl:  Differential- und Integralrechnung in der Schule   27. August 1956  20:49 Uhr

(8) Die "technische" Funktion Gaußklammer (=größtes Ganzes)
[]:¸–ˇ:t—n  wobei  n≤t<n+1  ist in jedem Punkt  næˇ  unstetig.

x

[x]

Zur Bestätigung dieser Tatsache wähle man  «n-1/1, n-1/2, n-1/3,9»  als Folge von
Argumenten.

(9) (a) Die Wurzelfunktionen
Á=ËÈÈ:[0, Á)–[0, Á), Ê:¸–¸, Î:[0, Á)–[0, Á),9,

welche wir als Umkehrfunktionen der Potenzen (oder als

ÂÈÈx=exp ( 1
n .ln (x))  für  0<x)  gegeben haben, sind stetig schlechthin.

Will man die Stetigkeit dieser Funktion getrennt von ihrer Definition durch 
Exponentialfunktion und Logarithmus behandeln, so bleibt z.B. die Vorgangsweise wie in
LK.  3.1.(9)  und  3.1.(18), bzw. 3.4.(2). Dieser Aufwand wird sich wohl nicht lohnen.

(10) Die Exponentialfunktion  exp:¸—�, welche wir als Potenzreihe
(="Polynomfunktion vom Grad  Á") gegeben haben, ist wie jede Potenzreihe
innerhalb ihres Konvergenzbereiches stetig. Der Konvergenzbereich ist ganz  ¸.
Somit ist die Exponentialfunktion stetig schlechthin.
Ihre Umkehrfunktion, der Logarithmus, ist als Umkehrfunktion einer stetigen Funktion 
wiederum stetig. Man vergleiche dazu  LK.  3.4.(2).

(11) Die trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen (Potenzreihen)  sind stetig
schlechthin. Es gilt das bei der Exponentialfunktion Gesagte sinngemäß.

(12) Die Hyperbelfunktionen und deren Umkehrfunktionen (Potenzreihen)  sind stetig 
schlechthin. Es gilt wiederum das bei der Exponentialfunktion Gesagte sinngemäß.

(13) Das Gaußsche Fehlerintegral (vergl. LK.  8.4.(8)), welches wir als bestimmtes, 
uneigentliches Integral mit variabler oberer Grenze gegeben haben, ist stetig schlechthin. 
Der Beweis dafür ist derselbe wie für bestimmte Integrale und kann bei LK. 4.6.(5)  
nachgelesen werden.

(14) Schließlich werden alle diese Funktionen noch mit
+, -, ., :  und durch ° (=Einsetzen ineinander) verknüpft.

Dies führt uns auf Beschreibung dieser Funktionen mittels Termen (vergl. LK.  
3.1.(47)), welche es uns in der mathematischen Praxis erlaubt, die Stetigkeit von 
Funktionen, welche mit Termen  beschrieben sind, sofort zu erkennen. Die schlußendliche
Erkenntnis (vergl. LK. 3.1.(48))  lautet nämlich:

Satz 4: Ist  f  eine Funktion, welche durch einen Term beschrieben werden kann, bei dem außer
Variablensymbolen für reelle Zahlen und Konstantensymbolen für reelle Zahlen nur noch
Symbole für stetige Funktionen sowie  +, -, ., :, °  vorkommen, so ist   f  eine stetige
Funktion.

Betrachtet man nun diese Darlegungen retrospektiv, so sieht man, daß außer im Zusammenhang
mit den technischen Funktionen  sign  und  [] (=Gaußklammer)  nur stetige Funktionen in der
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Schule vorkommen. Hier erhebt sich dann die Frage, ob es in der Schule nicht viel sinnvoller ist,
auf die speziellen Eigenheiten dieser beiden Funktionen bezüglich ihrer Unstetigkeit
hinzuweisen, anstatt des Langen und des Breiten über Stetigkeit zu referieren.
Achtung:
Vor einer populärwissenschaftlichen nicht schriftlich festgelegten Beschreibung der Stetigkeit
muß allerdings gewarnt werden:
Die beiden Funktionen

f:¸\{0}–¸:x—1/x  und  g:¸\{0}–¸:x—sign (x)
sind stetig schlechthin, denn die jeweils als Unstetigkeitsstelle in Frage kommende  0  ist in
beiden Fällen kein Argument der Funktion und somit auch kein Unstetigkeitsargument. Daher
kann man Unstetigkeit nicht einfach als sprunghaftes Verhalten der Funktion
beschreiben.

f(x)=1/x f(x)=sign(x)

So gesehen, sind die mathematisch wissenschaftlichen Begriffe der Stetigkeit und der
Unstetigkeit höchst technische Begriffe der Hochschulmathematik, welche in ihren speziellen
Formulierungen nicht dem natürlichen Empfinden entsprechen.

6. Differenzierbarkeit

Dieser Begriff wird in der Schule auch normalerweise ohne Epsilontik eingeführt.
Es ist in der Mathematik eine unumstößliche Konvention, daß als Ableitungen nur reelle Zahlen
(also nicht  ±Á)  auftreten dürfen.
Was muß vorliegen, damit es sinnvoll ist, von Differenzierbarkeit zu sprechen?
1. Es muß eine Funktion  f:A–¸, wobei  Aœ¸  und  A  unendlich viele Punkte hat,
gegeben sein.
2. Es muß ein Punkt  aæA  gegeben sein, für den es mindestens eine Folge

«a1, a2,9»  von Punkten  akæA  mit  ak£a  für alle  kæ›  gibt, sodaß
5ak=a  gilt. Man nennt so einen Punkt  a  einen Häufungspunkt der Menge  A.

Nun definiert man:

Definition 12: Die Funktion  f:A–¸  ist im Argument  a  differenzierbar, wenn
(1)  Für jede Folge «a1, a2,9»  von Punkten  akæA  mit  ak£a  und 5ak=a

der Grenzwert

5f(ak)-f(a)
ak-a

æ¸  existiert und

(2)  dieser Grenzwert unabhängig von der gewählten Folge immer die gleiche reelle Zahl ist.
Diese reelle Zahl heißt dann die Ableitung oder der Differentialquotient der Funktion  f
im Argument  a  und man schreibt dafür

f@(a)≠
df
dx (a)≠5

f(ak)-f(a)
ak-a

.
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Ist die Funktion in jedem Argument  aæA  differenzierbar, so sagt man, daß die Funktion über
(ganz)  A  differenzierbar ist.
Sind  f:A–¸  und  aæA  derart, daß die Einschränkung

f|(-Á, a]ÆA  im Argument  a  differenzierbar ist, so heißt die Ableitung

(f|(-Á, a]ÆA)@(a)  die linksseitige Ableitung von  f  im Argument  a  und man

schreibt z.B.
f@l(a)≠(f|(-Á, a]ÆA)@(a).

Analog: Sind  f:A–¸  und  aæA  derart, daß die Einschränkung
f|[a, Á)ÆA  im Argument  a  differenzierbar ist, so heißt die Ableitung

(f|[a, Á)ÆA)@(a)  die rechtsseitige Ableitung von  f  im Argument  a  und man

schreibt z.B.
f@r(a)≠(f|[a, Á)ÆA)@(a).

Bemerkung:
(1) Um von der Differenzierbarkeit einer Funktion  f:[a, b]–¸  mit  a, bæ¸  und  a<b
sprechen zu können, braucht man also keine rechtseitige Ableitung bei  a  und keine linksseitige
Ableitung bei  b. Es genügt die normale Ableitung, auch bei  a  und  b.
(2) In der bürgerlichen Praxis kommt es aber sehr oft vor, daß man von rechts- bzw.
linksseitiger Ableitung sprechen muß, nämlich bei den Funktionen, deren Graph einen "Knick"
aufweisen".
Beispiel 22: Knick beim Argument  c.

r

a bc

Die Radiusfunktion  r  dieses Drehkörpers ist über dem Intervall  [a, b]  definiert und dort
überall stetig. Die Differenzierbarkeit liegt in allen Argumenten, mit Ausnahme des Argumentes  c
vor. Im Argument  c  haben wir aber doch noch eine rechtseitige und eine linksseitige Ableitung.
Es gilt im Einzelnen:

f@(x)=0  für  alle  xæ[a, c)  und  f@(x)=-1  für  alle  xæ(c, b].
f@r(x)=0  für  alle  xæ[a, c)  und  f@r(x)=-1  für  alle  xæ[c, b).
f@l(x)=0  für  alle  xæ(a, c]  und  f@l(x)=-1  für  alle  xæ(c, b].

Bitte machen Sie daraus in der Schule keine Wissenschaft!

Wir stellen also fest, daß wir bis einschließlich des Begriffes der Ableitung ganz ohne Epsilontik
gekommen sind und alles auf den Begriff der konvergenten Folgen zurückführen konnten.
Dies hat überdies den didaktischen Vorteil, daß der Begriff der konvergenten Folge durch
Wiederholung gut eingeübt wird.

7. Unendliche Zahlenreihen

Bei der Definition der Zahlenreihen in der Schule stößt man immer wieder auf einen Punkt,
welcher dem Schüler Schwierigkeiten bereitet:
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"Wie kann es sein, daß bei einer Addition von unendlich vielen positiven Zahlen eine positive
Zahl und nicht  Á  als Ergebnis auftritt?"
Dazu ein überzeugendes
Gedankenexperiment:
Wir stellen uns einen Bindfaden der Länge  1  vor. Mit der Schere wird der Faden in eine linke
und eine rechte Hälfte geschnitten. Die linke Hälfte wird in eine Schachtel gegeben, die rechte
Hälfte wird noch einmal halbiert, und zwar in ein linkes und ein rechtes Viertel. Das linke Viertel
wird ebenfalls in die Schachtel gelegt. Das rechte Viertel wird noch einmal halbiert, und zwar in
ein linkes und ein rechtes Achtel. Das linke Achtel kommt wieder in die Schachtel, das rechte
Achtel wird wieder halbiert 9  u.s.w. ad infinitum.
Die Bindfadenstücke in der Schachtel haben die Längen

1
2

, 
1
4

, 
1
8

, 
1
16

,9.

Die Gesamtlänge der Bindfäden in der Schachtel ist der Reihe nach

s1≠
1
2

,

s2≠
1
2
+

1
4
=

3
4

,

s3≠
1
2
+

1
4
+

1
8
=

7
8

,

s4≠
1
2
+

1
4
+

1
8
+

1
16
=

15
16

, u.s.w.

Die jeweils verbleibenden rechten Stücke haben die Längen
1
2

, 
1
4

, 
1
8

, 
1
16

,9.

Diese Längen bilden eine Folge von reellen Zahlen

vn=( 1
2
)n
=

1
2n   (n=1, 2, 3,9), für die  [vergl. LK. 2.9.(6)]  4vn=0  gilt.

Die Gesamtlängen der Bindfäden in der Schachtel bilden eine Folge reeller Zahlen
sn=1-vn  (n=1, 2, 3,9),  für die  4(1-vn)=1  gilt. Es ist also

4( 1
2
+

1
4
+

1
8
+

1
16
+9+

1
2n )=4sn=4(1-vn)=1-4vn=1-0=1.

✂ ✂ ✂ ✂

s1

s2

s3

s4

1/2 1/4 1/8 1/16

1

Es werden folgende Bezeichnungen gebraucht:

Der Ausdruck  
1
2
+

1
4
+

1
8
+

1
16
+9  (mit  12-k  abgekürzt)  heißt (unendliche) Reihe.

Die Zahl  1  heißt Wert der Reihe, und man schreibt
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1
2
+

1
4
+

1
8
+

1
16
+9=12-k=1.

Die Folge  
1
2

, 
1
4

, 
1
8

, 
1
16

,9   heißt die Folge der Glieder der Reihe.

Die Folge  « 1
2

, 
1
2
+

1
4

  (= 3
4
), 

1
2
+

1
4
+

1
8

  (= 7
8
),9» 

 

heißt die Folge der

Partialsummen der Reihe.

Allgemein lautet die Definition:
Definition 13:
Ist  a1, a2, a3,9  eine Folge von reellen Zahlen, so heißt der Ausdruck

a1+a2+a3+9  eine (unendliche) (Zahlen-)Reihe, und die Folge
a1, a2, a3,9   heißt die Folge der Glieder der Reihe. Die Summe
sn≠a1+a2+9+an  (næ›)  heißt die  n-te Partialsumme der Reihe.

Die Folge
a1, a1+a2, a1+a2+a3,9   also  s1, s2, s3,9   heißt die Folge der Partialsummen

der Reihe, und falls die Folge der Partialsummen der Reihe gegen ein Element
Sæ2  konvergiert, so heißt dieses Element der (Grenz-) Wert der Reihe.

Sowohl die Reihe als auch deren Wert (falls er existiert) werden mit  1ak  abgekürzt.

Eine Reihe wird intuitiv als eine unendliche Summe  a1+a2+a3+9  der Glieder einer
Folge

«a1, a2, a3,9» aufgefaßt  [vergl. aber  2.12(5b)].
Wegen der Analogie zu den endlichen Summen, bezeichnet man diese auch als endliche
Reihen.
Aus der Folge  «s1, s2, s3,9»  der Partialsummen ist sofort wieder die ursprüngliche Folge

«a1, a2, a3,9»  rekonstruierbar, nämlich
a1=s1, a2=s2-s1, a3=s3-s2,9.

Daher sind Folgen und Reihen letztlich gleichwertige mathematische Werkzeuge.

Wichtige Beispiele:
(1) Das Verhalten der "geometrischen Zahlenreihe"

0ak  hängt von der Wahl von  aæ¸  ab.

Für alle  aæ¸  gilt
(1+a+a2+9+an).(1-a)=1-an+1.

Für  |a|<1  folgt daher

0ak=4(1+a+a2+9+an)=41-an+1

1-a
=

1
1-a

.

Für  a=1  folgt  0ak=1+1+1+9=Á.

Für  1<a  ist  a=1+h  mit  h>0. Daher ist

ak=(1+h)k=1+(k
1
).h+(k

2
).h2+9+(k

k
).hk=1+k.h+r  mit  r>0.

Es folgt also  5ak≥51+k.h=Á. Somit folgt auch  0ak=Á.

Für  a=-1  existiert  0ak=+1-1+1-1+9  nicht.
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Ebenso existiert für  a<-1  wegen

a2>1, a3<-1, a4>1, a5<-1,9  kein Wert von  0ak.

Wir werden auf diese Erkenntnisse bei der Potenzreihe, welche geometrische Reihe heißt,
zurückkommen.
(2) Die harmonische Reihe  1+2+3+4+9  ist ein Beispiel für eine Zahlenreihe,
deren Glieder zwar gegen  0  gehen,  welche aber trotzdem nicht konvergiert. Es gilt nämlich

1+2+3+4+9=1+2+(3+4)+(5+6+7+8)+(9+9+ 1
16
)+9≥

≥1+2+2+2+9=Á.

Numerische Berechnung von Zahlenreihen:
Rechnet man auf dem Taschenrechner oder dem Computer

1+2+3+4+9=(((((1+2)+3)+4)+5)+6)+9, so wird man

feststellen, daß die Partialsummen einen bestimmten endlichen positiven Wert nicht
überschreiten, anstatt, wie man eigentlich erwarten würde, zu sehen, daß die Partialsummen
gegen den Wert  Á  streben. Man kommt nämlich während dieser Rechnung zu einem  næ›,
für das

�1
k

  schon so groß und die Zahlen  1
n+1

, 1
n+2

, 1
n+2

,9  schon so klein sind, daß

der Rechner die Ergebnisse

�1
k
+ 1

n+1
=�1

k
, (� 1

k
+ 1

n+1
)+ 1

n+2
=�1

k
+ 1

n+2
=�1

k
,9

liefert, weil er die weiteren Folgenglieder gegenüber der schon erreichten Summe gleich  0  setzt.
Der gleiche Fehler tritt auch bei jeder konvergenten Zahlenreihe  a1+a2+a3+9  auf.
Um bei konvergenten Zahlenreihen  a1+a2+a3+9 ein angenähert gutes Resultat zu erhalten
muß man den Grenzwert der Folge

a1, a2+a1, (a3+a2)+a1, ((a4+a3)+a2)+a1, (((a5+a4)+a3)+a2)+a1,9
betrachten.

Übungsaufgaben (Siehe Anhang): (6) - (10)

Die unendlichen Dezimalzahlen
Es ist unsinnig zu glauben, daß man den Begriff der undendlichen Dezimalzahlen erst dann
versteht, wenn man den Oberbegriff der unendlichen Folgen bzw. Reihen versteht. Ein Kind
muß ja auch nicht wissen, was ein Plazentatier ist, bevor es begreift, was ein Mensch ist. Aber es
ist nützlich, bei den Folgen bzw. unendlichen Reihen auf die folgenden Tatsachen hinzuweisen:

Satz 5: Ist
a=t1 t29 tm, s1 s2 s39  (ti, skæ{0, 1, 2,9, 9})  eine unendliche Dezimalzahl,

so ist mit
j≠«t1 090, 0 0 09, t1 t290, 0 0 09,9, t1 t29 tm, 0 0 09,
t1 t29 tm, s1 0 09, t1 t29 tm, s1 s2 09, t1 t29 tm, s1 s2 s39,9 »

einerseits
a=4j(n)

und andererseits
a=t1.10m-1+t2.10m-2+9+tm.100+s1.10-1+s2.10-2+s3.10-3+9.
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Die Vollständigkeit der reellen Zahlen
Die Vollständigkeit der reellen Zahlen kann kein Thema des Mathematikunterrichtes in der Schule
sein. Andererseits wird (natürlich unausgesprochen) auf die Vollständigkeit der reellen Zahlen
auch in der Schule sehr oft Bezug genommen.
Um dieses Dilemma zu lösen, ist es am zweckmäßigsten, die reellen Zahlen so aufzufassen, daß
ihre Vollständigkeit als selbstverständlich erscheint. Der einfachste und der mathematischen
Praxis am nächsten liegende Weg ist dabei die Identifizierung der reellen Zahlen mit den
unendlichen Dezimalbrüchen (=unendliche Dezimalzahlen).
Dann lautet das (für Schüler unmittelbar einsichtige) Vollständigkeitstheorem in einer
konstruktiven Fassung:

Satz 6: Ist  «t1, t2,9, tm, s1, s2, s3,9>  eine Folge von Dezimalziffern aus {0, 1, 2,9,
9}, so ist

a≠t1 t29 tm, s1 s2 s39æ  ̧ eine Dezimalzahl.

8. Die Funktionen in der Schule

In der bürgerlichen mathematischen Praxis gibt es nicht allzu viele Funktionen vom Typus
f:A–¸  mit  Aœ¸.

Wir können sie leicht aufzählen:

Liste 1:
(1) Die konstanten Funktionen, also etwa  f:¸–¸:t—5.

(2) Die identische Funktion, also die Funktion  f:¸–¸:t—t.

(3) Produkte von Funktionen, welche vom Typ  (1)  oder  (2)  sind.
Diese Funktionen heißen Monome, z.B.  f:¸–¸:t—5.t3.

(4) Summen von Monomen. Diese Funktionen heißen Polynomfunktionen,
z.B.  f:¸–¸:t—5.t3+2.t5.

(5) Quotienten von Polynomfunktionen. Diese Funktionen heißen rationale Funktionen,

z.B.  f:¸\{1}–¸:t—
5.t3+2.t5

1-t
.

(6) Die "technische" Funktion Absolutbetrag

||:¸–¸:t—{ t falls t≥0

-t falls t<0
 .

(7) Die "technische" Funktion Signum (=Vorzeichen)

sign:¸–¸:t—{ 1 falls t>0
0 falls t=0
-t falls t<0 

.

(8) Die "technische" Funktion Gaußklammer (=größtes Ganzes)
[]:¸–ˇ:t—n  wenn  n≤t<n+1

Diese Funktionen bezeichne ich deswegen als "technische" Funktionen, weil sie im wesentlichen
dazu dienen, ohne Fallunterscheidungen weitere Funktionen hinschreiben zu können wie z.B.
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f:¸–¸:x—{ x2

-x2

falls x≥0

falls x<0

durch

f(x)=sign (x).x2.

(9) Die Wurzelfunktionen
Á=ËÈÈ:[0, Á)–[0, Á), Ê:¸–¸, Î:[0, Á)–[0, Á),9,

welche wir als Umkehrfunktionen der Potenzen oder als

ÂÈÈx=exp ( 1
n .ln (x))  für  0<x  gegeben haben [vergl. 10.(b)].

(10) (a) Die Exponentialfunktion und der Logarithmus, welche wir als
Potenzreihen  (="Polynomfunktionen vom Grad  Á")  gegeben haben:

exp (x)≠1+x+
x2

2!+
x3

3!+9 für alle  xæ¸.

ln (1+x)≠x-
x2

2
+

x3

3
+9 für  |x|<1.

(b) Die allgemeinen Exponentialfunktionen
ax≠exp (x.ln (a))  mit  a>0  und für alle  xæ¸.

(11) Die trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen (Potenzreihen).

(12) Die Hyperbelfunktionen und deren Umkehrfunktionen (Potenzreihen).

(13) Das Gaußsche Fehlerintegral, welches wir als bestimmtes, uneigentliches Integral mit
variabler oberer Grenze gegeben haben.

Unter den Funktionen mehrerer Variabler sind mit großem Abstand die weitaus
wichtigsten die sogenannten "Rechenoperationen"

+:¸fi¸–¸:(x, y)—x+y
-:¸fi¸–¸:(x, y)—x-y
.:¸fi¸–¸:(x, y)—x.y
/:¸fi(¸\{0}):(x, y)—x/y

Bezüglich einer ausführlichen Behandlung aller dieser Funktionen siehe
Liedl-Kuhnert: Analysis in einer Variablen  = LK  im Zitat.

Schließlich werden die Funktionen in einer Variablen noch mit
+, -, ., :  und durch ° (=Einsetzen ineinander = Hintereinanderausführung)

verknüpft.

Dies führt zum Begriff Funktionsterm (kurz Term), welchen in der Schule einzuführen ich
wärmstens empfehle. (Durch die Eigenheiten des Bourbakistischen Aufbaus der Mathematik ist
es lange Zeit nicht mehr üblich gewesen, sich auf die syntaktische Struktur mathematischer Sätze
und Formeln zu beziehen. Dies ist durch die Emanzipation der mathematischen Logik und durch
die Bedürfnisse der Imformatik nun wieder überwunden, und daher können viele Sachverhalte
wieder einfacher und klarer beschrieben werden.)
Die Definition von Funktionstermen geschieht am besten induktiv:
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(1) Variable wie  x, y, z, t,9 sind Funktionsterme,
Konstante wie  a, b, 1, 3, p,9  sind Funktionsterme.

(2) Sind  f, g, h,9  Funktionszeichen und ist  t  ein Funktionsterm, so ist auch
f(t)  ein Funktionsterm.

Sind  s, t  Funktionsterme, so sind auch

s+t, s-t, s.t, 
s
t    Funktionsterme.

Beispiele 23: Die folgenden Ausdrücke sind Funktionsterme

x, 3, ËÈÈ2, sin (x+y), exp(a), 
ex

1+x2  .

Beispiele 24: In zwei Variablen haben wir die "technischen" Funktionen  max  und  min, für
welche im Zusammenhang mit dem Absolutbetrag gilt:

max:¸fi¸–¸:(x, y)—
x+y

2 +
|x-y|

2  ,

min:¸fi¸–¸:(x, y)—
x+y

2 -
|x-y|

2  ,

||:¸–¸:x—max (x, -x).
Bei den Funktionen  max und  min  ist auch üblich,

max {x, y}  bzw. min {x, y}  anstatt  max (x, y)  bzw.  min (x, y)  zu schreiben.

§3. Funktionenreihen und die
elementartranszendenten Funktionen

Funktionenreihen dienen der Definition und der Berechnung von neuen Funktionen.
Es gibt für die Schule nur zwei Typen von Funktionenreihen:
(1) Die Potenzreihen (Polynomfunktionen vom Grad unendlich)
(2) Fourier-Reihen

1. Potenzreihen

Potenzreihen sind Reihen der Form

f(x)=0ak.(x-m)k

Die Zahlen  ak heißen die Koeffizienten  der Potenzreihe, und die Zahl  m  heißt der
Mittelpunkt der Potenzreihe.
In der Schule und in den meisten physikalischen Anwendungen kommt nur der Fall  m=0  vor.
Deswegen genügt es für uns, die Potenzreihen als Reihen der Form

f(x)=0ak.xk  zu betrachten.

Wichtig ist:
(1) Die Potenzreihe definiert nur dann für ein  aæ¸  einen Funktionswert, wenn die
Zahlenreihe

0ak.ak≠4(0ak.ak)  gegen eine reelle Zahl  b  konvergiert.

Dann ist
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f(a)=0ak.ak=b. Man sagt, die Potenzreihe konvergiert für  x=a.

Falls kein  bæ¸  als Grenzwert der Zahlenreihe auftritt, ist  f(a)  nicht definiert.

Man erklärt dem Schüler ohne Beweis, daß die Menge aller  a, für welche  f(a)  definiert ist, ein
Intervall (=Konvergenzintervall oder Konvergenzbereich) ist. Den Mittelpunkt dieses
Intervalls bildet  die Zahl  0 (weil in der Schule nur die Zahl  0  als Mittelpunkt einer Potenzreihe
auftritt). Die Länge dieses Intervalls sei gleich  2.r. Man nennt  r  den Konvergenzradius
der Potenzreihe.

(2) Der Konvergenzradius der Potenzreihe  r  kann  0, positiv reell oder +Á  sein.
Für das Argument  x=m=0  konvergiert jede Potenzreihe.
Für  |x|<r  konvergiert also die Potenzreihe.
Für  |x|=r  sind bei jeder Potenzreihe spezielle Konvergenzuntersuchungen anzustellen,
welche klären, ob Konvergenz vorliegt oder nicht.
Für  |x|>0  divergiert schließlich die Potenzreihe.

Die Funktion  f:(-r, +r)–¸:x—0akxk  ist stetig.

(3) Alle Potenzreihen, welche in der Schule besprochen werden, leiten sich entweder von der
geometrischen Reihe oder von der Exponentialreihe her. Als allgemeine Potenzreihen treten noch
eventuell die Taylorreihen auf.

Die geometrische Reihe ist die Reihe
1

1-x
=0xk=1+x+x2+x3+9 mit dem Konvergenzradius  r=1.

Für  x=1  und für  x=-1  divergiert allerdings die geometrische Reihe. Wir haben dies schon
bei der geometrischen Zahlenreihe untersucht.

Die Exponentialreihe ist die Reihe

exp (x)=0xk

k!   mit dem Konvergenzradius  Á.

(4) Die Ableitung von Funktionen, welche durch Potenzreihen definiert sind, kann durch
gliedweises Differenzieren der Potenzreihe erhalten werden.
Eine Stammfunktion einer Funktion, welche durch eine Potenzreihe definiert ist, kann
durch gliedweises Integrieren der Potenzreihe erhalten werden.
Bei beiden Operationen ist der Konvergenzradius der alten Potenzreihe gleich dem
Konvergenzradius der neuen Reihe.
(5) Die geometrische Reihe kann folgendermaßen gewonnen werden:
Es gilt

(1+x+x2+9+xk).(1-x)=
=(1+x+x2+9+xk)-(x+x2+x3+9+xk+1)=1-xk+1 .

Daher ist

1+x+x2+9+xk=
1-xk+1

1-x
.

Genau dann, wenn  |x|<1,  geht für  k÷Á  die Zahl  xk+1  gegen  0.
Somit ist alles gezeigt.

(6) Die allgemeine Taylorreihe für Funktionen, welche durch eine Potenzreihe gegeben sind,
ist sehr leicht herzuleiten.
Sei also
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f(x)=0ak.xk, wobei der Konvergenzradius  r>0  angenommen wird.

Dann ist  f  mindestens über dem Intervall  (-r, r)  definiert.
In den Punkten  +r  und -r  ist, wie bereits gesagt, die Konvergenz der Reihe und somit die
Definition der Funktion a priori nicht gesichert. Wir schreiben nun ausführlich

f(x)=a0.x0+a1.x1+a2.x2+a3.x3+a4.x4+9 .
Durch gliedweises Differenzieren erhalten wir

f@(x)=1.a1+2.a2.x1+3.a3.x2+4.a4.x3+9 .
f”(x)=2.1.a2+3.2.a3.x+4.3.x2+9 .
f#(x)=3.2.1.a3+4.3.2.x1+9 ,  usw.

Setzen wir für  x=0  ein, so bekommen wir
f(0)=a0
f@(0)=1.a1
f”(0)=2.1.a2
f#(0)=3.2.1.a3   usw.

Mit  f(0)≠f  und  0!≠1  bekommt man die Formel für die Koeffizienten

ak=
f(k)(0)

k!   und die Taylorreihe lautet daher

f(x)=0 f(k)(0)
k! .xk.

Es wundert mich, daß diese einfache und so wichtige
Sache nicht in allen Schulen vorgeschriebener Unterrichtsstoff ist.

(7) Die Exponentialreihe gewinnt man leicht als Taylorreihe jener Funktion
f:¸–¸,

welche durch eine Potenzreihe dargestellt wird und die zwei Eigenschaften
(a) f(0)=1
(b) f@=f  hat.
Aus  (b)  folgt nämlich, daß

f=f@=f”=f#=9, und aus  (a)  folgt nun
1=f(0)=f@(0)=f”(0)=f#(0)=9.

Daraus folgt schließlich

exp (x)≠f(x)=0xk

k!  .

Auch die Konvergenz der Exponentialreihe läßt sich leicht abschätzen (nicht für die Schule
gedacht):  Wir nehmen zuerst  x>0  an.
Dann ist etwa  n≤x<n+1 für ein passendes  næ›•{0}.
Wir schreiben nun

f(x)=0xk

k!=

=$xk

k!+
xn+1

(n+1)!
+

xn+1

(n+1)!
.

x
n+2

+
xn+1

(n+1)!
.

x
n+2

.
x

n+3
+9.

Also

f(x)=($xk

k! )+ xn+1

(n+1)!
.(1+

x
n+2

+
x

n+2
.

x
n+3

+9).
Wir brauchen daher nur die Konvergenz der Reihe

(1+
x

n+2
+

x
n+2

.
x

n+3
+9)  zu untersuchen.

Nun ist  n  so groß gewählt worden, daß
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0<a≠
x

n+1
 <1.

Somit gilt auch
x

n+2
 <

x
n+1

 =a<1,  
x

n+3
<

x
n+2

 <
x

n+1
=a<1,9.

Es folgt also
x

n+2
<a, 

x
n+2

.
x

n+3
<a2,  

x
n+2

.
x

n+3
.

x
n+4

<a3,9.

Also

1+
x

n+2
+

x
n+2

.
x

n+3
+9≤1+a+a2+a3+9=

1
1-a

.

Somit konvergiert die Exponentialreihe für jedes positive  x, und sie hat daher den
Konvergenzradius  Á. Deswegen konvergiert sie für alle  xæ¸.
Die durch diese Potenzreihe beschriebene Funktion heißt die Exponentialfunktion.
Der Name "Exponential..."  wird später begründet.

Die berühmte Funktionalgleichung (wegen der die Exponentialfunktion von fundamentalem
Interesse ist)

exp (x).exp (y)=exp (x+y)  verifiziert man, indem man die Reihen einsetzt, die linke
Seite ausmultipliziert, und dann die entsprechenden Glieder von links und rechts vergleicht.
Also

exp (x).exp (y)=(1+x+
x2

2!+
x3

3!+9).(1+y+
y2

2!+
y3

3!+9).
Durch Ausmultiplizieren erkennen wir, daß
das konstante Glied des Produktes  gleich  1  ist,
der linearer Teil des Produktes  gleich  x+y  ist,

der quadratische Term des Produktes gleich  
x2

2!+
y2

2!+x.y  ist,

der Term 3.ten Grades des Produktes gleich: 
x3

3!+
y3

3!+x.
y2

2!+y.
y2

2!   ist, usw.

Andererseits gilt natürlich

exp (x+y)=(1+(x+y)+
(x+y)2

2! +
(x+y)3

3! +9)
und man sieht nun durch Vergleich, daß

1  das konstante Glied von  exp (x).exp (y)  ist,
(x+y)  der lineare Teil von  exp (x).exp (y)  ist,
(x+y)2

2!   der quadratische Term von  exp (x).exp (y)  ist,

(x+y)3

3!   der Term dritten Grades von  exp (x).exp (y)  ist, usw.

Nun schließt man zügig weiter:
Wegen

exp (x).exp (-x)=exp (x-x)=exp (0)=[aus der Reihe ablesbar]=1  folgt

exp (-x)=
1

exp (x)
  für alle  xæ¸.

Daraus sieht man, daß  exp (x)£0  für alle  xæ¸.
Nun folgt

exp (x)=exp (x/2).exp (x/2)=(exp (x/2))2>0  für alle  xæ¸.
Wir sehen unmittelbar aus der Reihe, daß für  h>0

exp (h)>1  gilt.
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Wegen  exp (h).exp (-h)=exp (0)=1, muß
exp (-h)<1  gelten.

Nun sieht man, daß die Exponentialfunktion streng monoton steigend ist:
Sind nämlich  x, yæ¸  und ist  x<y, so ist

y=x+h  mit  h>0. Daher folgt
exp (y)=exp (x+h)=exp (x).exp (h)>exp (x), weil  exp (h)>1  gilt.

Aus der Reihe ersieht man, daß  exp (1)>2  gilt. Daraus folgt
exp (n)=(exp (1))n>2n  und   0<exp (-n)<2-n.

Die Funktion  exp  nimmt also beliebig kleine und beliebig große positive Werte an.
Nun bräuchten wir den Zwischenwertsatz für stetige Funktionen [vergl. LK 3.2.(2)], um
beweisen zu können, daß die Funktion  exp  jede positive Zahl als Funktionswert
mindestens einmal annimmt.
Wir haben aber schon so viel bewiesen, daß die Bijektivität von

exp:¸–�  für jedermann plausibel sein sollte.

Der natürliche Logarithmus wird nun als Umkehrfunktion von  exp:¸–�, also durch
ln:� –¸:exp (x)—x  definiert.

Bei dieser Gelegenheit weise man darauf hin, daß
Im (exp)=Def (ln)=�.

Durch den Taschenrechner und den Computer allgemein hat der dekadische Logarithmus seine
Bedeutung für die händische Numerik verloren.
Der natürliche Logarithmus hingegen ist nach wie vor eine zentrale Funktion der höhe-
ren Mathematik und es existieren Verallgemeinerungen der Exponentialfunktion und des Loga-
ithmus auf höhere Rechenbereiche (Matrizen, Operatoren,9), welche tiefste Einsichten in
gruppentheoretisch formulierbare mathematische Disziplinen bringen.

Die wichtigste Eigenschaft des Logarithmus ist wiederum seine Funktionalgleichung
ln (x.y)=ln (x)+ln (y)  für alle  x, yæ�.

Es ist nämlich einerseits
exp (ln (x.y))=x.y,  und andererseits
exp (ln (x)+ln (y))=exp (ln (x)).exp (ln (y))=x.y, woraus die

Funktionalgleichung für den Logarithmus wegen der Bijektivität von  exp  unmittelbar folgt.
Damit kann nun auch die Funktion

aexp:¸–�:x—exp (x.ln (a))Fa(x)

für jedes  aæ�  effizient definiert werden.
Zu diesem Zeitpunkt haben wir in der Schule die Funktion

a.:Q–�:x—ax  schon elementar definiert, nämlich

(1) an≠a.9.a  (n  Faktoren), falls  næ›,

(2) a0≠1,

(3) a-n≠
1
an   falls  næ›,

(4) a1/n≠ÂÈÈa  falls  næ›,

(5) ap/q≠‰ÈÈap  falls  pæˇ  und  qæ›.

Nun zeigen wir, daß
ax=a(x)  für alle  xæQ  und können jetzt auch für irrationale  ræ¸  definieren
ax≠a(x).
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Dies kann so geschehen:
Für  næ›  gilt

a(n)=aexp (n)=exp (n.ln (a))=exp (ln (a)+9+ln (a))=
=exp (ln (a)).9.exp (ln (a))=
=a.9.a=an.

Weiters gilt
a(0)=aexp (0)=exp (0.ln (a))=exp (0)=1=a0.

Nun schließt man, daß für  n=1, 2,9
(a(1/n))n=(aexp (1/n))n=exp ((1/n).ln (a))n=
=exp ((1/n).ln (a)+9+(1/n).ln (a))=
=exp (ln (a))=a  und daß somit
a(1/n)=aexp (1/n)=ÂÈÈa=a1/n  gilt.

Somit folgt, daß für jede rationale Zahl  p/q  gilt
a(p/q)=aexp (p/q)=exp ((p/q).ln (a))=
=[p  Summanden]=exp ((1/q).a+9+(1/q).a)=
=(exp ((1/q).ln (a)))p

=(a1/q)p=ap/q.
Es ist daher naheliegend, in der Schule auch für irrationale Zahlen  ræ¸  die r-te Potenz
von  a  zu  definieren, und zwar durch

ar≠exp (r.ln (a))=a(r).

Alternative (technisch schwierige, aber sehr einsichtige) Vorgangsweise.
Wir verlangen, daß

a.:Q–¸  stetig zu einer Funktion
a.:¸–�  fortgesetzt wird.

Falls dies eindeutig mölich ist (!!!), haben wir dann:
Ist  p1/q1, p2/q2, p3/q3,9  eine Folge rationaler Zahlen, welche gegen eine reelle Zahl  r
konvergiert, so folgt wegen der Stetigkeit von  a.:¸–�

ar≠5apk/qk.

Somit ist  ar  auch als Grenzwert von Zahlen  apk/qk  zu gewinnen, welche ihrerseits mit
den elementaren Mitteln des Multiplizierens und q-ten Wurzelziehens definiert werden können.
Bezüglich einer genauen Darlegung (auch für komplexe  a  und  r) siehe  LK. 5.9.(22).
Somit ist für  a>0  die Funktion

aexp:¸–�:x—ax  definiert.
Die üblichen Regeln der Potenzrechnung sind schnell verifiziert.
Die Eulersche Zahl  e  wird  als

e≠exp (1)  definiert. Daraus folgt
ln (e)=1  und es folgt
ex=exp (x.ln (e))=exp (x).

Wir rechnen nun
(ax)@=exp (x.ln (a))@=[Kettenregel]=exp@ (x.ln (a)).ln (a)=
=exp (x.ln (a)).ln (a)=
=ax.ln (a).

Wegen
exp (ln (x))=x  folgt

(ohne Regel für die Differentiation der Umkehrfunktion zu bemühen - wir können auf diese in
der Schule verzichten, wenn wir fallweise wie folgt vorgehen)

(exp (ln (x)))@=x@, also [Kettenregel]

exp@ (ln (x)).ln@(x)=1, also
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(3) ln@(x)=
1

exp@ (ln (x))
 =

1

exp (ln (x))
=

1
x   für alle  xæ�.

Somit ist

ln (x)  eine Stammfunktion von  
1
x   auf  �.

Die geometrische Reihe ergibt für alle  tæ(-1, +1)  die Beziehung
1

1+t
=1-t+t2-t3+t4-9.

Es folgt also einerseits

W 1
1+t

dt=ln (1+t) |
0
v
=ln (1+v)-ln (1+0)=ln (1+v)  für alle  væ(-1, +1)  und

andererseits

W 1
1+t

dt=W(1-t+t2-t3+t4-9)dt=

=t-
t2
2+

t3
3-

t4
4+9|

0
v
=v-

v2

2 +
v3

3 -
v4

4 +9  ebenfalls für alle  væ(-1, +1).

Der Vergleich ergibt die sog. "Logarithmische Reihe".

ln (1+v)=v-
v2

2 +
v3

3 -
v4

4 +9 für  væ(-1, +1).

Damit können wir (ohne Regel nach de l'Hospital!) rechnen:

4(1+
x
n )n
=4exp (n.ln (1+x/n))=exp (4(n.ln (1+x/n)))=

=exp (4n.(x/n-(x/n)
2

2 +
(x/n)3

3 -9))=
=exp (4(x-x2/2n+x3/3n2+9))=exp (x). 

Wir haben in LK. 7.4.(13) ff. gezeigt, wie man die Regel nach de l'Hospital umgehen kann. Sie
sollte nicht mehr in der Schule gebracht werden.
Die mannigfaltigen Anwendungen des Logarithmus in der Praxis des täglichen
Lebens wie dekadischer Logarithmus, Rechenschieber, Logarithmus dualis, einfach und
doppelt logarithmische Papiere, Gesetz von Weber und Fechner, ph-Wert, seismische
Richterskala, Filmempfindlichkeiten, Schallpegel, Tonleitern, Lautstärke, musikalische
Lautstärkenangaben, DIN-A-Papierformate, logarithmische Zahlwörter, Verdünnungsangaben in
der Homöopathie finden Sie in LK. 5.2.(52) ff.

(8) Die Winkelfunktionen definiere ich in einer vereinfachten, schulgemäßen Version von
LK Kap.5§3. Dabei leite ich die Additionstheoreme für die Winkelfunktionen, die Ableitung der
Winkelfunktionen und die Taylorreihen der Winkelfunktionen her.

Definition:
p≠Fläche des Einheitskreises.

Man kann  p  näherungsweise durch Kästchenzählen gewinnen (also sehr elementar).
Das Kästchenzählen behandeln wir bei den Flächeninhaltsberechnungen.

Daraus folgt nun
2p=Umfang des Einheitskreises,

wenn man einen Kreisektor als eine Vereinigung von sehr kleinen Dreiecken betrachtet und auf
diese die Dreicksflächenformel anwendet. Aus der Skizze lesen wir dazu ab:
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Dx
1

H

1 x

Die Fläche des kleinen Dreieckes ist

F=
Dx.H

2
.

Für  Dx  gegen  0  geht  H  gegen  1.
Die Sektorfläche ist der Grenzwert der Summe der Dreieckflächen, und die Bogenlänge  x  ist der
Grenzwert der Summen der  Dx, wenn  Dx  gegen  0  geht.

Demnach ist die Sektorfläche gleich  
x
2

.

Für den vollen Einheitskreis bedeutet dies somit

p=
Umfang des Einheitskreises

2
.

Die Winkelfunktionen  sind am Dreieck mit Hypotenuse 1 ablesbar. Ebenso die Periodizität.
Demnach können wir zeichnen:

∆t

∆t

t0

0 π/2

1

t

P@

cos sin

t0

{

{P

Wir verwenden nun das Bogenmaß.
Es ist ja dadurch definiert, daß ein Sektor des Einheitskreises, welcher einen Winkel vom
Bogenmaß  x  hat, gerade jener Sektor ist, welcher den Flächeninhalt  x/2  hat (bzw. von einem
Bogen der Länge  x  begrenzt wird).

cos (x) 1

x

Fläche = x/2 si
n 

(x
)

ta
n 

(x
)

Radius = 1

Betrachtet man die Dreiecke
A  mit Grundlinie  cos (x)  und Höhe  sin (x)  und
B  mit Grundlinie  1  und Höhe  tan (x), so gilt
AœSektorœB  und daher für die Flächeninhalte
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Fl (A)≤Sektorfläche≤Fl (B), also
cos (x).sin (x)

2
≤

x
2
≤

1.tan (x)
2

, also nach Multiplikation mit  
2

sin (x)
>0,

cos (x)≤
x

sin (x)
≤

1
cos (x)

. Geht man von oben her mit  x  gegen  0, so erhält man

acos (x)≤a x
sin (x)

≤a 1
cos (x)

, also

1≤a x
sin (x)

≤1, woraus die wichtige Formel

a x
sin (x)

=1 und damit die wichtige Ableitung

(3) sin@(0)=8sin (h)-sin (0)
h =8sin (h)

h =(a x
sin (x)

)-1
=1  folgt.

Der Punkt  (1, 0)  in der Ebene  ¸2  wird bei einer Drehung der Ebene um den Ursprung mit

einem Winkel vom Maß  x  in den Punkt  U=(cos (x), sin (x))  übergeführt.

(1, 0)

sin (x)

cos (x)

x

U
(0, 1)

-sin (x)

cos (x)

x
V

Der Punkt  (0, 1)  in der Ebene  ¸2  wird bei einer Drehung der Ebene um den Ursprung mit ei-
nem Winkel vom Maß  x  in den Punkt  V=(-sin (x), cos (x))  übergeführt.
Die Drehung der Ebene um den Ursprung mit einem Winkel vom Maß  x  ist ein Vektorraumho-
momorphismus. Mit diesem Begriff wollen wir aber die Schüler nicht belasten. Doch anhand
einer Zeichnung sieht man sofort, daß

h(P+Q)=h(P)+h(Q)  und daß
h(l.P)=l.h(P)  für alle  P, Qæ¸2 und alle  læ¸  gilt.

h(P+Q)=h(P)+h(Q)

h(l.P)=l.h(P)

O

P

Q

l.P

h(P) P+Q

h(Q)

Daher wird ein allgemeiner Punkt
(a, b)=a.(1, 0)+b.(0, 1)  in der Ebene  ¸2  wird bei einer Drehung der Ebene um den

Ursprung mit einem Winkel vom Maß  x  in den Punkt
(a*, b*)=a.U+b.V=a.(cos (x), sin (x))+b.(-sin (x), cos (x))=9=
=(a.cos (x)-b.sin (x), a.sin (x)+b.cos (x))  übergeführt.

Für den Spezialfall  (a, b)=(1, 0)  hatten wir  a*=cos (x)  und  b*=sin (x).
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Dieser Punkt wird wiederum bei einer Drehung der Ebene um den Ursprung mit einem Winkel
vom Maß  y  in den Punkt

(a**, b**)=(a*.cos (y)-b*.sin (y), a*.sin (y)+b*.cos (y))=
=(cos (x).cos (y)-sin (x).sin (y), cos (x).sin (y)+sin (x).cos (y)) übergeführt.

 Man könnte zum Punkt  (a**, b**)  auch sofort vom Punkt  (1, 0)  aus gelangen, wenn man die
Ebene mit einem Winkel vom Maß  x+y  dreht. So würde man

a**=cos (x+y)
b**=sin (x+y)  rechnen.

Vergleicht man die beiden Resultate für den Fall  a=1  und  b=0, so findet man
(4) cos (x+y)=cos (x).cos (y)-sin (x).sin (y)  und
(5) sin (x+y)=sin (x).cos (y)+cos (x).sin (y).
Das sind die Additionstheoreme für die Winkelfunktionen.
Aus dem obigen rechtwinkligen Dreieck  A  mit Grundlinie  cos (x)  und Höhe  sin (x)  liest man
auch ab:

(cos (x))2+(sin (x))2=1  und durch Differentiation folgt
2.cos (x).cos@ (x)+2.sin (x).sin@ (x)=0.

Speziell für  x=0  folgt
2.1.cos@ (0)+2.0.1=0, woraus

(6) cos@ (0)=0  folgt.
Nun können wir für jedes Argument  x  die Ableitungen von  sin  und  cos  berechnen.
Es ist

sin@ (x)=8sin (x+h)-sin (x)
h =[Formel (5)]=

=8sin (x).cos (h)+cos (x).sin (h)-sin (x)
h =

=sin (x).8cos (h)-1
h +cos (x).8sin (h)

h =

=sin (x).cos@ (0)+cos (x).sin@(0)=[Formeln (6), (3)]=cos (x)  und es ist

cos@ (x)=8cos (x+h)-cos (x)
h =[Formel (4)]=

=8cos (x).cos (h)-sin (x).sin (h)-cos (x)
h =

=cos (x).8cos (h)-1
h -sin (x).8sin (h)

h =

=cos (x).cos@ (0)-sin (x).sin@(0)=[Formeln (6), (3)]=-sin (x).
Damit sind auch schon alle Ableitungen von  cos  und  sin  bekannt:

cos(0) (x)=cos (x), sin(0) (x)=sin (x),
cos@ (x)=-sin (x), sin@ (x)=cos (x),
cos” (x)=-cos (x), sin” (x)=-sin (x),
cos#(x)=sin (x), sin#(x)=-cos (x),
cos(4) (x)=cos (x)=cos(0) (x),9, sin(4) (x)=sin (x)=sin(0) (x),9,
cos (k+4)(x)=cos (k)(x),9. sin(k+4) (x)=sin (k)(x),9.
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Für die Ableitungen an der Stelle  0  gilt daher:

cos(0) (0)=1, sin(0) (0)=0,
cos@ (0)=0, sin@ (0)=1,
cos”(0)=-1 sin” (0)=0,
cos# (0)=0, sin#(0)=-1,
cos(4) (0)=cos(0) (0)=1,9, sin(4) (0)=sin(0) (x)=0,9,
cos (k+4)(0)=cos (k)(0),9. sin(k+4) (0)=sin (k)(0),9.

Insbesondere können wir nun die Taylorreihen für  sin  und  cos  angeben:

cos (x)=1-
x2

2!+
x4

4!-
x6

6! +
x8

8!-9

sin (x)=x-
x3

3!+
x5

5!-
x7

7! +
x9

9!-9

Wegen  0≤|cos (k)(0)|≤|exp (k)(0)|  hat die Cosinusreihe ebenso wie die Exponentialreihe
den Konvergenzradius  Á.
Wegen  0≤|sin (k)(0)|≤|exp (k)(0)|  hat auch die Sinusreihe ebenso wie die Exponentialreihe
den Konvergenzradius  Á.
Beide Reihen liefern für alle  xæ¸  den Wert von  sin (x)  bzw.  cos (x)  [vergl. LK 5.3.(31)].

Das Bürgerliche Gradmaß (2p=360o).
Will man mit mit dem Bürgerlichem Gradmaß arbeiten, so ergeben sich beim Differenzieren und
Integrieren Schwierigkeiten, welche man nur vermeiden kann, wenn man die
"Gradwinkelfunktionen" einführt.

Definition:

cosGrad(x)≠cos ( p
180 .x),

sinGrad(x)≠sin ( p
180 .x).

Es folgt

cosGrad@(x)=(cos ( p
180 .x))

@
=- p

180 .sin ( p
180 .x)=-

p
180 .sinGrad(x)  und

sinGrad@(x)=(sin ( p
180 .x))

@
=- p

180 .cos ( p
180 .x)=

p
180 .cosGrad(x).

Weiters ist

'cosGrad(x) dx=
180
2p .sinGrad(x)+C, sowie

'sinGrad(x) dx=-
180
2p .cosGrad(x)+C.

Ich empfehle, in der Schule beim Differenzieren und Integrieren das Bürgerliche Gradmaß zu
vermeiden, wie dies ja auch in der Wissenschaft so gemacht wird.

Auch für den Schulunterricht ist es besonders interessant, den Zusammenhang zwischen der Ex-
ponentialfunktion, den Winkelfunktionen und den Hyperbelfunktionen über das Komplexe zu
studieren. Zu diesem Zweck betrachten wir die Reihen auch für rein imaginäre Argumente.

Wegen  i2=-1, i3=-i, i4=1,9, 1k+4=ik,9  gilt
exp (ix)=
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=1+(i.x)+
(i.x)2

2! +
(i.x)3

3! +
(i.x)4

4! +
(i.x)5

5! +
(i.x)6

6! +
(i.x)7

7! +9=

=1+i.x-
x2

2!-i.
x3

3!+
x4

4!+i.
x5

5!-
x6

6!-i.
x7

7!+
x8

8!+9=

=cos (x)+i.sin (x).
Dies ist die berühmte Eulersche Formel.

Die Hyperbelfunktionen

cos (i.x)=1-
(i.x)2

2! +
(i.x)4

4! -
(i.x)6

6! +
(i.x)8

8! +9=

=1+
x2

2!+
x4

4!+
x6

6!+
x8

8!+9Fcosh (x).

Das ist die Cosinus-Hyperbolikusreihe, und

sin (i.x)=i.x-
(i.x)3

3! +
(i.x)5

5! -
(i.x)7

7! +
(i.x)9

9! -9=

=i.(x+
x3

3!+
x5

5!+
x7

7! +
x9

9!-9)Fi.sinh (x).

Das ist die Sinus-Hyperbolikusreihe.
Der Konvergenzradius ist für beide Reihen gleich  Á.

Aus den entsprechenden Reihen ersieht man unmittelbar:
cosh (-x)=cosh (x),
sinh (-x)=-sinh (x),

woraus sofort eine andere Definition der Hyperbelfunktionen erfließt:

cosh (x)=
exp (x)+exp (-x)

2   und

sinh (x)=
exp (x)-exp (-x)

2 .

Weiters kann man nun, entweder aus den Reihen oder aus den soeben hergeleiteten Beziehungen
ablesen, daß

cosh@ (x)=sinh@ (x)  und
sinh@ (x)=cosh@ (x).

Die Wichtigkeit der Hyperbelfunktionen besteht darin, daß sie einerseits die Differentialgleichung
y”=y  erfüllen und daß andererseits ihre Umkehrfunktionen, die Area- Hyperbolikus-

Funktionen, als Stammfunktionen gewisser Funktionen auftreten. Bezüglich einer genauen
Darlegung siehe  LK  Kap5 §9.

Numerische Berechnung von Potenzreihen:
Bei der Auswertung einer Potenzreihe

f(x)=a0+a1.x+a2.x2+a3.x3+a4.x4+9hat man als Partialsummen
Polynomfunktionen auszuwerten. So ist z.B. die  4.-te Partialsumme

p(x)=a0+a1.x+a2.x2+a3.x3+a4.x4  eine Polynomfunktion vom Grad  4.
Nun kann man bei der Auswertung von  p(x)  entweder mit  10 Multiplikationen also

p(x)=a0+a1.x+a2.x.x+a3.x.x.x+a4.x.x.x.x  rechnen
oder mit  4  Multiplikationen also

p(x)=(((a4.x+a3).x+a2).x+a1).x+a0  rechnen.
Es ist klar, daß die letztere Vorgangsweise die Methode der Wahl ist.

Übungsaufgaben (Siehe Anhang): (11) - (22)

2. Fourierreihen
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Wir setzen für  k=1, 2,9

hk:[-p, p]–¸:t—
1

ËÈÈp
·cos (k·t)

h-k:[-p, p]–¸:t—
1

ËÈÈp
·sin (k·t)

und

h0:[-p, p]–¸:t—
1

ËÈÈÈÈÈ2·p
  (konstant).

Die Koeffizienten  
1

ËÈÈp
  und  

1

ËÈÈÈÈÈ2·p
   sind Normierungskoeffizienten.

Es ist

7sin (n·t) dt=-
cos (n·t)

n
Ø=-( cos (n·p)

n
-

cos (-n·p)
n

)=0

für alle  næˇ\{0},

7cos (n·t) dt=
sin (n·t)

n
Ø=

sin (n·p)
n

-
sin (-n·p)

n
=0-0=0  für alle  næˇ\{0}

und

7sin (0·t) dt=70 dt=0  und  7cos (0·t) dt=71 dt=2·p.

Aus LK 5.6.(30a)-5.6.(30c)  folgt nun für  i, kæ{0, 1, 2,9}

7cos (i·t)·cos (k·t) dt=2·7(cos ((i+k)·t)+cos ((i-k)·t)) dt=

={ 0

p

2p

für i£k

für i=k£0

für i=k=0

,

7sin (i·t)·cos (k·t) dt =2·7(sin ((i-k)·t)+sin ((i+k)·t)) dt=0

und

7sin (i·t)·sin (k·t) dt=2·7(cos ((i-k)·t)-cos ((i+k)·t)) dt=

={ 0

p

0

für i£k

für i=k£0

für i=k=0

.

Daher gilt

7hi(t)·hk(t) dt={ 1,

0,

wenn i=k

wenn i£k
für alle  i, kæˇ.

Man schreibt (Kroneckersymbol)

7hi(t)·hk(t) dt=dik, wobei  dik={ 1,

0,

wenn i=k

wenn i£k
für alle  i, kæˇ.

Dies sind die sogenannten Orthonormierungs-Relationen der  hk.
Ist nun

f:[-p, p]–¸
eine beliebige stetige (oder auch nur stückweise stetige  [vergl. LK 8.1.(1)]) Funktion, so
machen wir mit unbestimmten Koeffizienten  ck  den Ansatz
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(3) f=`ck.hk.

Wir wählen nun ein  iæˇ  beliebig und multiplizieren  (3)  mit  hi. So bekommen wir

f.hi=`ck.hk.hi. Integrieren wir nun über das Intervall  [-p, p], so folgt

7f(x).hi(x) dx=7 c̀k.hk(x).hi(x) dx=`7ck.hk(x).hi(x) dx=

=`ck.7hk(x).hi(x) dx=[wegen der Orthonormierungs-Relationen der  hk]=

=`ck.dik=ci. Damit haben wir

ci=7f(x).hi(x) dx  für alle  iæˇ

(ci  heißt der  i-te Fourierkoeffizient der Funktion  f)  berechnet.

Bezeichnung:

Ist  {ak}kæˇ  eine Folge von Zahlen oder Funktionen, so verstehen wir unter  `ak

sowohl die Folge
a0, a0+a-1+a1, a0+a-1+a1+a-2+a2,9, das heißt die gewöhnliche Reihe

a0+1(a-k+ak)=a0+(a-1+a1)+(a-2+a2)+9

als auch deren Grenzwert (falls er in einem aus dem Zusammenhang hervorgehenden Sinn
existiert)  [vergl. LK 2.11.(2), 3.10.(1)].

Die Funktionenreihe (also die Folge der Partialsummen gemäß  LK 6.3.(64))

`ck·hk  heißt die Fourierreihe der Funktion  f.

Beispiel:
Sei  f:[-p, p]–¸:t—t. Es ist

7t·cos (k·t) dt=0  für  k=1, 2,9

7t·sin (k·t) dt=-
2·p·cos (k·p)

k
=

2·p·(-1)k+1

k
  für  k=1, 2,9

7t dt=0. Daraus folgt

ck=7t·
1

ËÈÈp
·cos (k·t) dt=0  für  k=1, 2,9

c-k=7t·
1

ËÈÈp
·sin (k·t) dt=-

2·ËÈÈp ·cos (k·p)

k
=

2·ËÈÈp·(-1)k+1

k
  für  k=1, 2,9

c0=7 t

ËÈÈÈÍ2p
dt=0.

Somit lautet die Fourierreihe für  f:[-p, p]–¸:t—t
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c̀k·hk(t)=2·(sin (t)-
sin (2t)

2
+

sin (3t)
3

-
sin (4t)

4
+9).

In der folgenden Skizze ist  f=1|[-p, p]:[-p, p]–¸:t—t

und  g≠S5:¸–¸:t—2·(sin (t)-
sin (2t)

2
+

sin (3t)
3

-
sin (4t)

4
+

sin (5t)
5

)
dargestellt.

−π π0

f
g

Man sieht, wie die Funktion  g  die Funktion  f  über dem Intervall  [-p, p]   approximiert. Die
Funktion  g  ist in natürlicher Weise über das Intervall  [-p, p]  hinaus auf ganz  ¸  als Defini-
tionsbereich periodisch fortgesetzt, weil die Funktionen  hk  periodisch sind.

Übungsaufgaben (Siehe Anhang): (23)

§4. Der Begriff der Ableitung

Wir haben es in der Schule und in den Anwenderdisziplinen nicht nur fast immer mit stetigen
Funktionen, sondern auch fast immer mit differenzierbaren Funktionen zu tun.
Für die Schule schlage ich einen einfachen Definitionsbereich (also ein Intervall oder  ¸\{0}
usw.) der Funktion  f  vor. Weiters kann der Begriff des Grenzwertes einer Funktion verwendet
werden, sodaß man zur üblichen Defintion kommt:

Definition: Eine Funktion  f:[a, b]–¸  ist in einem Argument   x0æ¸  differenzierbar,
wenn der Grenzwert

8f(x0+h)-f(x0)
h æ¸  existiert.

(Dabei ist das  "æ¸"  sehr wichtig, d.h. ±Á  darf als Grenzwert nicht auftreten.)
Im Falle der Existenz heißt diese reelle Zahl die Ableitung von  f  an der Stelle  x0.

Schreibweisen:  f
.
(x0)  bzw. f@(x0)  nach Newton, 

df
dx (x0)  nach Leibnitz.

Die Funktion  f  heißt differenzierbar schlechthin, wenn sie in jedem Argument  xæ[a, b]
differenzierbar ist. Dabei geht

8f(x0+h)-f(x0)
h

in die rechtsseitige Ableitung über, wenn  x0=a  und in die linkseitige Ableitung, wenn  x0=b.
Keine besonderen Schreibweisen dafür.

Vorbemerkung:
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Als äquivalent zu dieser "Grenzwertdefinition" der Ableitung erweist sich die folgende
"geometrische Definition" der Ableitung:
Defintion: Eine Funktion  f:[a, b]–¸  ist in einem Argument   a0æ¸  differenzierbar,
wenn der Graph der Funktion  f  im Punkt  (a0, f(a0))  eine Tangente  t, welche nicht parallel
zur  y-Achse ist, besitzt.

a0

a b a=a0 b

t

t

Der Tangens der Winkelzal  w  zwischen  x-Achse und Tangente ist die Ableitung von  f(a0).

a0

a b

t

1
tan (w)

w

Somit kann man auch unmittelbar von der geometrischen Anschauung ausgehend die Ableitung
ohne Bemühung des Grenzwsertbegriffes definieren.
Allerdings bedarf eine "analytische Defintion" des Tangentenbegriffes wiederum des
Grenzwertbegriffes:

Definition:  Der Graph einer Geraden  t, welche durch die Gleichung
g(x)=a.(x-a0)+b  beschrieben ist (d.h. t≠{(x, y):xæ¸  und  y=g(x)}œ¸2),

tangiert den Graphen  Gf≠{(x, y):xæ[a, b]  und  y=f(x)}œ¸2  im Punkt  (a0, f(a0))
genau dann, wenn  g(a0)=f(a0)  und

8g(a0+h)-f(a0+h)
h =0.

a0a b

t

Bei der in obiger Skizze angedeuteten Situation ist zwar g(a0)=f(a0)  und
8g(a0+h)-f(a0+h)=0, aber
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8g(a0+h)-f(a0+h)
h £0.  Warum?

Bevor wir auf die Diskussion aller dieser Äquivalenzen näher eingehen, wollen wir jedoch zur
üblichen  Definition der Ableitung zurückkehren.

Wichtig  (für den Lehrer): Ist eine Funktion  f:[a, b]–¸  in einem Argument  x0æ[a, b]
differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.

Beweis:  Aus  8 f(x0+h)-f(x0)
h  =f@(x0)æ¸  folgt

8f(x0+h)-f(x0)=8h.f@(x0)=0, also  8f(x0+h)=f(x0).

Für die Schule weniger interessant aber aus der Sicht der Hochschule wichtig ist die linear appro-
ximierende Eigenschaft der Ableitung:

Satz 7: f@(x0)  ist die einzige reelle Zahl  a, für welche

81
h
.(f(x0+h)-(f(x0)+h.a)))=0.

Für spätere Studenten der Naturwissenschaften oder technischer Wissenschaften ist die Schreib-
weise nach Leibnitz

f@(x0)=
df
dx , was als Wert von  

Df
Dx   bei

"differentiell kleinem"  Argumentenzuwachs  Dx=dx  und dem entsprechenden
"differentiell kleinem"  Funktionswertezuwachs  Df=df  intuitiv zu verstehen ist.
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Wichtige, nicht differenzierbare Funktionen:

1. Funktionen, die in einem Argument  x0  nicht stetig sind.

8f(x0+h)-f(x0)
h   existiert in diesem Fall nicht.

2. Die Funktion Absolutbetrag im Argument  0.

8f(x0+h)-f(x0)
h   existiert nicht, aber es existieren

rechtsseitige und linksseitige Ableitung im Argument  x0.

3. Die Wurzelfunktionen im Argument  0. Der Grenzwert

8f(x0+h)-f(x0)
h   ist  Á%¸.

Vorschlag: Einführung der Ableitung durch numerische Experimente, aber Achtung:
Auslöschung (siehe später).
Man gehe dabei etwa so vor:

Bezeichne  Iœ¸  ein Intervall, das mehr als einen Punkt enthält.
Behauptung (Erfahrungstatsache): Ist  f:I–¸  eine beliebige in der mathematischen
Praxis auftretende Funktion und  x0æI, so gilt fast immer:
Wählt man zwei Argumente  x1, x2æI  nahe genug bei  x0  (mit  x1£x0  und  x2£x0), so kann
man feststellen, daß mit großer Genauigkeit die beiden Zahlen ("Differenzenquotienten")

f(x1)-f(x0)
x1-x0

  und  
f(x2)-f(x0)

x2-x0
  übereinstimmen.

Mit genügend starker Vergrößerung betrachtet, 
wirkt das Kurvenstück  geradlinig. 

f

x

f(x0)

x0

Nur in Ausnahmefällen wird man diese Erfahrung nicht bestätigt sehen.
Die Behauptung kann folgendermaßen präzisiert werden:

Ef(x)-f(x0)
x-x0

  existiert fast immer und ist eine reelle Zahl  aFf@(x0).

Sodann alternative Schreibweise:  x=x0+h  ergibt

Ef(x)-f(x0)
x-x0

=8f(x0+h)-f(x0)
h =f@(x0).
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Beim Begriff der Ableitung ist es wichtig, daß dem Schüler immer gegenwärtig ist, was er mit
der Ableitung einer Funktion berechnet. Diesem Ziel können dienen:
(1) häufige numerische Proben
(2) Freihand-Differentiationen (=Zeichnen der Ableitung bei durch Graphenzeichnungen 

gegebenen Funktionen)

Die Ableitungsregeln und deren Herleitungen
finden Sie auch in jedem Schulbuch.
Es handelt sich im Einzelnen um die
(1) Ableitung einer konstanten Funktion,
(2) Ableitung der identischen Funktion,
(3) Ableitung des Vielfachen einer Funktion,
(4) Ableitung der Summe (Differenz) zweier Funktionen,
(5) Ableitung des Produktes zweier Funktionen,
(6) Ableitung des Quotienten zweier Funktionen,
(7) Ableitung einer Potenz der Identität,
(8) Kettenregel=Ableitung der Hintereinanderausführung zweier Funktionen,
(9) Ableitung einer Umkehrfunktion,
(10) Ableitung der Einschränkung einer Funktion.

Die Ableitung einer konstanten Funktion
Hier ist unbedingt eine Skizze zu machen. Dann kann man das Ergebnis schon vorweg sehen.

x0+hx0

f(x)=c

Ist  f:¸–¸:x—c  mit  cæ¸  eine konstante Funktion, so folgt

f@(x0)=8
f(x0+h)-f(x0)

h =8c-c
h =80=0.

Die Ableitung der identischen Funktion
Hier ist ebenfalls eine Skizze zu machen, aus der man das Ergebnis ablesen kann.

x0+hx0

f(x)=x
f(x0+h)
f(x0)

Ist  f:¸–¸:x—x  die identische Funktion, so folgt

f@(x0)=8
f(x0+h)-f(x0)

h =8x0+h-x0
h =8h

h=81=1.
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Die Ableitung des Vielfachen einer Funktion
Ist  g:¸–¸  eine differenzierbare Funktion und ist  f:¸–¸:x—c.g(x)  mit  cæ¸
ein Vielfaches der Funktion  g, so folgt

f@(x0)=8
f(x0+h)-f(x0)

h =8c.g(x0+h)-c.g(x0)
h =

=c.8g(x0+h)-g(x0)
h =c.g@(x0).

Die Ableitung der Summe (Differenz) zweier Funktionen
Sind  g:¸–¸  und  k:¸–¸  differenzierbare Funktionen und ist

f:¸–¸:x—g(x)±k(x)  die Summe (Differenz) der beiden Funktionen, so folgt

f@(x0)=8
f(x0+h)-f(x0)

h =8
g(x0+h)±k(x0+h)-(g(x0)±k(x0))

h =

=8g(x0+h)-g(x0)
h ±8k(x0+h)-k(x0)

h =g@(x0)±k@(x0).

Die Ableitung des Produktes zweier Funktionen
Sind  g:¸–¸  und  k:¸–¸  differenzierbare Funktionen und ist

f:¸–¸:x—g(x).k(x)  das Produkt der beiden Funktionen, so folgt

f@(x0)=8
f(x0+h)-f(x0)

h =8g(x0+h).k(x0+h)-g(x0).k(x0)
h =

=8g(x0+h).k(x0+h)-g(x0+h).k(x0)+g(x0+h).k(x0)-g(x0).k(x0)
h =

=8g(x0+h).8k(x0+h)-k(x0)
h +k(x0).8

g(x0+h)-g(x0)
h =

=g(x0).k@(x0)+k(x0).g@(x0).

Die Ableitung des Quotienten zweier Funktionen
Sind  g:¸–¸  und  k:¸–¸  differenzierbare Funktionen und ist

k(x)£0  für alle  xæ¸  und ist

f:¸–¸:x—
g(x)
k(x)

  der Quotient der beiden Funktionen, so folgt

f@(x0)=8
f(x0+h)-f(x0)

h =8g(x0+h)/k(x0+h)-g(x0)/k(x0)
h =

=8g(x0+h).k(x0)-g(x0).k(x0+h)
h.k(x0).k(x0+h)

=

=8(k(x0).k(x0+h))-1.8g(x0+h).k(x0)-g(x0).k(x0+h)
h =

=(k(x0))-2.8g(x0+h).k(x0)-g(x0).k(x0)+g(x0).k(x0)-g(x0).k(x0+h)
h =

=(k(x0))-2.(8g(x0+h).k(x0)-g(x0).k(x0)
h -

-8g(x0).k(x0+h)-g(x0).k(x0)
h )=(k(x0))-2.(g@(x0).k(x0)-g(x0).k@(x0))=

=
g@(x0).k(x0)-g(x0).k@(x0)

(k(x0))2 .

Übung:  Leiten Sie direkt

( 1
f
)@=-f@

f2   her.
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Die Ableitung einer Potenz der Identität
Ist  f:¸–¸:x—xn  mit  næ›  eine Potenz der identischen Funktion, so folgt

f@(x0)=8
f(x0+h)-f(x0)

h =8(x0+h)n-x0
n

h =

=[binomischer Lehrsatz!]=8
x0

n+n.x0
n-1.h+(n

2).x0
n-2.h2+9+hn-x0

n

h =

=8
h.(n.x0

n-1+(n
2).x0

n-2.h+9+hn-1)
h =

=8(n.x0
n-1+(n

2).x0
n-2.h+9+hn-1)=n.x0

n-1.

Aber auch ohne binomischen Lehrsatz könnte man argumentieren:
(x0+h)1=x0+1.h.x0

0+h2.0,
(x0+h)2=x0+2.h.x0

1+h2.1,
(x0+h)3=x0+3.h.x0

2+h2.(9),
(x0+h)4=x0+4.h.x0

3+h2.(9),
und nun sieht man, daß sich bei jedem Multiplizieren mit  (x0+h)  der Koeffizient des zweiten
Summanden um 1  erhöht, sodaß schließlich

 (x0+h)n=x0+n.h.x0
n-1+h2.(9).

Die Kettenregel
sollte in der Schule nicht streng hergeleitet werden, weil es eine sehr gute Motivation der
Kettenregel gibt:
Seien  g:¸–¸  und  k:¸–¸  differenzierbare Funktionen und bezeichne

f:¸–¸:x—k(g(x))  die Hintereinanderausführung von  k  nach  g.
Dann ist

f@(x0)=8
f(x0+h)-f(x0)

h =8
k(g(x0+h))-k(g(x0))

h =

=[Erweiterung von Zähler und Nenner mit  g(x0+h)-g(x0).
Wir lassen also unberücksichtigt, daß  g(x0+h)-g(x0)=0  sein kann,
wenn auch  h£0  gilt. Beim Hochschulbeweis sieht man, daß so kein Fehler entsteht.]=

=8
(k(g(x0+h))-k(g(x0))).(g(x0+h)-g(x0))

h.(g(x0+h)-g(x0))
=

=8
k(g(x0+h))-k(g(x0))

g(x0+h)-g(x0)
.8g(x0+h)-g(x0)

h =

=[Wir setzen  g(x0)Fy0  und  g(x0+h)Fy1Fy0+t,
also  g(x0+h)-g(x0)=t. Geht  h  gegen  0, so geht auch  t  gegen  0.]=

=ík(y0+t)-k(y0)
t .8g(x0+h)-g(x0)

h =

=k@(y0).g@(x0)=k@(g(x0)).g@(x0).
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Man kann die Kettenregel auch so plausibel machen:
Sei

y0≠g(x0), z0≠k(y0).
Dann  ist die beste lineare Approximation von  g  beim Argument  x0  gleich
(3) g(x)§g@(x0).(x-x0)+g(x0)
und die beste lineare Approximation von  k  beim Argument   y0  gleich
(4) k(y)§k@(y0).(y-y0)+k(y0).
Nun ist naheliegend, daß man die beste Approximatioin von  k°g  beim Argument  x0  durch
Einsetzen von  (3)  in  (4)  bekommt also, daß mit  y=g@(x0).(x-x0)+g(x0)  folgt
(5) k°g(x0)§k@(y0).(y-y0)+k(y0)=

=k@(g(x0)).(g@(x0).(x-x0)+g(x0)-g(x0))+k(g(x0))=
=k@(g(x0)).g@(x0).(x-x0)+k(g(x0))=
=k@(g(x0)).g@(x0).(x-x0)+k°g(x0).

Nun ist andererseits per definitionem (von  (k°g)@(x0))
(6)  k°g(x0)§(k°g)@(x0).(x-x0)+k°g(x0).
Durch Vergleich von  (5)  mit  (6)  folgt schließlich

(k°g)@(x0)=k@(g(x0)).g@(x0).

Die Regel für die Ableitung einer Umkehrfunktion braucht in der Schule nicht allgemein
gebracht zu werden. Es ist besser, die dafür zur Verfügung stehende einfache Prozedur von Fall
zu Fall zu wiederholen:
Bezeichnet  g  die Funktion  und  f  ihre Umkehrfunktion, so betrachtet man die Hilfsfunktion

h(x)=g(f(x))=x  und bekommt durch Differenzieren für die Stelle  x0  (Kettenregel!)
h@(x)=g@(f(x)).f@(x)=1, woraus sofort [unter der Voraussetzung  g@(f(x))£0]
f@(x0)=

1

g@(f(x0))
  folgt.

Mit der Existenz der Ableitung  f@(x0)  halte man sich nicht allzu lange auf, obwohl in der Schule
der Fall

g@(f(x0))=0  und somit die Nichtexistenz von  f@(x0)  sehr wohl auftreten kann!

Beispiel:
g:[0, 1]–¸:x—x2  besitzt die Umkehrfunktion

f:[0, 1]–¸:x—ËÈÈx, welche wegen  g@(0)=0  an der Stelle  0  nicht

differenzierbar ist.

f

g

Wir sagen also etwa:
h(x)≠g(f(x))=x  für alle  xæ[0, 1],  und somit ist

1=h@(x0)=[Kettenregel!]=g@(f(x0)).f@(x0), für den Fall, daß  g@(f(x0))£0.
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[Wenn  g@(f(x0))=0, kann die Formel nicht stimmen - dies ist bei  x0=0  der Fall.]
Wegen  g=id2  und somit  g@=2.id:¸–¸:x—2.x  bekommen wir

ËÈ@(x0)=f@(x0)=
1

g@(f(x0))
=

1

2.ËÈÈÈx0

  für  x0£0.

Mit Hilfe einer Zeichnung diskutieren wir:  Der Wert
f@(0)=Á  ist als Ableitung laut Vereinbarung über das Differenzieren nicht erlaubt.

Die Ableitung der Einschränkung einer Funktion
Ist  g:¸–¸  eine Funktion und ist  Aœ¸  eine echte Teilmenge von  ¸  und ist

f=g|A  die Einschränkung von  g  auf den Definitionsbereich  f  und ist schließlich

g  in einem Argument  x0æA differenzierbar, so ist auch  f  im Argument  x0

differenzierbar und es gilt
f@(x0)=g@(x0)  soferne der Ausdruck

8f(x0+h)-f(x0)
h   einen Sinn ergibt.

Man hat sich darauf festgelegt, daß ein solcher Sinn dann vorliegt, wenn es mindestens eine
Folge  j:›–A  mit  j(k)£x0  für alle  kæ›  und mit  5j(k)=x0  gibt.

Dann ist

f@(x0)=5
f(j(k))-f(x0)

j(k)-x0
=8g(x0+h)-g(x0)

h =g@(x0).

Dies sollte aber in der Schule nicht allgemein besprochen werden, sondern nur von Fall zu Fall.

Beispiel:  g:¸–¸:x—x  ist die Identität auf  ¸. Weiters sei
f:[0, 1]–¸:x—x  die Identität auf  [0, 1].

Es ist daher laut obiger Übereinkunft
f@(0)=g@(0)=1 weil  z.B.  j(k)≠1/k  (kæ›)  eine Folge wie gefordert ist.

Die Ableitung von  idG

Die Funktion
f:�–�:x—xG  mit  Gæ¸  leiten wir ab, indem wir auf ihre Definition

zurückgehen.
Es ist

f(x)=xG=exp (G.ln (x)), und somit folgt nach der Kettenregel

f@(x)=exp@(G.ln (x)).(G.ln (x))@=exp (G.ln (x)). Gx=xG.Gx=G.xG-1.

Bemerkung:  Für  G=1  ist  idG=id.  Für  G  nahe bei  1, weicht  idG  über  [0, 1]  nur wenig
von der Identität ab. Die Approximation einer Funktion  f:[0, 1]–[0, 1], für welche

f(0)=0  und  f(1)=1, und welche nur wenig von  id  abweicht, durch die Funktion
idG:[0, 1]–[0, 1]  heißt in der Technik Gammakorrektur von  id.

Sie müssen z.B. für die Korrektur der Nichtlinearität der Abhängigkeit der Bildschirmhelligkeit
von der Steuerungsspannung am Steuerungsgitter der Bildröhre die sogenannte Gammakorrektur
des Bildschirmes einstellen.

Übungsaufgaben (Siehe Anhang): (24) - (32)
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1. Numerische Proben beim Differenzieren.

Man berechne in der Schule nicht nur
(a) f@(x0)  mit Hilfe der Ableitungsregeln sondern auch eine numerische Näherung von  

f@(x0), indem man  x  nahe bei  x0  wählt und somit

(b) f@(x0)§
f(x)-f(x0)

x-x0
   bekommt.

Der Vergleich von  f@(x0)  mit  
f(x)-f(x0)

x-x0
   dient der Überprüfung von  f@(x0)  per Ableitungs-

regeln.
Bei den numerischen Proben kommt man auf das Problem der Auslöschung. Sowohl im Zähler

als auch im Nenner von  
f(x)-f(x0)

x-x0
   treten Differenzen von Zahlen auf, welche sich nur wenig

unterscheiden. Die Praxis zeigt, daß es meistens günstig ist,
x§x0±x0.10-4, also
h§x-x0=±x0.10-4  zu wählen.

Eine wesentliche Verbesserung der numerischen Situation erreicht man, wenn man anstatt

f@(x0)§
f(x)-f(x0)

x-x0
 =

f(x0+h)-f(x0)
h

   die Näherung

f@(x0)§2.( f(x0+h)-f(x0)
h

 +
f(x0-h)-f(x0)
-h

 )= f(x0+h)-f(x0-h)
2.h

   wählt.

Bei dieser Formel sind ebenfalls nur für zwei Argumente die Funktionswerte von  f  zu
berechnen.
Während  i.a. nur

8(f@(x0)-
f(x0+h)-f(x0)

h
 )=0  ist, gilt nun sogar

8(f@(x0)-
f(x0+h)-f(x0-h)

2.h
).h-1=0.

Die Theorie dazu findet man in  LK  6.4.(1)ff.
So braucht man  h  nicht so groß zu wählen und erreicht dadurch geringere Auslöschung.

Beispiel:
In nachfolgender Tabelle ist

An≠
sin (1+10-n)-sin (1)

10-n   und  Bn≠
sin (1+10-n)-sin (1-10-n)

2·10-n

für  n=1, 2,9, 20  in Gleitkommarechnung mit  14-stelliger Genauigkeit gerechnet.
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Im Vergleich dazu ist
4A n=4Bn=cos (1)=0.54030230586814.

An Bn

 n=1 0.49736375253539 0.53940225216976
 n=2 0.53608598101187 0.54029330087473
 n=3 0.53988148036033 0.54030221581769
 n=4 0.54026023141862 0.54030230496771
 n=5 0.54029809850586 0.54030230585700
 n=6 0.54030188512133 0.54030230589586
 n=7 0.54030226404045 0.54030230567381
 n=8 0.54030230289825 0.54030230844937
 n=9 0.54030235840941 0.54030230289825
 n=10 0.54030224738710 0.54030224738710
 n=11 0.54030113716408 0.54030113716408
 n=12 0.54034554608506 0.54029003493383
 n=13 0.53956838996783 0.54012350148014
 n=14 0.54400928206633 0.54400928206633
 n=15 0.55511151231258 0.55511151231258
 n=16 0.00000000000000 0.55511151231258
 n=17 0.00000000000000 0.00000000000000
 n=18 0.00000000000000 0.00000000000000
 n=19 0.00000000000000 0.00000000000000
 n=20 0.00000000000000 0.00000000000000

Weil  |sin (1+10-n)-sin (1)|<|sin (1+10-n)-sin (1-10-n)|  ist die Auslöschung ist für
n=1, 2, 3,9  bei der Berechnung von  An  stärker als bei der Berechnung von  Bn.

Da aber die Folge  {Bn}næ›  wesentlich schneller als die Folge  {A n}næ›  gegen  cos (1)  kon-
vergiert, kann man bei ihr die Wirkung der Auslöschung (nämlich als Verschlechterung des Er-
gebnisses bei wachsendem  n) früher erkennen. Somit ist auch das optimale

h=10-n  bei der Folge  {Bn}næ›  größer als bei der Folge {A n}næ›.
Den besten Wert für  cos (1)  bekommen wir nämlich bei der Folge

An  mit  h=10-8, also bei  n=8, bei der Folge  Bn  mit  h=10-5, also bei  n=5.

2. Das Newton-Verfahren.

Das Newton-Verfahren zum Lösen von Gleichungen ist eine fundamentale Methode der Mathe-
matik und sollte unbedingt in der Schule gebracht werden. Der Beweis für die Konvergenz ist
allerdings nicht einfach und für die Schule ungeeignet. Man erklärt daher das Newton-Verfahren
an Hand einer Skizze, was genug plausibel ist. Bei dieser Gelegenheit kann auch die Regula
falsi besprochen werden. Sie ist nicht so schnell konvergent wie das Newton-Verfahren, aber
dafür ist sie robuster und benötigt außer der Stetigkeit der Funktion keine besonderen
Voraussetzungen. Vergleiche dazu  LK  3.3.(4)ff., 4.4(1)ff., 7.6.(1)  und  7.6.(2).
Skizze zur Erklärung und zum Vergleich von Regula falsi und Newtonschen Näherungsverfah-
ren.
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Der Startwert  x1  wird am besten an Hand einer Zeichnung gewählt.

xn+1≠xn-
f(xn)
f@(xn)

  für n=1, 2,9.

Die Folge  x1, x2, x3,9 heißt Newtonfolge und konvergiert unter gewissen Voraussetzungen
(für die Schule ungeeignet)  gegen den Wert  x0, welcher Nullstelle von  f  ist.

Besonders interessant am Newton-Verfahren ist, daß sich bei jedem Iterationsschritt die
Genauigkeit des Resultates etwa verdoppelt  [vergl.  LK  7.6.(3)ff.]. Man kann das bei
Beispielen gut beobachten [vergl. LK  4.4.(5a)].
Als für die Schule wichtigstes Anwendungsbeispiel für das Newton-Verfahren sollte man die
Berechnung der  r-ten Wurzel besprechen. Sei also  aæ�  und  ræ{2, 3, 4,9}.
Man betrachtet nun die Funktion   f:[0, Á)–¸:x—xr-a, welche die Nullstelle

x0=‚ÈÍa  hat.

Dann startet man z.B. mit  x1=1 und hat

xn+1=xn-
f(xn)
f@(xn)

 =xn-
xn

r-a
r.xn

r-1  =
(r-1).xn

r+a
r.xn

r-1    für n=1, 2,9.

Die k-te Wurzel ist die Umkehrfunktion der k-ten Potenzfunktion.
Man weise darauf hin, daß das Newton-Verfahren ganz allgemein zur Berechnung von
Umkehrfunktionen verwendet werden kann.

Bei dieser Gelegenheit kann man auch auf das Intervallhalbierungsverfahren hinweisen,
welches wegen seiner Genauigkeitsabschätzung und seiner Einfachheit auch für die Schule
interessant ist [vergl. LK 3.3.(2)].

Übungsaufgaben (Siehe Anhang): (33)(a)(b)(c)

3. Unbestimmte Formen.

Die Stetigkeit von Funktionen und die Grenzwertregeln werden zur Berechnung von
Grenzwerten herangezogen. Dies geschieht so:
Seien  «x1, x2,9»  und  «y1, y2,9»  konvergente Zahlenfolge, sodaß alle Folgenglieder
und auch die Grenzwerte Argumente einer Funktion  f  sind.
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Dann gilt
(1)  Ist  f  eine stetige Funktion, so ist

5f(xk)=f(5xk).

(2) 5(xk+yk)=5xk+5yk.

(3) 5(xk-yk)=5xk-5yk.

(4) 5(xk.yk)=5xk.5yk.

(5) 5 1
xk

  wird nach Formel  (1)  mit  f(x)=
1
x   behandelt.

(6) 5 yk
xk

   wird mit  (5)  und  (4)  behandelt.

(7) 5xk
yk=5exp (yk.ln(xk))=[nach (1)]=exp (5(yk.ln(xk)))=

=[nach (4)]=exp (5yk.5(ln(xk)))=[nach (1)]=

=exp (5yk.ln (5xk))=(5xk)5yk.

Dabei wird jeweils die Berechnung der linken Seite auf die Berechnung der rechten Seite
zurückgeführt.

Ist zwar  «x1, x2,9»  eine konvergente Zahlenfolge, sodaß alle Folgenglieder Argumente von
f  sind aber der Grenzwert
5xk  kein Argument von  f  ist, dann darf man die Regel  (1)  nicht anwenden.

Es kann aber trotzdem der Grenzwert
5f(xk) existieren.

Solche Aufgaben kommen in der Praxis manches Mal (eher selten)  vor.

Beispiel: Man berechne den Grenzwert der Funktion

u(x)=
x2

sin (x)
  für  x  gegen  0.

Es ist  pu(x)=a, falls für jede Folge

«x1, x2,9», welche gegen  0  konvergiert und deren sämtliche Glieder ungleich  0  sind
und auch keine Nullstellen  des Sinus sind, gilt:

 5 xk
2

sin (xk)
=a.

Nun ist  (5) nicht anwendbar, weil  5xk=0  und  0  kein Argument von   f(x)=1/x  ist.

Man bezeichnet in einer altertümlichen Sprache diese Situation als eine "unbestimmte Form".
Nach einer Regel von de l'Hospital kann man

p x2

sin (x)
=[ 0

0 ]=p (x2)@
sin@ (x)

 =p 2x
cos (x)

=

=[hier funktioniert nun der Grenzwertsatz  (6)]=
p2x

pcos (x)
=

0
1=0  rechnen.

Es spricht aber einiges gegen die Regeln von  de l'Hospital:
1. Diese Regeln sind in ihrer Gesamtheit umständlich zu beweisen, sodaß sich der Beweis in 

Hinblick auf die seltene Anwendung der Regeln nicht lohnt.
2. Diese Regeln werden oft mit der Quotientenregel für das Differenzieren verwechselt und 

schaffen somit Unsicherheit.
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3. Man kann mit Hilfe der Potenzreihen leicht in der üblichen Weise für die Grenzwertrechnung 
vorgehen, indem man rechnet:

x2

sin (x)
=

x2

x-x3/3!+x5/5!+9
=[Kürzen durch x]=

x
1-x2/3!+x3/4!+9

.

Daher gilt

p x2

sin (x)
=p x

1-x2/3!+x3/4!+9
=

=
px

p(1-x2/3!+x4/5!+9)
=

0
1=0.

Bezüglich weiterer Beispiele siehe LK Kap.7.§4.
Dies ist ein weiteres Argument für die Einführung der Taylorreihen in der Schule.

4. Kurvendiskussionen

Es genügt eigentlich, von differenzierbaren Funktionen die lokalen Maxima und Minima (der
Funktionswerte) bestimmen zu können.
Die weiteren Untersuchungen, die sich auf Wendetangenten, Flachpunkte, Konvexität und
Konkavität beziehen, sind für die Schule etwas überzogen und könnten somit weggelassen
werden.
Bei der Diskussion von Maxima und Minima unterscheiden wir in der Schule zwei
Funktionentypen:
1. Differenzierbare Funktionen.

Beispiel:  f:¸–¸:x—
1

1+x2 .

2. Stetige, stückweise differenzierbare Funktionen.
Beispiel:  f:¸–¸:x—|x|.
Die Methoden, welche Ableitungen benützen, müssen auf die Teilintervalle (auf denen  f
differenzeirbar ist)  getrennt angewendet werden.

Ebenso unterscheiden wir in der Schule zwei Aufgabentypen:

1. Das Aufsuchen globaler Maxima bzw. Minima einer differenzierbaren
Funktion.
Ein globales Maximum bzw. Minimum ist ein Funktionswert, welcher nicht überschritten bzw.
unterschritten wird.
Beispiele:
a. Die Funktion  f:[-1, +1]–¸:x—x2  hat bei den Argumenten
x=-1  und  x=+1  ein globes Maximum, da der dortige Funktionswert  +1  nirgends
überschritten wird. Beim  x=0  hat die Funktion ein globales Minimum, da der dortige
Funktionswert  0  nirgends unterschritten wird.
b. Die Funktion  f:(0, 1)–¸:x–x  hat kein globales Maximum und kein globales
Minimum. So etwas kann passieren, wenn der Definitionsbereich kein endliches abgeschlossenes
Intervall ist.
c. Die Funktion  f:¸–¸:x—sin (x).atn (x)  hat zwar unendlich viele lokale Maxima
und lokale Minima, aber kein globales Maxium oder globales Minimum.
Wie sucht man globale Maxima bzw. globale Minima?
Man sucht

1. lokale Maxima bzw. lokale Minima (siehe nächster Punkt)
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2. Man berechnet noch dazu die Funktionswerte am Anfangspunkt und am Endpunkt des 
Definitionsintervalls der Funktion.

Von allen diesen Funktionswerten ist der größte das globale Maximum und der kleinste das
globale Minimum der Funktionswerte.
Gehört aber der Anfangspunkt oder der Endpunkt des Definitionsintervalls nicht zu diesem dazu,
so kann es sein, daß kein globales Maximum oder kein globales Minimum auftritt.
Siehe dazu  LK  7.5.(9) ff.  und  7.5.(16) ff.

2. Das Aufsuchen lokaler (=relativer) Maxima bzw. Minima einer
differenzierbaren Funktion über einer beliebigen Definitionsmenge.
Bezeichne  Aœ¸  eine beliebige Teilmenge und  f:A–¸  eine beliebige Funktion.
Die Funktion  f  nimmt in einem Argument  x0æA  ein lokales Maximum bzw. Minimum an,
wenn es ein  e>0  gibt, sodaß  f(x0)  ein globales Maximum  bzw. globales Minimum der
Einschränkung

f:AÆ(-e, +e)–¸  ist.
In der Schule beschränkt man sich darauf, daß  A  gleich einem beliebigen Intervall  Iœ¸  oder
daß  A  gleich  IB{c}  (c  ist ein innerer Punkt des Intervalls  I)  ist.
Der Begriff lokaler Maxima bzw. Minima ist intelektuell schwierig und muß an Beispielen
eingeübt werden. Er ist auch für nicht differenzierbare Funktionen wichtig.
Beispiele:
1. f:¸–¸:x—|x|  nimmt bei  x0=0  ein lokales Minimum an, welches nicht mit Hilfe
der Ableitung von  f  gefunden wird.
2. f:¸B{0}–¸:x—1/x  hat keine lokalen und keine globalen Extremwerte.
Lokale Maxima und lokale Minima werden bei differenzierbaren Funktionen

f:I–¸  an den Nullstellen von  f@:I–¸  gesucht.

Die Unterscheidung zwischen Maximum und Minimum kann mit Hilfe der zweiten Ableitung
geschehen, falls diese ungleich  0  ist. Man merkt sich dazu die signifikanten Beispiele

f:¸–¸:x—x2   [f@(0)=0, f”(0)=2>0,  lokales Minimum bei  0]
und

f:¸–¸:x—-x2   [f@(0)=0, f”(0)=-2<0,  lokales Maximum bei  0].

Ich kann ein noch genaueres Eingehen auf diese Problematik in der Schule nicht als obligat
empfehlen. Es kommt meistens nur zum Auswendiglernen und darauf folgendem baldigen
Vergessen.

Beispiel: Wir betrachten das Drehparaboloid  z=-(x2+y2)/6+6  welches durch  0≤z≤6
begrenzt ist und für das die Rotationsachse gleich der  z-Achse ist. Mit  r≠√x2+y2  haben
wir somit als erzeugende Funktion   z=-r2/6+6  bzw.  r=√(6-z).6.

r R

H

h

z

r, y

D000

K1

S

K2 s
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Gesucht ist der Radius  r  und die  Höhe  h  eines Drehzylinders, welcher dem Paraboloid einge-
schrieben ist und maximales Volumen haben soll und der Radius  R  und die Höhe  H  eines
Drehkegels, welcher dem Paraboloid umgeschrieben ist und minimales Volumen hat. Die
Rechnung ergibt:  r=3.√ 2, h=3, R=9.√ 2/2, H=9. Weiters ist interessant, dass sowohl der
Drehzylinder als auch der Drehkegel das Paraboloid entlang des Kreises  k:  x2+y2=18, z=3
berühren.
Rechnung:

Der Drehzylinder hat das Volumen  V=r2.p.h, wobei  r=√(6-h).6. Somit ist
V(h)=(6-h).6.p.h=36.p.h-6.p.h2.

Für  h=0  und  h=6  wird dieses Volumen null. Das sind lokale und globale Minima, denn für
0<h<6  ist das Volumen positiv.
Für das Intervall  (0, 6) ist  ¿V/¿h=36.p-12.p.h=0∆h=3. Es muss sich also um ein

lokales Maximum handeln. Der zugehörige Basisradius ist  r=√(6-3).6=3.√ 2.
Der Graph von  V  ist mit dem Taschenrechner gezeichnet

h

V(h)

0 3 6

54p

D001

Der Drehkegel hat das Volumen  V=R2.p.H/3, wobei wir den Zusammenhang zwischen  R
und  H  erst erforschen müssen. Dazu betrachten wir den Schnitt des Drehkegels mit der  y, z-
Ebene  x=0. Die Schnittparabel wird durch die Gleichung  z=-y2/6+6  beschrieben. Die
Kegelspitze  S  hat die Koordinaten  y1=0  und  z1=H. Die Berührpunkte  K1, K2  liegen auf
der Polaren  s  zu  S. Die Spaltform der Parabel lautet  (z-z1)/2=-y.y1/6+6  und die Polare
s  bekommen wir, indem wir für  z1=z1  und für  y1=y1  einsetzen. Somit lautet die Gleichung
der gesuchten Polaren   (z-z1)/2=-y.y1/6+6, also  (z-H)/2=-y.0/6+6, das heisst
z=12-H. Zu diesem  zFz0=12-H  bekommen wir  yFy0  aus   z0=-y0

2/6+6, also

12-H=-y0
2/6+6, also  y0=√6.H-36.

Den Basisradius  R  des Kegels bekommen wir nach dem Strahlensatz mit Zentrum  S  aus der

Proportion  R:H=y0:(H-z0), also  R:H=√6.H-36:(H-12+H). Daraus folgt der
gesuchte Zusammenhang zwischen   R  und  H, nämlichë

R=
H.√6.H-36

2H-12
.

Somit ist das Volumen des Drehkegels gleich

V=R2.p.H/3=
H3.6.(H-6).p

3.4.(H-6)2
=

H3

H-6
.R.

Für  H÷6+0  und  für  H÷Á  haben unendliches Volumen. Diese beiden Fälle können als
globale Suprema aufgefast werden. Für  6<H<Á  ist das Volumen endlich und positiv. Hier
muss ein Minimum zu finden sein.
Im Intervall  6<H<Á  ist

¿V/¿H=
3.H2.(H-6)-H3

(H-6)2
.R=0∆3.(H-6)=H, also  H=9.



Inhaltsverzeichnis 61

R.Liedl:  Differential- und Integralrechnung in der Schule   27. August 1956  20:49 Uhr

Der Graph von  V  schaut mit dem Taschenrechner gezeichnet so aus:

H

D001

V(H)

960

ë382

Nun rechenen wir noch die z-Koordinate des Berührkreises aus:  z0=12-H=3=h!. ˝

Interessant für den Lehrer sind die Kurvendiskussionen für rationale Funktionen, um Beispiele
für interessante Funktionsgraphen konstruieren zu können.
Für den Schüler erscheint auch diese Problematik als überzogen.
Vergleiche dazu  KL  7.5.(21)ff.
Wissenschaftlich und praktisch wichtiger als die üblichen Maxima- und Minimarechnungen wäre
die Berechnung von Extremwerten bei Nebenbedingungen und dies gleich in mehreren
Variablen.
Die dafür zuständige Theorie der Lagrange-Multiplikatoren liegt aber außerhalb Reichweite der
Schulmathematik.
Für den Lehrer von gewissem Vorteil ist die Kenntnis der folgenden

Diskussion rationaler Funktionen

Eine rationale Funktion ist eine Funktion des Typus

f(x)=
p(x)
q(x)

, bei der  p(x)  und  q(x)  Polynomfunktionen sind.

Prinzipiell ist eine rationale Funktion nur für solche Argumente  x0æ¸  definiert, für die
q(x0)£0  gilt.

Ist der Grad von  p(x)  größer oder gleich dem Grad von  q(x), so dividieren wir durch, damit
wir  f(x)  in der Form

f(x)=P(x)+
Z(x)
q(x)

, wobei nun der Grad von  Z(x)  kleiner als der Grad von  q(x)  ist,

vorliegen haben. Ist jedoch der Grad von  q(x)  größer als der Grad von  p(x), so setzen wir
P(x)=0  (konstant)  und  Z(x)=p(x). Ist
q(x0)=0, so hat die Polynomfunktion  q(x)  die Form
q(x)=q1(x)·(x-x0), wobei  q1(x)  ebenfalls eine Polynomfunktion ist  [vergl. LK

5.10.(16)]. Ist noch zusätzlich
Z(x0)=0, so ist auch  Z(x)  von einer Form
Z(x)=Z1(x)·(x-x0), wobei auch  Z1(x)  eine Polynomfunktion ist.

Ist weiters  x*  keine Nullstelle von  q(x), so können wir rechnen:

f(x*)=P(x)+
Z(x*)
q(x*)

=P(x)+
Z1(x*)·(x*-x0)
q1(x*)·(x*-x0)

=P(x)+
Z1(x*)
q1(x*)

.
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Dieses Kürzen wird so oft durchgeführt, bis eine Form

(a) f(x)=P(x)+
a(x)
b(x)

  erreicht ist, bei der  a(x)  und  b(x)  keine gemeinsamen reellen

Nullstellen haben und der Grad von  a(x)  kleiner als der Grad von  b(x)  ist.
(b) Man kann nun auf dem Standpunkt stehen, daß  f(x)  nur mehr bei den Nullstellen von  

b(x)  nicht definiert ist und für solche Argumente  x0, welche zwar Nullstellen von  
q(x), aber nicht von  b(x)  sind, in natürlicher Weise durch  (a)  definiert ist.

Ist
rx2+sx+t  ein Faktor, welcher sowohl in  a(x)  als auch in  b(x)  auftritt, und gilt
rx2+sx+t>0  für alle  xæ¸

(hat also  rx2+sx+t  konjugiert komplexe Nullstellen), so können wir (wenn wir es wollen)
a(x)
b(x)

  durch diesen Faktor ebenfalls durchkürzen.

Es ist

f(x)=P(x)+
a(x)
b(x)

=
P(x)·b(x)+a(x)

b(x)
.

Die Polynomfunktionen  P(x)·b(x)+a(x)  und  b(x)  haben keine gemeinsamen reellen
Nullstellen: Ist nämlich  x0  derart, daß

b(x0)=0, so folgt  a(x0)£0  und daher  P(x0)·b(x0)+a(x0)£0.
Die Nullstellen der rationalen Funktion  f(x)  im Sinne von  (b)  sind somit gleich den
Nullstellen der Polynomfunktion  P(x)·b(x)+a(x).

Für die Diskussion des Verhaltens von  f(x)  für Argumente  x  mit sehr großem Absolutbetrag
wird der Beitrag des Summanden

a(x)
b(x)

  vernachlässigbar, weil dieser für  x÷±Á  gegen  0  geht.

Man sagt  daher, daß die Polynomfunktion  P(x)  das Verhalten der Funktion  f(x)  für
Argumente mit sehr großem Absolutbetrag asymptotisch beschreibt.
Die Koeffizienten der höchsten Potenzen von  a(x)  und  b(x)  geben für das Vorzeichen von

a(x)
b(x)

  für  x÷±Á  den Ausschlag, sodaß man leicht entscheiden kann, ob der Graph

von
f(x)  für  x÷±Á  über oder unter dem Graphen von  P(x)  liegt.

An den Nullstellen
x0  von  b(x)  (welche voraussetzungsgemäß keine Nullstellen von  a(x)  sind) liegen

sogenannte vertikale Asymptoten der Funktion
a(x)
b(x)

  und damit auch der Funktion  f(x). Es gilt

á a(x)
b(x)

æ{+Á, -Á}  und  à a(x)
b(x)

æ{+Á, -Á}.

Um dies genauer zu studieren, nehmen wir nun an, daß  (u, x0)  und  (x0, v)  offene Intervalle
sind, in denen weder Nullstellen von  a(x)  noch von  b(x)  liegen.
Dann gilt für alle  xæ(u, x0)  und alle  yæ(x0, v)

sign (a(x))=sign (a(y))=sign (a(x0))£0.
Weiters gilt

sign (b(x))=sign (b(y)), falls  x0  eine Nullstelle von  b(x)  mit gerader Vielfachheit
[vergl. LK  5.10.(14)]  ist, aber es gilt

sign (b(x))=-sign (b(y)),
falls x0 eine Nullstelle von  b(x)  mit ungerader Vielfachheit ist.
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Hat also die Nullstelle  x0  gerade Vielfachheit, so tritt an der senkrechten Asymptote bei  x0  kein
Vorzeichenwechsel von  f(x)  auf, hat dagegen  x0  ungerade Vielfachheit, so tritt ein Vorzei-
chenwechsel auf.

Beispiele: Bei den folgenden Beispielen wurde jedesmal
a(x)
b(x)

=
(2.x+0.5)

(x+1)·(x-1)·5·x2   gewählt.

Die senkrechten Asymptoten befinden sich daher bei den Werten
x0=-1, 0, 1, welche die Nullstellen von  b(x)=(x+1)·(x-1)·5·x2  sind.

Die Nullstelle  x0=0  hat die Vielfachheit  2, daher findet hier kein Vorzeichenwechsel statt.
Dagegen haben die Nullstellen  x0=-1  und  x0=1  die Vielfachheit  1, daher gibt es hier einen
Vorzeichenwechsel.
Für die Polynomfunktion  P(x)  wurden  4  Möglichkeiten betrachtet.

      

P(x)= 1-x P(x)= x2

P(x)=( x3+x-2) / 5

P(x)= 1

5. Partielle Ableitungen

Die Kenntnis der partiellen Differentiation wäre für technisch-naturwissenschaftliche Studien eine
nützliche Voraussetzung. Ihre Diskussion ist sehr einfach. Bei Textaufgaben könnte man
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zwanglos die partielle Differentiation zur Anwendung bringen, indem man nicht von vorne herein
eine der Variablen - etwa durch die Benennung mit  x - auszeichnet.
Beispiel: Das Volumen eines dreiachsigen Ellipsoides mit den Halbachsen  a, b, c  ist gleich

V=a.b.c.
4p
3 .

Nun ist
¿V
¿a
=b.c.

4p
3   die Ableitung des Volumens nach der Halbachse a,

¿V
¿b
=a.c.

4p
3   die Ableitung des Volumens nach der Halbachse b,

¿V
¿c
=a.b.

4p
3   die Ableitung des Volumens nach der Halbachse c,

wodurch klar wird, daß man nicht einfach  V@  anstelle der partiellen Ableitungen schreiben kann.

Das implizite Differenzieren

Damit klar ist, was mit impliziten Differenzieren gemeint ist, wollen wir dazu ein Beispiel geben:
Beispiel: Die Gleichung des Einheitskreises lautet
(3) x2+y2-1=0.
Betrachtet man den oberen Halbkreis, so ist die Funktion
(4) y=ËÈÈÈÈÈÈÈ1-x2  durch die Gleichung  (3)  implizit gegeben.
Setzt man

F(x, y)=x2+y2-1, so bekommt man die Ableitung von  y  nach  x  durch die Formel
[vergl. LK 4.3.(8)  und siehe die Anwendungsbeispiele für die Kettenregel in mehreren
Variablen]

(5) y@=-

¿F
¿x
¿F
¿y

=-
2.x
2.y
=-

x
y=-

x
y(x)

.

Man braucht, um diese Formel anzuwenden, die explizite Form  (4)  nicht zu berechnen.
Daß das Ergebnis richtig ist, erkennt man, wenn man  (4)  in  (5)   einsetzt:

y@=-
x
y=-

x

ËÈÈÈÈÈÈÈ1-x2
.

Hätte man nämlich  (4)  differenziert, so wäre man zum selben Ergebnis gekommen.

Das implizite Differenzieren braucht aber in der Schule nicht gebracht zu werden.
Man kann nämlich ohne  (4)  zu berechnen und ohne partielle Ableitungen und ohne (5)  so
argumentieren:
Es ist

F(x, y(x))=x2+y2(x)-1=0  für alle  x.
Wir setzen

f(x)≠x2+y2(x)-1  und somit ist  f  konstant gleich  0.
Daher folgt auch

f@(x)=2.x+2.y(x).y@(x)=0, woraus die Formel

y@=-
x

y(x)
 wiederum sofort folgt.

Genaueres dazu  LK  4.3.(11).

6. Die Kettenregel in mehreren Variablen
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Die Tangente an den Funktionsgraphen einer Funktion
f:¸–¸  in einer Variablen hat die Form
T(x)=a.(x-x0)+f(x0), wobei  (x0, f(x0))  der Berührpunkt der Tangente ist.

Der Koeffizient  a  ist die Steigung der Tangente und ist somit gleich  f@(x0). Somit hat die
Gleichung der Tangente die Form

T(x)=f@(x0).(x-x0)+f(x0).
Den Funktionsgraphen einer Funktion

f:¸fi¸–¸  von zwei Variablen kann man sich als eine i.a. gekrümmte Fläche über
dem Definitionsbereich  ¸fi¸  vorstellen. In diesem Fall ist es interessant, die Tangentialebene
an den Funktionsgraphen zu untersuchen. Sie hat die Form

T(x, y)=a.(x-x0)+b.(y-y0)+f(x0, y0), wobei  ((x0, y0), f(x0, y0))  der
Berührpunkt der Tangentialebene ist.
Setzt man  y=y0  konstant, so geht die Funktion  f  in eine Funktion nur mehr der einen
Variablen  x  über. Die Tangentialebene geht wieder in eine Tangente über, welche die Form

T(x, y0)=a.(x-x0)+b.(y0-y0)+f(x0, y0)=a.(x-x0)+f(x0, y0)  mit

a=
¿f
¿x
(x0, y0)  hat. Somit kennen wir den Koeffizienten  a.

Setzt man analog  x=x0  konstant, so geht die Funktion  f  in eine Funktion von nur mehr der
einen Variablen  y  über. Die Tangentialebene geht wieder in eine Tangente über, welche die
Form

T(x0, y)=a.(x0-x0)+b.(y-y0)+f(x0, y0)=b.(y-y0)+f(x0, y0)  mit

b=
¿f
¿y
(x0, y0)  hat. Somit kennen wir auch den Koeffizienten  b, und die Tangentialebene

hat somit die Form

T(x, y)=
¿f
¿x
(x0, y0).(x-x0)+

¿f
¿y
(x0, y0).(y-y0)+f(x0, y0).

Hat man eine Kurve
j:¸–¸fi¸:t—(j1(t), j2(t))  vorliegen, welche für das Argument  t0  den

Wert  j(t0)=(x0, y0)  annimmt, so ist die Hintereinanderausführung von  f  nach  j  gleich der
Funktion

h=f°j:¸–¸:t—f(j(t)).
Der Funktionsgraph dieser Funktion hat im Punkt  (t0, f(j(t)))  wiederum eine Tangente,
welche die Form

S(t)=h@(t0).(t-t0)+h(t0)=h@(t0).(t-t0)+f(j(t0))  hat.
Unser Interesse konzentriert sich nun auf die Berechnung von  h@(t0). Wir können diese
Ableitung leicht berechnen, wenn wir die Funktion  f  durch die Gleichung ihrer Tangentialebene
ersetzen. Dies ist erlaubt, weil wir nur Funktionswerte von  f  bei Argumenten  (x, y), welche
nahe beim Argument  (x0, y0) liegen, zur Berechnung der Ableitung brauchen.
Wir gehen also von  h  zur Funktion

h*:¸–¸:t—T(j(t))  über.
Es ist

j:¸—¸fi¸:t—(j1(t), j2(t))  und somit

h*(t)=T(j(t))=¿f
¿x
(x0, y0).(j1(t)-x0)+

¿f
¿y
(x0, y0).(j2(t)-y0)+f(x0, y0).

Es ist also

h*@(t)=
¿f
¿x
(x0, y0).j1@(t)+

¿f
¿y
(x0, y0).j2@(t). Daher ist auch

h@(t)=
¿f
¿x
(x0, y0).j1@(t)+

¿f
¿y
(x0, y0).j2@(t)  und somit
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h@(t0)=
¿f
¿x
(x0, y0).j1@(t0)+

¿f
¿y
(x0, y0).j2@(t0) oder für  h  eingesetzt

(3) (f°j)@(t0)=
¿f
¿x
(x0, y0).j1@(t0)+

¿f
¿y
(x0, y0).j2@(t0)=

=
¿f
¿x

(j(t0)).j1@(t0)+
¿f
¿y

(j(t0)).j2@(t0).

Diese Formel ist die sogenannte Kettenregel in 2 Variablen. Es ist klar, wie diese Formel
auf mehr als  2  Variable auszudehnen ist.

Anwendungsbeispiele:
In der Schule wird man kaum in die Lage kommen, die Kettenregel in mehreren Variablen
anwenden zu müssen. Es gibt dafür drei Standardsituationen, welche allerdings umgangen
werden können.
(1) h(t)=j1(t)

j2(t).

(2) h(t)=ik(s, t) ds.

(3) Ist die Funktion  y=y(x)  durch die Gleichung  f(x, y)=0  implizit gegeben, so ist

y@(x)=-

¿f
¿x
(x, y)

¿f
¿y
(x, y)

.

Zu (1): Bei

h(t)=j1(t)
j2(t)  wählen wir  f(x, y)≠xy.

Dann ist
h(t)=f°j(t)=f(j1(t), j2(t)).

Es ist dann
¿f
¿x
(x0, y0)=y0.x0

y0-1  und  
¿f
¿y
(x0, y0)=x0

y0.ln (x0).

Mit  x0=j1(t0)  und  y0=j2(t0)  und der Kettenregel  (3)  folgt also

h@(t0)=(f°j)@(t0)=
¿f
¿x
(x0, y0).j1@(t0)+

¿f
¿y
(x0, y0).j2@(t0)=

=y0.x0
y0-1.j1@(t0)+x0

y0.ln (x0).j2@(t0)=

=j2(t0).j1(t0)
j2(t0)-1.j1@(t0)+j1(t0)

j2(t0).ln (j1(t0)).j2@(t0). Dies gilt für jedes  t,
also

h@(t)=j2(t).j1(t)
j2(t)-1.j1@(t)+j1(t)

j2(t).ln (j1(t)).j2@(t).

Zu diesem Resultat wären wir aber auch viel elementarer (durch sogenanntes logarithmisches
Differenzieren) gekommen:

Aus  h(t)=j1(t)
j2(t)  folgt

ln (h(t))=j2(t).ln (j1(t))  und durch Differenzieren bekommen wir

h@(t)
h(t)

=j2@(t).ln (j1(t))+j2(t).
j1@(t)
j1(t)

, also

h@(t)=h(t).j2@(t).ln (j1(t))+h(t).j2(t).
j1@(t)
j1(t)

. Setzten wir für  h(t)  ein, so folgt

h@(t)=j1(t)
j2(t).j2@(t).ln (j1(t))+j1(t)

j2(t).j2(t).
j1@(t)
j1(t)

=

=j2(t).j1(t)
j2(t)-1.j1@(t)+j1(t)

j2(t).ln (j1(t)).j2@(t).

Zu (2): Bei
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h(t)=ik(s, t) ds  wählen wir  f(x, y)≠'x

t1
k(s, y) ds  und

j1(t)=t  sowie  j2(t)=t  und haben dann

f°j(t)=ik(s, t) ds.

Es ist dann  j1@(t)=1  sowie  j2@(t)=1  und

¿f
¿x
(x0, y0)=k(x0, y0)  und  

¿f
¿y
(x0, y0)='

x0

t1

¿k
¿y
(s, y0) ds.

Daraus folgt

h@(t0)=
¿f
¿x
(x0, y0).j1@(t0)+

¿f
¿y
(x0, y0).j2@(t0)=

=k(x0, y0).1+'
x0

t1

¿k
¿y
(s, y0) ds.1=k(j1(t0), j2(t0))+'

j1(t0)

t1

¿k
¿y
(s, j2(t0) ds.

Für alle  t  folgt also

h@(t)=k(j1(t), j2(t))+'
j1(t)

t1

¿k
¿y
(s, j2(t) ds.

Es ist mir keine elementare Methode bekannt, welche auch zu diesem Resultat führt. In sehr vie-
len konkreten Fällen kann man aber eine Stammfunktion finden und somit das Integral vor dem
Differentiationsprozeß eliminieren.

Zu (3): Wir setzten

h(t)=f(j1(t), j2(t))  mit  j1(t)=t=x  und  j2(t)=y(t)=y(x). Dann ist

j1@(t)=1 und  j2@(t)=y@(t).
Es folgt aus  f(x, y)=0, daß auch

h(t)=0  für alle  t  und daher ist

0=h@(t)=
¿f
¿x
(x, y).1+

¿f
¿y
(x, y).y@(t)  für alle  t, woraus

y@(x)=y@(t)=-y@(x)=-

¿f
¿x
(x, y)

¿f
¿y
(x, y)

  folgt.

7. Zum Begriff des differentiell Kleinen

Aus der Historie der Differential und Integralrechnung heraus entwickelten sich Schreibweisen,
welche mit den heutigen Mitteln gerüstet nicht mehr so recht verstanden werden.
Es handelt sich vornehmlich um
1. Die Leibnitzsche Schreibweise

df
dx

  für  die Ableitung  f@  und

2. Die Schreibweise

1f(x) dx  für das Integral.

Die dabei auftretenden Zeichenreichen  df  und  dx  (=differentiell kleine Größen) können
als Begriffe interpretiert werden, welche zwar die Merkbarkeit und die intuitive Erfassung von
Formel, in denen sie auftreten, sehr fördern, aber leider in die heutige Analysis nicht logisch
konsistent  (=widerspruchsfrei)  eingebunden werden können. Eine theoretisch befriedigende
Lösung dieses Konsistenzproblems ist in der Non-Standard-Analysis gefunden worden. Man
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muß jedoch leider zugeben, daß diese Non-Standard-Analysis keine Verbesserung der
mathematischen Didaktik auf elementaren Niveau darstellt.
In der wissenschaftlichen Analysis, den mathematischen Naturwissenschaften und der Physik ist
es üblich, trotz der bestehenden Inkonsistenzen mit den differentiell kleinen Größen gewinnbrin-
gend zu arbeiten. Beim Umgang mit diesen Größen sind gewisse Regeln zu beachten, welche
man am besten so lernt, indem man vorgeführte Beispiele nachvollzieht. Zu diesem Zweck ist es
notwendig, daß der Lernende mit den differentiell kleinen Größen möglichst früh (also in der
Schule von allen Anfang an)  konfrontiert wird.
Meiner Meinung nach wäre es aus dem genannten Grund sehr sinnvoll, die Verwendung der dif-
ferentiell kleinen Größen in der Schule überhaupt vor alle anderen Argumentationsmöglichkeiten
zu stellen.

Die differentiell kleinen Größen bei der Leibnitzschen Schreibweise der
Ableitung:
Schreibt man

Dx≠(x+h)-x=h  und
Df≠f(x+h)-f(x), so ist

f@(x)=â Df
Dx .

Eine nicht negative Zahl, welche kleiner ist als alle positiven Zahlen, ist in der modernen Analysis
nur die Null  0.
Beim Denken in differentiell kleinen Größen stellt man sich vor,  daß man eine ganze Menge von
differentiell kleinen positiven Zahlen hat, welche einerseits kleiner sind als jede normal große
positive Zahl aber doch noch größer sind als die  Null  0  und damit ungleich  0  sind.
Es ist ganz gut, sich vorzustellen, daß man genau so viele differentiell kleine Zahlen hat, wie es
Zahlen in  ¸  gibt.
Nun stellt man sich vor, daß beim Grenzübergang  Dx–0  bevor die Null erreicht wird zuerst
Dx  die differentiell kleinen Werte  dx£0  annimmt. Die dazugehörigen  Df  nehmen dann
ebenfalls differentiell kleine Werte  df  an.

Der Quotient   
Df
Dx§f@(x)  geht dabei in den Wert  

df
dx
=f@(x)  über.

Der differentiell kleine Wert  dx  ist also noch  £0  und kann daher im Nenner eines Bruches
auftreten, aber er ist schon so klein, daß die Sehne zwischen den Graphenpunkten

(x, f(x))  und  (x+dx, f(x+dx))  mit der Tangente an den Graphen im Punkt
(x, f(x))  exakt übereinstimmt.

Sehne = Tangente

Graph von f

x+dxx

f(x)
f(x+dx)
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§5. Die Integralrechnung

1. Das bestimmte Integral

Der Flächeninhalt und das Volumen.
Der Flächeninhalt und das Volumen werden auch in der Schule über eine Abschätzung
eingeführt.
Bei der Bestimmung des Flächeninhaltes wird das Flächenstück in ein achsenparalleles Rechteck
eingeschlossen. Das achsenparallele Rechteck möge den elementaren Flächeninhalt

R≠Länge.Breite  haben.
Die Rechteckseiten werden dann jeweils äquidistant unterteilt. Sodann werden die kleinen
Rechtecke gezählt, welche ganz im Flächenstück liegen und es wird deren gesamter elementarer
Flächeninhalt bestimmt. Diese Zahl möge  Fu  bezeichnet werden.
Genau so geht man mit den kleinen Rechtecken vor, welche ganz außerhalb des Flächenstückes
liegen. Ihr gesamter elementarer Flächeninhalt möge mit  B  bezeichnet werden und wir
bestimmen damit die Zahl

Fo≠R-B.
Der zu bestimmende Flächeninhalt ist sodann eine Zahl  F, für welche

Fu≤F≤Fo  gilt.
Verfeinert man die äquidistanten Unterteilungen, so bekommt man weitere Zahlen  Fu  und  Fo,
welche die zu bestimmende Zahl  F  besser einschränken.
Man sagt: Im allgemeinen gibt es nur eine reelle Zahl  F, welche zwischen allen möglichen  Fu
und allen möglichen  Fo  liegt. In einem solche Fall ist der Flächeninhalt  des Flächenstückes
definiert und gleich  F.
Analog ist das Volumen eines dreidimensionalen Körpers bestimmt.

Länge

B
re

ite

k.Länge

B
re

ite

Anhand der Skizze kann man leicht erkennen, daß der Flächeninhalt in den  k-fachen
Flächeninhalt übergeht, wenn man die Fläche in einer Dimension um das  k-fache  dehnt bzw.
staucht:
Die Anzahl der Kästchen ändert sich nicht, der Inhalt der Kästchen nimmt jedoch den  k-fachen
Wert an.
Wird die Fläche um das  k-fache ähnlich vergrößert bzw. verkleinert, so geht der Flächeninhalt in
das  k2-fache über, da in beiden Dimensionen die Abänderung vorgenommen wird.
Analog beim Volumen, das bei  k-facher ähnlicher Vergrößerung bzw. Verkleinerung in das  k3-
fache übergeht.

Das bestimmt Integral wird in der Schule für stetige Integranden und endliche
Integrationsintervalle eingeführt.
Der Unterschied zur Flächenbestimmung liegt darin, daß die Flächenstücke zwischen Graphen
und  x-Achse positiv gezählt werden, wenn die dazugehörigen Funktionswerte positiv sind, und
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daß die Flächenstücke zwischen Graphen und  x-Achse negativ gezählt werden, wenn die
dazugehörigen Funktionswerte negativ sind.
Also: Beim Integral handelt sich nicht um einen einfachen Flächeninhalt, sondern um eine

"Flächenbilanz".

+ +

-

f(x)

xa b

An Hand von Zeichnungen und Kästchenabzählen wird die Schreibweise

1f(x) dx  motiviert, wobei  dx  für eine als "differentiell klein" gedachte Teilrechteckseite

steht. Das Integralzeichen ist ein stilisiertes  S, welches für "Summe" steht.

Dx

x
f(x)

a b

      

S f(x) Dx –1 f(x) dx

Ebenfalls an Hand von Zeichnungen wird motiviert, daß

1(f(x)±g(x)) dx=1f(x) dx±1g(x) dx  sowie

1k.f(x) dx=k.1f(x) dx  gilt.

Übungsaufgaben (Siehe Anhang: (34))

Wir führen nun die Konvention

Öf(x) dx=-1f(x) dx  ein, und wir leiten die Relation

 É f(x) dx=1f(x) dx+Ñf(x) dx  für  a≤b≤ c  her.

Wir könnten uns nun auch überlegen, daß diese Relation für beliebige Anordnungen von  a, b
und  c  gelten. Dazu kann man Fallunterscheidungen heranziehen.
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Elementar berechnen können wir die Integrale

1k dx=k.(b-a) (Rechteckflächenformel)

1k.x dx=
k.(b2-a2)

2
 (Trapezformel)

Nun berechnen wir den Inhalt der Parabelfläche, was etwas aufwendig ist und wegen der

auftretenden Schwierigkeiten mit den Riemannsummen vom Thema eher ablenkt (ich würde dies

also in der Schule weglassen) :

'
0

a

x2 dx.

Das Intervall  [0, a]  wird in  n  gleich lange Teilintervalle

[xi-1, xi] i=1,9, n  zerlegt, sodaß also

xi=
i
n .a  und die Länge der Teilintervalle gleich

Dn=
a
n   ist.

Die untere Abschätzung ergibt

Un=(x0
2+9+xn-1

2).Dn  und die obere Abschätzung ergibt

On=(x1
2+9+xn

2).Dn.

Wegen
4(On-Un)=4(xn

2-x0
2).Dn=(1-0).0=0

gibt es höchstens eine Zahl  F, für welche

Un≤F≤On  für alle  næ›  gilt.

Nun ist

xi-1
2≤3.(xi-1

2+xi-1.xi+xi
2)≤xi

2  wegen  xi-1
2≤xi-1.xi  und  xi-1.xi≤xi

2.

Wir multiplizieren diese Ungleichungskette mit  (xi-xi-1), und dann folgt

xi-1
2.(xi-xi-1)≤3.(xi

3-xi-1
3)≤xi

2.(xi-xi-1), also

xi-1
2.Dn≤3.(xi

3-xi-1
3)≤xi

2.Dn.

Summiert man, so folgt

Un≤#3.(xi
3-xi-1

3)≤On.

Die mittlere Summe ergibt (Teleskopreihe!)  3.(xn
3-x0

3)=3.(a3-03)=3.a3.
Daher folgt

Un≤3.a3≤On  für alle  næ›.
Es ist also

'
0

a

x2 dx=3.a3.

Schließlich bekommen wir

'
0

a

x2 dx+1x2 dx='
0

b

x2 dx, woraus

1x2 dx='
0

b

x2 dx-'
0

a

x2 dx=3.(b3-a3)  folgt.
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2. Die Keplersche Faßregel und die Simpsonregel

Ist  p(x)=a0.x2+a1.x+a2, so folgt

1p(x) dx=1a0.x2+a1.x+a2 dx=

=1a0.x2 dx+1a1.x dx+1a2 dx=a0·
b3-a3

3
+a1·

b2-a2

2
+a2·(b-a)=

=[dieser Ausdruck beschreibt das Integral als Funktion der Koeffizienten von  p]=

=
b-a

6
·(2·a0·(b2+ab+a2)+3·a1·(b+a)+6·a2)=

=
b-a

6
·(a0·a2+a1·a+a2+4·(a0·( a+b

2
)2
+a1·

a+b
2
+a2)+a0·b2+a1·b+a2)=

=
b-a

6
·(p(a)+4·p( a+b

2
)+p(b))=b-a

6
·(p(a)+4·p( a+b

2
)+p(b)).

Der letzte Ausdruck beschreibt das Integral als Funktion dreier Funktionswerte von  p.

Hat man nun eine stetige Funktion  f:[a, b]–¸  gegeben, so kann man diese Funktion
ersetzen durch jene quadratische Funktion

p(x)=a0.x2+a1.x+a2, welche in den Punkten  a, (a+b)/2, b  mit  f  übereinstimmt.
Man rechnet dann näherungsweise

 1f(x) dx§1p(x) dx=
b-a
6
·(p(a)+4·p( a+b

2
)+p(b))=

=
b-a
6
·(f(a)+4·f( a+b

2
)+f(b)).

Diese Näherungsformel heißt die Keplersche Faßregel.

Die Simpsonformel
(Simpson lebte von  1710  bis  1776, diese Regel wurde aber schon  1668  von Gregory  benützt.)
Das Intervall  [a, b]  wird in  m  gleich lange Teilintervalle zerlegt.
Für jedes Teilintervall wird die Keplersche Faßregel angewendet, sodaß also schließlich die Funktion  f  an
2m+1  Stellen

xk≠a+k·
b-a
2m

  für  k=0, 1, 2,9, 2m

 berechnet werden muß. Setzt man
fk≠f(xk)  für  k=0, 1, 2,9, 2m,

so bekommt man

1f(x) dx§

§
b-a
6m
·(f0+f2m+2·(f2+f4+9+f2m-2)+4·(f1+f3+9+f2m-1)).

Genaueres siehe in  LK 6.4.(6) ff.

Üben Sie in der Schule das Kästchenzählen und als Kontrolle dazu die Simpsonformel solange,
bis dem Schüler im Langzeitgedächtnis bleibt, daß das Integral eine Methode der
Flächenbestimmung ist!
Erst dann behandeln Sie den Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung,
welcher schließlich zu einer eleganten Berechnung der Integrale führt.
Es wäre anderenfalls schlecht, wenn bei gebildeten Erwachsenen nur die mehr die Phrase
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"Die Integralrechnung ist die Umkehrung der Differentialrechnung"
als einziges Wissen über die Differential- und Integralrechnung bestünde.
Doch nun zu diesem Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung:

3. Die Ableitung eines Integrals nach seiner oberen Grenze

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung ist sehr einsichtig und besagt:
Ist  f:[a, b]–¸  stetig, so ist

1f(x) dx=f(c).(b-a), wobei  cæ[a, b]  passend gewählt werden kann.

Zu Argumentation führt man an, daß offensichtlich

m.(b-a)≤1f(x) dx≤M.(b-a), wobei  m  der Minimalwert und  M  der Maximalwert

von  f  über dem Intervall  [a, b]  ist. Daher ist

1f(x) dx=v.(b-a), mit einem passenden  væ[m, M].

Nun wähle man eben  cæ[a, b]  so, daß  f(c)=v  (eine Zeichnung ersetzt den
Zwischenwertsatz!).

v

M

m

a c b

f

Wir können nun ausgehend von einer stetigen Funktion
f:[a, b]–¸  eine neue Funktion

F:[a, b]–¸:x—#f(t) dt  definieren.

Wir berechnen die Ableitung   F@  indem wir argumentieren:

F@(x0)=8
F(x0+h)-F(x0)

h =8
'x0+h

a
f(t) dt-'x0

a
f(t) dt

h =

=81
h
.'x0+h

x0
f(t) dt=[Mittelwertsatz der Integralrechnung]=

=81
h
.f(ch).h   [wobei  chæ[x0, x0+h]  geeignet zu wählen ist]=

=8f(ch)=f(x0).

In Worten: Differenziert man ein Integral nach seiner oberen Grenze, so bekommt man den
Integranden an der oberen Grenze.
Dies ist der Satz von der Ableitung nach der oberen Grenze eines Integrals.
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4. Die Integralrechnung als Umkehrung der Differentialrechnung

Ordnen wir jeder stetigen Funktion
f:[a, b]–¸  eine neue Funktion   F  durch die Vorschrift

F:[a, b]–¸:x—#f(t) dt  zu,

so gilt einerseits
F@=f

und andererseits

1f(x) dx=F(b)=[weil  F(a)=0]=F(b)-F(a).

Wie können wir diese Erkenntnis nützen, um das Integral

1f(x) dx  zu berechnen?

Nehmen wir an, daß wir eine Funktion
G:[a, b]–¸  kennen, für welche   G@=f  gilt.

Dann unterscheidet sich  G  von unserer gesuchten Funktion  F  nur um eine Konstante, denn
(G-F)@=G@-F@=f-f=0  konstant,

G-F
C

a b

woraus anschaulich klar folgt (Zeichnung!), daß
G-F:[a, b]–¸  konstant  gleich einem  Cæ¸  sein muß. Es ist also
G(x)=F(x)+C  für alle  xæ[a, b].

Wir rechnen nun

G(b)-G(a)=F(b)+C-(F(a)+C)=F(b)-F(a)=F(b), weil  F(a)=Üf(x) dx=0.

Somit haben wir das fundamentale Resultat

G(b)-G(a)=F(b)=1f(x) dx, welches uns erlaubt, den Wert von

1f(x) dx

exakt zu berechnen, wenn wir eine Funktion  G  finden, welche die Eigenschaft
G@=f  hat.

Definition:
Ist  f:[a, b]—¸  stetig und ist  G:[a, b]–¸  derart, daß  G@=f, so heißt  G eine
Stammfunktion von  f.
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Man schreibt dies so

'f(x) dx=G+C.

Lies:
"G+C  ist eine Stammfunktion von  f"  oder
"Das unbestimmte Integral von  f  ist gleich  G+C".

Dies ist also gleichwertig mit  G@=f.
Den Ausdruck

'f(x) dx  bezeichnet man dabei als unbestimmtes Integral und  C  als eine

Integrationskonstante.
Eine dazu äquivalente Formulierung lautet

'F@(x) dx=F+C.

Merksatz zum Begriff der Stammfunktion:
Sind  G, H:[a, b]–¸  Stammfunktionen, so ist   H-G:[a, b]–¸  eine konstant
Funktion.

Somit verlagert sich erst jetzt unser Interesse weg vom Kästchenzählen und hin zum Aufsuchen
von Stammfunktionen.

5. Das Aufsuchen von Stammfunktionen

Wir kennen zwei elementare Methoden zum Aufsuchen von Stammfunktionen:
1. Die Integraltafeln,
2. Die Umkehrung der Ableitungsregeln.

Die Integraltafeln
gewinnt man sehr einfach. Man differenziert eine Reihe von Funktionen  G+C  und weiß dann,
daß jeweils  G+C  eine Stammfunktion  von  G@=f  ist.
Für die Schule bietet sich die folgende Integraltafel an:

f((((x))))  ''''f((((x)))) dx====G++++C

xa, x>0, aæ¸, a£-1
xa+1

a+1
+C

1
x

;  x£0 ln |x|+C

ex ex+C
sin (x) -cos (x)+C
cos (x) sin (x)+C

1
cos2 (x)

=1+tan2 (x) tan (x)+C

1
sin2 (x)

-cot (x)+C

1
1+x2 atn (x)+C

1

ËÈÈÈÈÈÈÍÈ1-x2
  |x|<1 Arc sin (x)+C=-Arc cos (x)+C1
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cosh (x) sinh (x)+C
sinh (x) cosh (x)+C

1
cosh2 tanh (x)+C

1
sinh2 -coth (x)+C

1

ËÈÈÈÈÈÈÍÈx2+1
Ar sinh (x)+C

1

ËÈÈÈÈÈÈÍÈx2-1
  x>1 Ar cosh (x)+C

1
1-x2   |x|<1 Ar tanh (x)+C

1
1-x2   |x|>1 Ar coth (x)+C

Diese Integraltafel motiviert die Einführung der Areahyperbolicus-Funktionen in der Schule.
Man vergesse nicht, in der Schule den besonders einfachen Spezialfall

' dx=x+C  hervorzuheben.

Die Erfahrung zeigt nämlich, daß dieser Fall sehr oft Probleme macht.

Weitere Integraltafeln findet man in Formelsammlungen.

Die Umkehrung der Ableitungsregeln
führen zu Regeln für die Auffindung von Stammfunktionen. Vorweg zwei sehr einfache
Beispiele:
Aus der Ableitungsregel

(f+g)@=f@+g@ erschließt man:
Ist  F  eine Stammfunktion von  f  und  G  eine Stammfunktion von  g, so folgt also

(F+G)@=F@+G@=f+g, also daß
F+G  eine Stammfunktion von  f+g  ist.

In der Notation der unbestimmten Integrale schaut dieses Ergebnis so aus:

(1) '(f(x)+g(x)) dx='f(x) dx+'g(x) dx+C.

Analog rechnet man

(2) 'l.f(x) dx=l.'f(x) dx+C.

Für die Schule sind noch die partielle Integration und die Substitutionsregel wichtig:

Aus der Produktregel für die Ableitung folgt die sog. partielle Integration:
Es gilt

(f.g)@=f@.g+f.g@, also
f@.g=(f.g)@-f.g@.

Somit folgt

(3) 'f@(x).g(x) dx='((f(x).g(x))@-f(x).g(x)@) dx=

='(f(x).g(x))@ dx-'f(x).g(x)@ dx=f(x).g(x)-'f(x).g(x)@ dx+C.
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Die entsprechende Formel kann auch für das bestimme Integral formuliert werden:

(3@) 1f@(x).g(x) dx=f(x).g(x)è-1f(x).g(x)@ dx=

=f(b).g(b)-f(a).g(a)-1f(x).g(x)@ dx.

Aus der Kettenregel für das Differenzieren folgt die Substitutionsregel für das
Integrieren.
Es gilt

(f°g)@(x)=(f@°g)(x).g@(x).
Daher folgt

(4) '(f@°g)(x).g@(x) dx='(f°g)@(x) dx=f°g+C.

Für das bestimmte Integral bedeutet dies:

(4@) 1(f@°g)(x).g@(x) dx=f°g(b)-f°g(a)='g(b)

g(a)
f@(x) dx.

Die Substitutionsregel hat mehrere Tücken. Es ist aber nicht angebracht, sich in der Schule
darüber zu verbreitern.
Genaueres und Beispiele dazu siehe  LK  5.11.(5)ff.

Übungsaufgaben (Siehe Anhang): (34) - (40)

6. Die Formelmanipulationssysteme

Es ist heute die Frage, wie lange man sich mit dem Aufsuchen von Stammfunktionen in der
Schule aufhalten soll. Die modernen Formelmanipulationssysteme wie

Maple, Mupad, Reduce, Mathematica, Derive 9
lösen alle lösbaren Aufgaben dieser Gattung. Man kann vermuten, daß in Zukunft das praktische
Aufsuchen von Stammfunktionen nur mehr über solche Formelmanipulationssysteme erfolgt. In
der Schule wird man daher den Umgang mit diesen Programmen zu üben haben.

7. Volumina von Rotationskörpern

Das Volumen eines Rotationskörpers wird berechnet, indem der Rotationskörper entlang der Ro-
tationsachse in Kreis-Zylinder mit "differentiell" kleinen Höhen zerlegt wird.

Rotationsachse

r

xa bx+dx

r(x)

Diese haben das differentiell kleine Volumen
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dV=r2(x).p dx  und somit ist

Vrot=1dV=p1r2(x) dx.

8. Volumina von Kegeln

Das Volumen eines Kegels wird berechnet, indem der Kegel parallel zu seiner Grundfläche in
Scheiben mit "differentiell" kleiner Dicke zerlegt wird.

H
h

dh

G0

Die Grundfläche des Kegels befindet sich in  z-Richtung bei  H  und ist beliebig berandet.
Der Flächeninhalt der Grundfläche sei gegeben und gleich  G0.
Die Spitze des Kegels sei im Ursprung.
Schneidet man den Kegel parallel zur Grundfläche in einer Höhe  h, so hat die Schnittfläche eine
lineare Ausdehnung, welche sich um den Faktor

k=
h
H   von der Grundfläche unterscheidet. Somit gilt für den Flächeninhalt der

Schnittfläche

G(h)=G0.k2=
G0
H2 .h2.

Gibt man der Schnittfläche eine differentiell kleine Dicke von der Größe  dh, so bekommt sie das
differentiell kleine Volumen

dV=G(h).dh.
Das gesamte Kegelvolumen ergibt sich somit als

VKegel=¿G(h) dh=¿G0
H2 .h

2 dh=
G0
H2 .

h3

3
¡= G0.H

3
.

9. Das Kugelvolumen und die Kugeloberfläche

Das Kugelvolumen wird als Volumen eines Rotationskörpers berechnet.

-R Rx

r(x)
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Aus der Zeichnung liest man ab:
r(x)=ËÈÈÈÈÈÈÈÍÈÈR2-x2.

Demnach ist das Kugelvolumen gleich

'+R

-R
r2(x).p dx='+R

-R
(R2-x2).p dx=2.R3.p-2.

R3

3
.p=4.

R3

3
.p.

Die Kugeloberfläche wird als Grundfläche eines "Kegels" berechnet, dessen Höhe und dessen
Volumen bekannt ist.
Dazu denken wir uns die Kugel in lauter kleine Kegel zerlegt, deren Spitze gleich dem
Kugelmittelpunkt und deren Grundfläche ein differentiell kleiner Teil  dF  der Kugeloberfläche
ist.

dF
R

Jeder dieser kleinen Kegel hat das Volumen

dV=
dF.R

3
.

Das Gesamtvolumen der Kugel ergibt sich "symbolisch" als

VKugel='dV=' dF.R
3
=

R
3
.'dF=

R
3
.O, wobei  O  die Kugeloberfläche bezeichnet.

Andererseits wissen wir bereits

VKugel=4.
R3

3
.p.

Somit folgt
R
3
.O=4.

R3

3
.p, woraus

O=4.R2.p  folgt.

Merksatz: Der Inhalt der Oberfläche einer Kugel vom Radius  R  ist gleich dem 4-fachen des
Inhaltes eines Kreises vom Radius  R  (welcher als Großkreis der Kugel auftritt).

10. Die Bogenlänge des Graphen einer Funktion

Sei  f:[a, b]–¸  eine stetig differenzierbare Funktion.
Wir teilen das Intervall  [a, b]  etwa äquidistant in  n  gleiche Teile und bekommen so
Zwischenpunkte

a=x0<x1<9<xn=b.
Ist  n  sehr groß, so kann  f  zwischen den Argumenten  xi-1  und  xi  durch die lineare
Approximation

gi:[xi-1, xi]–¸:t—f(xi-1)+f@(xi-1).(t-xi-1)  sehr gut beschrieben werden.
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gi

f

f(xi-1)=gi(xi-1)

xi-1 xi

f(xi)

gi(xi)

Insbesondere ist die Länge des Graphen von  f  zwischen den Argumenten  xi-1  und  xi
genügend genau durch die Länge des Graphen von  gi  approximiert, sodaß die Bogenlänge des
Graphen von  f  durch den Grenzwert

4#…(xi, gi(xi))-(xi-1, gi(xi-1))…=4#b-a
n .ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+(gi@(xi-1))2=

=4#b-a
n .ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+(f@(xi-1))2=1ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+(f@(x))2 dx  gegeben ist.

Es gibt leider nicht viele gute Beispiele, bei denen die Bogenlänge einer Kurve berechnet werden
kann. Vor allem die Ellipse macht grundsätzliche Schwierigkeiten [vergl. LK 6.1.(73) ff.]. In
den folgenden Übungen sind einige der elementar berechenbaren Beispiele angeführt.

Übungsaufgaben (Siehe Anhang): (41) - (45)

11. Flächen- und Kurvenschwerpunkte

a. Punktschwerpunkte
Wir denken uns in der Ebene  ¸2  endlich viele Massenpunkte  P1,9, Pn  gegeben, welche die
Koordinaten

Pi=(xi, yi)  haben und in denen wir uns Punktmassen  mi>0  plaziert denken.
Als erstes denken wir uns die Ebene um die  x-Achse frei drehbar. Dann erzeugen die
Massenpunkte Drehmomente, welche gleich

yi.mi.g  (g=Erdbeschleunigung) sind.

xS

m1

m2

m4

m3

x1 x4 x3x2

y1

y2

y3
y4

mSyS

Das gesamte Drehmoment um die  x-Achse ist dann gleich

Mx=#yi.mi.g.
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Analog bekommen wir ein gesamtes Drehmoment um die  y-Achse, welches gleich

My=#xi.mi.g  ist.

Ersetzen wir die Massenpunkte durch einen einzigen Massenpunkt  S  mit den Koordinaten

S=(xS, yS)  und der Masse  mS≠#mi, so wollen wir diesen Punkt so plaziert haben,

daß er alleine die selben Momente  Mx  und  My, wie die Punkte  Pi  zusammen tun, erzeugt.
Wir suchen also  xS  und  yS  derart, daß

mS.yS.g=Mx=#yi.mi.g  und

mS.xS.g=My=#xi.mi.g.

Aus dieser Forderung ergibt sich (die Erdbeschleunigung kürzt sich raus)

(3) xS=

#xi.mi

#mi

  und  yS=

#yi.mi

#mi

 .

Der Punkt  S=(xS, yS)  wird der Schwerpunkt der Massenpunkte  P1,9, Pn  genannt.
Unterstützt man nun die Ebene im Punkt  S  (das läuft daraus hinaus, daß man sich den
Ursprung in den Punkt  S  verlegt denkt), so sind bezüglich des neuen Ursprungs die neuen
Massenpunktkoordinaten gleich

Pi'=Pi-S=(xi-xS, yi-ys)=(xi', yi')
und daher die Momente um die neue x-Achse bzw. die neue  y-Achse gleich

Mx'=#yi'.mi.g=#(yi-yS).mi.g=#yi.mi.g-yS.#mi.g=

=m.yS.g-yS.m.g=0  bzw. analog
My'=0.

Dies erleuchtet die physikalische Bedeutung des Schwerpunktes:
Unterstützt man die Ebene im Schwerpunkt eines Punktmassensystems, so sind die dabei erzeug-
ten Momente gleich  0, und daher kippt die Ebene unter der Last des Punktmassensystems nicht.

Die Assoziativitätseigenschaft der Schwerpunktsbildung.
Satz: Hat man in der Ebene zwei Massenpunktsysteme

P1=(x1, y1),9, Pn=(xn, yn)  mit Massenbelegungen  m1,9, mn  und
P1=(x1, y1),9, Pd=(xd, yd)  mit Massenbelegungen  m1,9, md  gegeben,

und ist
S=(xS, yS)  der Schwerpunkt des ersten Systems, welchem die Massenbelegung

mS=#mi  zugeordnet ist und ist analog

S=(xS, yS)  der Schwerpunkt des zweiten Systems welchem die Massenbelegung

mS= mt  zugeordnet ist,

so gilt für den Gesamtschwerpunkt  (xg, yg)  beider Systeme

xg=
x1.m1+9+xn.mn+x1.m1+9xd.md

m1+9+mn+m1+9+md
=

xS.mS+xS.mS

mS+mS
  und

yg=
y1.m1+9+yn.mn+y1.m1+9yd.md

m1+9+mn+m1+9+md
=

yS.mS+yS.mS

mS+mS
 .

Man kann sich also die Wirkung des gesamten Systems durch die Wirkung des zweipunktigen
Systems  S, S  mit den Massen  mS, mS  erzeugt denken.
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Der Beweis ist durch einfaches Ausrechnen zu führen.

Satz aus der analytischen Geometrie:
Sind  a, bæ¸n, gilt  a£b  und sind  a, b>0  und ist  a+b=1, so liegt der Punkt

a.a+b.b  auf der Strecke zwischen  a  und  b.
Beweis: Die Parameterdarstellung der Geraden durch  a  und  b  ist

x=a+l(b-a)  mit dem Parameter  læ¸.
Für  l=0  ist  x=a  und für  l=1  ist  x=b. Daher liegt für  læ(0, 1)  der Punkt

x=a+l(b-a)=(1-l).a+l.b  auf der Strecke zwischen  a  und  b.
Wenn nun  a, b>0  und ist  a+b=1, dann setzen wir

l=b  und es ergibt sich
a=(1-l).

Wegen  a+b=1  folgt  l=bæ(0, 1). ˝

Das entsprechende Resultat über den Schwerpunkt eines  2-punktigen Massensystems lautet:

Satz:
Liegt ein Massenpunktsystem mit zwei Punkten

P1=(x1, y1)  und  P2=(x1, y1)  und mit Massenbelegungen  m1  bzw.  m2  vor,
so liegt der Schwerpunkt des System auf der Strecke zwischen  P1  und  P2.
Beweis: Vektoriell geschrieben ist

S=
m1.P1+m2.P2

m1+m2
.

Mit  a≠
m1

m1+m2
  und  b≠

m2

m1+m2
  gilt nun

a, b>0  und  a+b=1  und

S=a.P1+b.P2. ˝

Übungsaufgaben (Siehe Anhang): (46) - (53)

b. Flächenschwerpunkte
In der Schule berechnen wir elementar die Flächenschwerpunkte von Dreiecken und von
Flächen, welche aus endlich vielen Dreiecken zusammengesetzt sind (Polygonen).
Dazu definiert man zuerst den Flächenschwerpunkt eines Streifens.
Ein Streifen ist ein schmales Rechteck (wir denken uns später die Breite des Rechteckes
differentiell klein). Um einen Anschluß an physikalische Gedankengänge zu finden, können wir
einen Streifen auch als Stab bezeichnen. Der Schwerpunkt eines Streifens liegt in der Mitte des
Streifens und hat eine Punktmasse, welche dem Flächeninhalt des Streifens numerisch gleich ist.

b

l

xS

yS
m=l.b
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Den Flächenschwerpunkt eines Dreieckes bekommen wir folgendermaßen:
Zuerst zerlegen wir das Dreieck in Streifen, welche parallel zur Seite  a  sind.
Die Schwerpunkte der Streifen liegen bei den Mittelpunkten der Streifen. Diese Mittelpunkte
liegen auf der Schwerlinie  sa. Damit liegt auch der Schwerpunkt des Streifensystems auf  sa.
Analog schließen wir, daß der Schwerpunkt des Streifensystems parallel zu  b  auf  sb  liegt.
Der Schwerpunkt des Streifensystems parallel zu  sa  ist nun gleich dem Schwerpunkt des
Dreieckes. Genau so ist der Schwerpunkt des Streifensystems parallel zu  sb  gleich dem
Schwerpunkt des Dreieckes. Damit ist der Schnittpunkt von  sa  und  sb  gleich dem Schwerpunkt
des Dreieckes. Dem Schwerpunkt des Dreieckes kommt eine Masse zu, welche numerisch gleich
dem Flächeninhalt des Dreieckes ist, weil die Summe der Flächeninhalte eines Streifensystems
parallel zu einer Dreiecksseite gleich der Dreiecksfläche ist.

ab

c

C

A B           

ab

c

C

A B

S

sa sb

In der Integralrechnung der Schule behandeln wir die  y-Koordinate des Schwerpunktes eines
Flächenstückes, welches zwischen dem Graphen einer positiven stetigen Funktion und der  x-
Achse eingespannt ist. Wir motivieren die Schwerpunktformel wieder mit einer Zerlegung der
Fläche in (jetzt differentiell schmalen) Streifen der Länge  f(x)  und der Breite  dx.

x

f(x)

f(x)/2

dxa b

Ein solcher Streifen hat seinen Schwerpunkt bei  (x, f(x)/2). Seine Masse ist gleich  
dm(x)≠f(x).dx

So bekommen wir die y-Koordinate des Flächenschwerpunktes als (das Summenzeichen in (3)
geht in ein Integralzeichen über!)
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ySF=

1(f(x)/2).dm(x)

1dm(x)

=

1(f(x)/2).f(x) dx

1f(x) dx

=2.
1f2(x) dx

1f(x) dx

.

Diese  y-Koordinate brauchen wir für die Guldinsche Regel zum Berechnen des Volumen eines
Rotationskörpers.

c. Kurvenschwerpunkte
Wir denken uns eine ebene Kurve aus Draht geformt, sodaß ihr eine Masse zukommt. Diese
Masse ist proportional der Kurvenlänge, sodaß für uns also

Kurvenlänge=Masse gilt.
Wir berechnen nun die  y-Koordinate des Schwerpunktes des Graphen einer Funktion.
Sei dazu

f:[a, b]–¸  stetig differenzierbar gegeben.
Wir betrachten den Graphen dieser Funktion als Kurve.
Betrachten wir das Kurvenstück über einem differentiell kleinen Argumentenintervall beim
Argument  x, so hat dieses (wie wir bei der Berechnung der Bogenlänge gesehen haben) die
Länge

ds=ËÍÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+f@2(x).dx, welches wir, wie gesagt als den Wert der differentiell kleinen Masse
ansehen wollen.
Die  y-Koordinate dieses differentiell kleinen Bogenstückes ist gleich

f(x).
Somit ergibt sich als  y-Koordinate des Kurvenschwerpunktes

ySK=

1f(x).ËÈÈÍÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+f@2(x) dx

1ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+f@2(x) dx

.

12. Oberflächen von Rotationskörpern

a. Die Mantelfläche eines geraden Kegelstumpfs

      

S

s

U

u

R

Hh

S
s

a

r

Wir betrachten einen geraden Kegelstumpf mit einem Basiskreis, welcher den Radius  R  und
einem Deckkreis, welcher den Radius  r  hat. Die Höhe des Ausgangskegels sei  H  und die Höhe
des weggeschnittenen Kegels sei  h.
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Der Umfang des Basiskreises ist
U=2.R.p  und der Umfang des Deckkreises ist
u=2.r.p.

Der halbe Öffnungswinkel des Kegels ist  a, wobei laut Skizze

tan (a)=
R-r
H-h

=
R
H=

r
h .

Die Mantellinienlänge des Ausgangskegels ist
S=ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈR2+H2  und die Mantellinie des weggeschnittenen Kegels ist

s=ËÈÈÈÈÈÈÈÈr2+h2.

Demnach ist die Mantelfläche des Ausgangskegels gleich
2.U.S  und die Mantelfläche des weggeschnittenen Kegels ist

2.u.s.
Die Mantelfläche des Kegelstumpfes ist daher

F=2.U.S-2.u.s=2.(2.R.p.ËÈÍÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈR2+H2-2.r.p.ËÈÈÈÈÍÈÈÈÈr2+h2)=

=p.(R.H.ËÈÈÈÈÈÈR2

H2+1-r.h.ËÈÈÈÍÈÈr2

h2+1)=p.(R.H.ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+tan2 (a)-

r.h.ËÈÈÈÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈÈÈ1+tan2 (a))=
=p.ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈ1+tan2 (a).(R.H-r.h).

Nun ist
R:H=r:h, also
r=R.h/H,

und es ist
h=r.h/r=r.H/R.

Somit bekommen wir
R.H-r.h=R.(H-h2/H)=(R/H).(H2-h2)=(R/H).(H-h).(H+h)=
=(R/H).(H-h).(H+r.H/R)=(R/H).(H-h).(H/R).(R+r)=
=(H-h).(R+r).

Dies wiederum ergibt
F=p.ËÈÈÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈÈÈÈ1+tan2 (a).(R.H-r.h)=p.ËÈÈÈÈÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈÈÈ1+tan2 (a).(H-h).(R+r).

Der Flächeninhalt einer Rotationsfläche
Wir denken uns eine Rotationsfläche aus lauter Kegelstumpfmäntel mit differentiell kleinem

dx=H-h  zusammengesetzt.

Rotationsachse

r

xa bx+dx

r(x) r(x+dr)

Der differentiell kleine Flächeninhalt eines solchen Kegelstumpfmantels ist dann gleich
dF=p.ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+tan2 (a).(H-h).(R+r)=[R+r  geht in  2.r(x)  über]=

=p.ËÈÈÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈÈ1+r@2(x).2.r(x).dx.
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Somit ergibt sich als Flächeninhalt der gesamten Rotationsfläche

Frot=2.p.1ËÈÈÈÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈ1+r@2(x).r(x) dx.

In der Schule können wir gleich auf dieses Ergebnis zusteuern indem wir die differentiell kleine
Fläche der Mantelfläche berechnen:

dF=Umfang.dMantellänge,
wobei

Umfang=2.p.r(x)
und

dMantellänge von der folgenden Skizze mit Hilfe des Satzes von Pythagoras abgelesen
wird:

dMantellänge

dx

r@(x).dx

r(x)

x

Also

dMantellänge=ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÍ(dx)2+(r@(x).dx)2=ËÈÈÈÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈ1+r@2(x).dx.

Beispiele:
(1) Sei  a=0 und  0<b  und  r(x)=x2.

0 b

Dann folgt
r@(x)=2.x  und daher

ËÍÈÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈÈ1+r@2(x)=ËÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈÈ1+4.x2.

Der Inhalt der Rotationsfläche ist somit



Inhaltsverzeichnis 87

R.Liedl:  Differential- und Integralrechnung in der Schule   27. August 1956  20:49 Uhr

Frot=TËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+4.x2.2.p.x2 dx.

Wir substituieren:  2x=sinh (t)  und somit gehen die Grenzen
x=0  in  t=0  sowie  x=b  in  t=arsinh (2b)Fu  über.

Aus
ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+4.x2  wird  cosh (t)  und aus

x2  wird  4.sinh2 (t).

Aus  dx wird  2.cosh (t) dt
Somit ist

Frot=T.Vcosh2 (t).sinh2 (t) dt=T.V( e+t+e-t

2 .
e+t-e-t

2 )2
dt=

= p

64
.V(e2t-e-2t)2 dt= p

64
.V(e4t-2+e-4t) dt=

= p

64
.V(e4t+e-4t) dt- p

64
.2.Vdt= p

32
.Vcosh (4t) dt- p

32
.u=

= p

128
.sinh (4u)- p

32
.u.

(2) Sei  a=-R und  b=R  und  r(x)=ËÈÈÈÈÍÈÍÈÈÈÈR2-x2. Wir berechnen also die Oberfläche der
Kugel mit Radius  R.
Es folgt

r@(x)=
-x

ËÈÈÈÈÍÍÍÈÈÈÈR2-x2
  und daher

ËÈÈÈÈÈÈÍÈÈÍÈÈÈ1+r@2(x)=
R

ËÈÈÈÈÈÍÈÍÈÈR2-x2
.

Der Inhalt der Rotationsfläche ist somit

Frot=1ËÈÈÈÈÍÍÈÈÈÍÈÈÈÈ1+r@2(x).2.p.r(x) dx='
-R

R

2.p.R.
ËÈÈÈÈÈÍÈÈÍÈÈR2-x2

ËÈÈÈÈÍÍÍÈÈÈÈR2-x2
 dx=4.p.R2,

wie wir bereits wissen.

13. Die Guldinschen Regeln

a. Guldinsche Regel für das Volumen eines Rotationskörpers
Gegeben sei eine nicht negative stetige Funktion

r:[a, b]–¸.
Wir betrachten die Fläche zwischen dem Graphen von  r  und der  x-Achse.
Wir hatten für die  y-Koordinate des Flächenschwerpunktes die Formel

ySF=2.
1r2(x) dx

1r(x) dx

.

Für das Volumen des entsprechenden Rotationskörpers mit der  x-Achse als Rotationsachse
hatten wir die Formel

Vrot=p1r2(x). dx.

Daraus lesen wir ab:
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Vrot=2.p.ySF.1r(x) dx.

In Worten: Das Volumen des Rotationskörpers ist gleich dem Inhalt der Fläche unter dem
Graphen der erzeugenden Funktion multipliziert mit dem Weg des Flächenschwerpunktes bei
einer Drehung um die Rotationsachse.

b. Guldinsche Regel für den Inhalt der Fläche eines Rotationskörpers
Gegeben sei eine nicht negative stetig differenzierbare Funktion

r:[a, b]–¸.
Wir betrachten den Graphen dieser Funktion als Kurve.
Wir hatten für die  y-Koordinate des Kurvenschwerpunktes die Formel

ySK=

1r(x).ËÈÈÍÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+r@2(x) dx

1ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+r@2(x) dx

.

Für den Inhalt der entsprechenden Rotationsfläche mit der  x-Achse als Rotationsachse hatten wir
die Formel

Frot=2.p.1r(x).ËÈÈÈÈÈÈÈÍÈÈÈÈÈ1+r@2(x) dx.

Daraus lesen wir ab:

Frot=2.p.ySK.1ËÍÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ1+r@2(x) dx.

In Worten: Der Inhalt einer Rotationsfläche ist gleich der Bogenlänge des Graphen der
erzeugenden Funktion multipliziert mit dem Weg des Kurvenschwerpunktes des Graphen bei
einer Drehung um die Rotationsachse.

Beispiel:
Das Paradebeispiel für die Anwendung der Guldinschen Regeln sind die Berechnung des
Volumens und des Oberflächeninhalts eines Torus.
Wir haben dazu allerdings den Flächenschwerpunkt einer Kreisfläche und den
Kurvenschwerpunkt einer Kreislinie zu betrachten, was aus unserem einfachen Schema mit der
erzeugenden Funktion

r:[a, b]–¸  heraus führt.
In den Anwendungsfächern der Mathematik wird aber öfters ein mathematischer Satz nur unter
vereinfachenden Voraussetzungen bewiesen.
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r

R

Der Flächenschwerpunkt des erzeugenden Kreises liegt aus Symmetriegründen im Mittelpunkt
des Kreises. Ebenso ist dies beim Kurvenschwerpunkt der Fall. Nun bekommen wir sehr einfach
nach Guldin:

RotationsflächeninhaltTorus=2.p.R.2.p.r=4p2.r.R  und
VolumenTorus=2.R.p.r2.p=2.R.r2.p2.

Die Guldinschen Regeln können auch umgekehrt benutz werden, um die
Schwerpunktskoordinaten zu berechnen.

Beispiel:
Von der Kugel kennen wir bereits das Volumen und den Inhalt der Oberfläche.
Daraus berechnen wir nun den Flächenschwerpunkt und den Kurvenschwerpunkt jenes
Halbkreises, der durch Rotation die Kugel erzeugt.
Aus

VolKugel=4.R3.S  und

FlHalbkreis=R2.R  folgt mit der ersten Guldinschen Regel

4.R3.S=R2.R.2.p.ySF, also

ySF=
4
3p .R

und aus
FlKugel=4.R2.p  und
LängeHalbkreis=R.p  folgt mit der zweiten Guldinschen Regel
4.R2.p=R.p.2.p.YSK, also

ySK=
2
p .R.

Kurvenschwerpunkt
Flächenschwerpunkt
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14. Schmiegekreise

Ist  y:I–¸2  eine ebene )-Kurve, so kann man durch elementargeometrische Betrachtun-
gen schnell zu den Begriffen Krümmungsmittelpunkt, Krümmungsradius und Krümmung kom-
men. Dieser Zugang eignet sich besonders für die Schule.
Wir wählen dazu ein Argument  t0æI  beliebig aus. Ist  h£0  und  t0+hæI, so betrachten wir
den Kreis  Kt0, h, der folgendermaßen definiert ist:
(1) Man suche die Normalen zu den Kurventangenten bei den Argumenten  t0  bzw.  t0+h. 

Diese gehen durch die Kurvenpunkte  y(t0)  bzw.  y(t0+h).
(2) Man bestimme den Schnittpunkt  M(t0, h)  dieser beiden Normalen.
(3) Der Kreis  Kt0, h  hat nun den Mittelpunkt

M(t0, h)  und geht durch den Kurvenpunkt  y(t0).

Definition [Spezialfall von  LK  6.1.(88)]:
Der Krümmungskreismittelpunkt  M(t0)  an die Kurve  y  beim Argument  t0  ist als die Grenz-
lage des Punktes  M(t0, h)  für  h  gegen  0  definiert.

Kt0, h

ψ(t0+h)
ψ@(t0+h)

ψ@(t0)

ψ(t0)

M(t0, h)

ψ

Die elementare Behandlung der Krümmung bei der Ellipse
Wir betrachten die Ellipse, welche der Gleichung

x2

a2+
y2

b2=1  genügt.

Ist  (x0, y0)  ein Ellipsenpunkt, so liefert die sogenannte "Spaltform"
x·x0

a2 +
y·y0

b2 =1  die Gleichung der Tangente T  in diesem Punkt.

ξ
Sx

Sy

0 a

b

x

y

N

T
(x0, y0)

Für  y0£0  können wir diese Gleichung in  (y=k.x+d Formel)
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y=
b2

y0
·(1-

x·x0

a2 )=- b2.x0

a2.y0
.x+

b2

y0
  umformen.

Die Steigung der Tangente ist also

-
b2.x0

a2.y0
.

Die Steigung der Normalen ist demnach (negativer Kehrwert)
a2.y0

b2.x0
.

Somit hat die Normale  N, wenn zusätzlich  x0£0  ist, die Form (Punkt-Richtungsformel)

y=y0+
y0·a2

x0·b2 ·(x-x0).

Diese Normale  N  schneidet die Normale im rechten Hauptscheitel, also die  x-Achse in einem
Punkt  (x, 0), welcher der Bedingung

0=y0+
y0·a2

x0·b2 ·(x-x0)  genügt.

Daraus folgt

x=-y0·
x0.b2

y0.a2 +x0=-
x0·b2

a2 +x0.

Um den Krümmungsmittelpunkt im rechten Hauptscheitel zu berechnen, lassen wir  x0  gegen  a

und damit  y0  gegen  0  gehen. Der Wert von  x  strebt dann gegen  -
b2

a +a.

Der Krümmungsmittelpunkt im rechten Hauptscheitel hat also die Koordinaten

MHS=(-b2

a +a, 0)  und der Krümmungsradius ist gleich

rHS=
b2

a .

Es fällt auf, daß diese Berechnung ohne die Verwendung der Differentialrechnung möglich ist.
Analog behandelt man die Situation an den anderen Scheiteln und bekommt für den Krümmungs-
radius an den Nebenscheiteln der Wert

rNS=
a2

b .

Eine ebenfalls elementare und kurze Rechnung führt so zum Krümmungsradius:
Wir berechnen die Schnittpunkte der Ellipse, welche durch die Gleichung

(3)
(x-a)2

a2 +
y2

b2=1 (0<b<a)  beschrieben wird, mit dem Kreis, der durch die

Gleichung
(4) (x-r)2+y2=r2 (0<r)  gegeben  ist.
Sowohl die Ellipse als auch der Kreis gehen durch den Punkt  P=(0, 0). Der Mittelpunkt beider
Kurven liegt auf der  x-Achse.
Die Kreisgleichung liefert

y2=r2-(x-r)2.  In die Ellipsengleichung eingesetzt ergibt dies
(x-a)2

a2 +
r2-(x-r)2

b2 =1, also

b2.x2-2.b2.a.x+a2.b2+a2.r2-a2.x2+2.a2.r.x-a2.r2=a2.b2 und somit
(b2-a2).x2-2.(b2.a-a2.r).x=0. Für  x  bekommen wir somit die Lösungen
x1=0  und

(5) x2=
2.(a2.r-b2.a)

b2-a2 .

Die Lösung  x1=0  gehört zum gemeinsamen Scheitel  P  von Ellipse und Kreis.
Zur Lösung  x2  ergeben sich zwei Schnittpunkte, P@  und  P”  von Kreis und Ellipse.
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M

r r

P@

P”

x

y

P x2

Der Kreis durch die drei Punkte
P, P@, P”

hat den Radius [aus  (5)  berechnet]

r=
x2.(b2-a2)

2.a2 +
b2

a   und den Mittelpunkt  (r, 0).

Er strebt für  x2÷ 0  gegen den Kreis mit Radius

r=
b2

a    und Mittelpunkt  M=(r, 0),

welchen man in der Schule ad hoc als den Scheitelkrümmungskreis bei  P=(0, 0)  definieren
kann.
Diese Methode ist um so mehr gerechtfertigt, da man ganz allgemein der Krümmungskreis einer
Kurve in einem Kurvenpunkt  P  als die Grenzlage eines Kreises durch Kurvenpunkte  P@, P”
und dem Kurvenpunkt  P  definieren kann, welche sich ergibt, wenn die Punkte  P@  und  P”
entlang der Kurve gegen den Punkt  P  streben.
Literatur dazu:
Mangoldt-Knopp: Band II.Nr.169

Will man die Ellipse durch ihre "Scheitelkrümmungskreise" approximieren, so ist es
allerdings besser, den Radius am spitzen Scheitel etwas zu vergrößern und den Radius am
flachen Scheitel etwas zu verkleinern.

Sx

Sy

MSy

MSx x

y

O

L

g

n
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Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke  Sy, L, Sx  und  L, Sx, Mx, folgt
a:b=b:r (r=Krümmungsradius bei  Sx),

also

r=
b2

a
.

§6. Die einfachen Differentialgleichungen

In manchen Schultypen werden Differentialgleichungen im Mathematikunterricht behandelt.
Als dafür vorrangig empfehlenswert können wir auflisten:

1. y@=v(t)
2. y”(t)=a(t)
3. y@(t)=v(y(t))
4. y”(t)=a(y(t))
5. y”(t)=a*(y@(t))
6. y@(t)=f(t, y(t))
7. y@(t)+a·y(t)=0
8. y”(t)+a·y@(t)+b·y(t)=0

Wir geben für diese Differentialgleichungstypen die Lösungswege an. Im Allgemeinen hat jede
soche Differentialgleichung unendlich viele Lösungen. Die Lösungen werden aber eindeutig,
wenn gewisse Zusatzbedingungen, welche man in diesem Zusammenhang
"Anfangsbedingungen" nennt, erfüllt werden sollen.

Diese für die Schule relevanten Differentialgleichungen sind in  LK Cap.6  ausführlich
besprochen.
Besonders wichtig sind Typ 1, Typ 2, Typ 7 und Typ 8.

Physikalische Interpretation
In der elementaren Schul-Physik kommen diese Differentialgleichungen als
"Bewegungsaufgaben"  vor.
Dabei wird

y:[a, b]–¸:t—y(t)  als die Bewegung eines Punktes auf der Geraden
interpretiert, wobei

[a, b]  ein Zeitintervall ist und  y(t)  die eindimensionale Koordinate des Ortes ist, an dem
sich der Punkt zum Zeitpunkt  t  befindet.
Die Ableitung

y@:[a, b]–¸  wird per definitionem als die Geschwindigkeit bezeichnet.
Deren Ableitung

y”:[a, b]–¸  wird als die Beschleunigung bezeichnet. Wo sie negative Werte
annimmt wird sie auch als Verzögerung bezeichnet.
Die Bewegungsaufgaben geben meistens Beziehungen für die Geschwindigkeit und oder die
Beschleunigung vor, aus denen dann letztlich die Funktion

y:[a, b]–¸  (als Weg bezeichnet)  berechnet werden soll.

Es gibt zwei besonders einfache und oft vorkommende Bewegungsarten.
1. Die Bewegung mit gleichförmiger Geschwindigkeit.
Die dazugehörige Differentialgleichung lautet
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y@(t)=v0=const.
Daher gilt
(3) y(t)=v0.t+c, wobei die Integrationskonstante  c  aus einer Anfangsbedingung, z.B.

y(t0)=y0  mit vorgegebenen  t0, y0æ¸  zu errechnen ist.
Man setzt also in  (3)  ein und bekommt

y(t0)=v0.t0+c, also  y0=v0.t0+c, woraus
c=y0-v0.t0  folgt.

2. Die Bewegung mit gleichförmiger Beschleunigung.
Die dazugehörige Differentialgleichung lautet

y”(t)=a0=const.
Daher gilt
(3) y@(t)=a0.t+d, wobei die Integrationskonstante  d  aus einer Anfangsbedingung, z.B.

y@(t0)=v0  mit vorgegebenen  t0, v0æ¸  zu errechnen ist.
Man setzt also in  (3)  ein und bekommt

y@(t0)=a0.t0+d, also  v0=a0.t0+d, woraus
d=v0-a0.t0  folgt.

Nun berechnet man aus  (3)  weiter

(4) y(t)=a0.
t2

2
+d.t+c, wobei auch die Integrationskonstante aus einer Anfangsbedingung,

z.B.
y(t0)=y0  mit vorgegebenen  t0, y0æ¸  zu errechnen ist.

Man setzt also in  (4)  ein und bekommt

y(t0)=a0.
t20

2
+d.t0+c, also  y0=a0.

t20

2
+d.t0+c, woraus

c=y0-a0.
t20

2
+d.t0  folgt.

Im allgemeinen Fall haben wir es mit einer Aufgabe zu tun, welche die Lösung einer oder
mehrerer Differentialgleichungen verlangt.

1. Die Differentialgleichung  y@=v(t).
Bei dieser Differentialgleichung ist die Ableitung

v:[a, b]–¸  einer gesuchten Funktion
y:[a, b]–¸  gegeben.

Dies ist die am einfachsten zu lösende Differentialgleichung, die es gibt.
Die Lösung lautet offensichtlich

y(t)=beliebige Stammfunktion von  v(t)=V(t)+C,
wobei

V(t)  eine Stammfunktion von  v(t) ist, und durch die freie Wahl von  C  alle
Stammfunktionen von  v(t)  erzeugt werden können.
Somit hat die Aufgabe unendlich viele Lösungen.
Verlangt man aber noch zusätzlich für die Lösung die Erfüllung der Bedingung
(F"Anfangsbedingung")

y(t0)=c  für ein frei gewähltes  t0æ[a, b]  und ein ebenfalls frei gewähltes  cæ¸,
so wir die Lösung der Aufgabe eindeutig, und zwar bekommt man die Integraldarstellung

y(t)='
t0

t

v(t) dt+c.

Daß dies die gesuchte Lösung ist, erkennt man so:
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y(t0)='
t0

t0
v(t) dt+c=0+c=c  und

y@(t)=[Ableitung des Integrals nach der oberen Grenze!]=v(t).

Beispiel: Über dem Zeitintervall  [8h, 13h]  (also in Stunden)  sei die Geschwindigkeit eines
Autos durch die Funktion

v:[8, 13]–¸:t—100-t (in km/h)  gegeben (Das Auto werde also mit der Zeit
langsamer.).
Das Auto starte zum Zeitpunkt  t0=8h  beim Kilometerstein mit der Aufschrift  2km  (=c)  und
fahre in Richtung der aufsteigenden Kilometermarken.
Wo befindet sich dann das Auto zu einem beliebigen Zeitpunkt  tæ[8, 13] ?
Wo befindet sich das Auto zum Zeitpunkt  t1=10h ?
Lösung:  Möge die Funktion

y:[8, 13]–¸:t—y(t)  den Ort (=Aufschrift der Kilometermarke) beschreiben,
an dem sich das Auto zum Zeitpunkt  t  befindet.
Dann ist die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt  t  laut Voraussetzung gleich

y@(t)=v(t)=100-t. Weiters ist  y(t0)=c=2.

Das ist nun unser Problem als Differentialgleichung mit Anfangsbedingung hingeschrieben.
Es folgt nun

y(t)='
t0

t

v(t) dt+c  [Wie bereits gesagt als Probe:  y@(t)=v(t)  und  y(t0)=c].

Also

y(t)='
t0

t

v(t) dt+c='
8

t

(100-t) dt+2=[100.t-t2

2
]

8

t

+2=

=100.t-
t2

2
-100.8+

82

2
+2=-766+100.t-

t2

2
=Aufschrift auf der Kilometermarke,

bei der sich das Auto zum Zeitpunkt  tæ[8h, 13h]  befindet.

[Probe:  y(8)=-766+100.8-
82

2
=2  und  y@(t)=100-t.]

Weiters bekommen wir

y(t1)=y(10)=-766+100.10-
102

2
=

=184  (=Aufschrift auf dem km-Stein, bei dem sich das Auto um  10h  befindet).

2km 182km Weg

ZEIT

2. Die Differentialgleichung  y”=a(t).
Bei dieser Differentialgleichung ist die zweite Ableitung

a:[a, b]–¸  einer gesuchten Funktion
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y:[a, b]–¸  gegeben.
Eindeutig wird die Lösung durch die Anfangsbedingungen  y(t0)=c  und  y@(t0)=d.
Man bekommt die Lösung folgendermaßen:
1.Schritt: Wir bezeichnen die Ableitung  y@  mit dem Buchstaben  v, sodaß also  v@=y”.
Dann haben wir offensichtlich

v@=a(t)  mit  v(t0)=d, also eine Differentialgleichung mit Anfangsbedingung vom Typ
von soeben.
So bekommen wir (nach der Methode von vorhin)

v(t)='
t0

t

a(t) dt+d.

2.Schritt: Es gilt nun
y@=v(t)  mit  y(t0)=c, also wiederum eine Differentialgleichung mit Anfangsbedingung

vom Typ von soeben. So bekommen wir (wiederum nach der Methode von vorhin)

y(t)='
t0

t

v(t) dt+c.

Probe: Es folgt  y(t0)=c  sowie
y@(t)=[Ableitung nach der oberen Grenze]=v(t)  mit  y@(t0)=v(t0)=d.

Und weiters ist
y”(t)=v@(t)=[Ableitung nach der oberen Grenze]=a(t).

Beispiel: Über dem Zeitintervall  [20, 25]  in Sekunden bremst ein Auto mit konstanter
Beschleunigung (=in unserem Fall eine Verzögerung)  -5m/sec2. Es hat zum Zeitpunkt
t0=20  eine Geschwindigkeit von

v0=d=150 km/h und befindet sich dabei am Ort  y0=c=0. Wo befindet sich das Auto
zum Zeitpunkt  t1=25  und wie schnell ist es dann?
Lösung:  Wir rechnen alles in Sekunden und Metern. Daher ist

v0=
150.1000 m
1.3600 sec

=41,666 m/sec  zu nehmen.

Die Geschwindigkeit möge, wie gesagt, durch die Funktion
v:[20, 25]–¸:t—v(t)  beschrieben sein.

Die Beschleunigung (=Verzögerung) ist durch die konstante Funktion
a:[20, 25]–¸:t—-5  beschrieben.

Es gilt
v@(t)=a(t)  und  v(t0)=41,666=v0.

Daher folgt

v(t)='
t0

t

a(t) dt+v0='
20

t

-5 dt+41,666=-5.t|
20

t

+41,666=41,666-5.t+100=

=141,666-5.t. [Probe:  v@(t)=-5, v(20)=141,666-100=41,666.]
Es gilt

v(t1)=v(25)=141,666-125=16,666  m/sec.
Der Ort möge durch die Funktion

y:[20, 25]–¸:t—y(t)  beschrieben werden.
Dann gilt

y(t)='
t0

t

v(t) dt+y0='
20

t

(141,666-5.t) dt+y0=(141,666.t-5. t
2

2
)|

20

t

+0=

=141,666.t-5.
t2

2
-(141,666.20-5.

202

2
)=-1833,333+141,666.t-5.

t2

2
.

[Probe: y@(t)=141,666-5.t  und  y(t0)=y(20)=0.]
Daher ist
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y(t1)=y(25)=-1833,333+141,666.25-5.
252

2
=145,82 m.

3. Die Differentialgleichung y@(t)=v(y(t)).
Gesucht ist hier eine Funktion  y, von der eine Beziehung mit ihrer Ableitung gegeben ist.
Weiters ist meistens eine Anfangsbedingung   y(t0)=y0æ¸  gegeben, welche wiederum die
Eindeutigkeit der Lösung zur Folge hat.
Die Lösung dieser Differentialgleichung erfolgt so:
Wir formen zuerst um in

y@(t)

v(y(t))
=1.

Nun suchen wir eine Stammfunktion

z  von  
1
v .

Gelingt uns dies, so folgt also

(z°y)@(t)=[Kettenregel]=z@(y(t)).y@(t)= y@(t)

v(y(t))
.

Somit haben wir die Differentialgleichung
(z°y)@(t)=1  zu lösen, was einen besonders einfachen Fall vom Typ  1  darstellt.

Es ist also

z°y(t)=t+c  bzw. (wir müssen dazu eine Umkehrfunktion  z-1
  von  z  finden!)

y(t)= z-1
(t+c).

Aus der Anfangsbedingung folgt

y(t0)= z-1
(t0+c), also

c=z(y(t0))-t0.

Dieser Typ von Differentialgleichungen ist zwar für die Physik theoretisch immens wichtig (man
spricht hier von einem sogenannten 1-dimensionalen autonomen dynamischen System), es gibt
aber nur wenige Beispiele, für welche diese Aufgabe geschlossen lösbar ist. Man muß ja

1. eine Stammfunktion  z  von  
1
v   angeben können und

2. die Umkehrfunktion von  z  hinschreiben können.
Daher wird diese Differentialgleichung für die Schule weniger Bedeutung haben.
In der Praxis kann man natürlich numerische Methoden verwenden, um die geforderten Schritte
zu bewältigen.

Beispiel 1: Bei einem unbeschrankten Bahnübergang befindet sich eine Anzahl von
Geschwindigkeitsbeschränkungsschildern, aus denen hervorgeht, daß die Verkehrsbehörde eine
Geschwindigkeit von

50 km/h  100 m  vor dem Bahnübergang
25 km/h    50 m  vor dem Bahnübergang
  5 km/h    10 m  vor dem Bahnübergang wünscht.

Ein Autofahrer befindet sich zum Zeitpunkt  0h  genau  100  m  vor dem Bahnübergang.
Als blitzschneller Rechner kommt er der Weisung so nach, daß er ab  0h  bei

x  Meter (mit  xæ[0, 100])  vor dem Bahnübergang genau die Geschwindigkeit von
x
2

  km/h  fährt.

Wann hat das Auto den Bahnübergang erreicht?
Lösung: Wir rechnen alles in Metern und Sekunden. Zum Zeitpunkt  t0=0  hat also das Auto
die Geschwindigkeit von  50 km/h=13,888  m/sec.  Dies ist etwa am Ort  y0=0  der Fall.
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Am Ort  y  hat das Auto die Geschwindigkeit

v(y)=13,888.
100-y

100
=0,13888.(100-y), [Probe: v(0)=13,888  und  v(100)=0]

also

y@(t)=v(y(t))=13,888.
100-y(t)

100
=0,13888.(100-y(t)).

Somit ist

7,200.
y@(t)

100-y(t)
=1.

Wir schreiben nun sowohl die linke Seite als auch die rechte Seite dieser Gleichung in Form einer
Ableitung.

(3) (-7,200.ln (100-y(t)))@=t@.

Da also  -7,200.ln (100-y(t))  und  t  die gleiche Ableitung haben, unterscheiden sich die

beiden Funktionen nur um eine additive Konstante. Es gilt also
-7,200.ln (100-y(t))=t+c

Wir bestimmen nun  c  durch Spezialisieren von  t  auf  t0.

-7,200.ln (100-y(t0))=t0+c, also  -7,200.ln (100)=c, also

c=-7,200.5,011=-36,0792.
Daraus folgt

y(t)=-(exp ( t-36,0792
-7,200 )-100).

Den Zeitpunkt, wann das Auto den Bahnübergang erreicht, errechnen wir besser aus  (3).
Daraus sehen wir nämlich unmittelbar, daß für  y÷100-0  folgt, daß  t÷Á.
Dies bedeutet, daß das Auto den Bahnübergang nie erreicht.
Weil  v(y0)=0  ist wird der Ort  y0=100 (also der Bahnübergang) als singuläre Stelle der
Differentialgleichung bezeichnet.
Der Autofahrer sollte also die Vorschrift besser als

v(y)=5 km/h  für  95≤y≤100  interpretieren.
Das nächste Beispiel zeigt, wie sogar ein Stoppschild beim Bahnübergang eine endlich lange
Annäherung an den Bahnübergang erlauben kann.

100

10

13,888

0 y

v(y)

Beispiel 1

Beispiel 2

Beispiel 2: Wir wählen nun  v:[0, 100]–¸:y—ËÍÈÈÈÈÈÈÈÈÈ100-y
v(y)=ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈ100-y  und t0=0  und  y(t0)=y0=0. Dann rechnen wir wieder
y@(t)=v(y(t))=ËÈÈÈÈÈÍÈÈÍÈÈÈÈÈ100-y(t) , also

y@(t)

ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ100-y(t)
=1. Daraus folgt
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-2.
-y@(t)

2.ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ100-y(t)
=1 und somit (Stammfunktionsbildung auf beiden Seiten)

-2.ËÍÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ100-y(t)=t+c.

Wir bestimmen nun  c  durch die Spezialisierung  t=t0. Es gilt also

-2.ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ100-y(t0)=t0+c, also  -2.10=c.

So ist also
(3) t=20-2.ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ100-y(t)  und wir bekommen

y(t)=100-(20-t
2

)2
.

Setzen wir in  (3)  den Wert  y(t1)=100 (Ort des Bahnüberganges) ein, so bekommen wir
t1=20 sec, also eine endliche Zeit, in welcher der Bahnübergang erreicht wird.

Bemerkenswert ist, daß in diesem Beispiel die Funktion  v(y)  im singulären Punkt  y=100
nicht differenzierbar ist. Sie ist auch nicht Lipschitz-stetig. Genaueres siehe  LK  6.2(22) ff.

4. Die Differentialgleichung y”(t)=a(y(t))
Gesucht ist hier eine Funktion  y, von der eine Beziehung mit ihrer zweiten Ableitung gegeben
ist. Weiters sind Anfangsbedingungen   y(t0)=y0æ¸  und  y@(t0)=v0æ¸  gegeben, welche
die Eindeutigkeit der Lösung zur Folge haben.
Die Lösung dieser Differentialgleichung erfolgt mit einem Trick:
Wir multiplizieren die Differentialgleichung

y”(t)=a(y(t))  mit  y@(t), sodaß wir zu
(3) y@(t).y”(t)=a(y(t)).y@(t)  kommen.
Nun ist aber
(4) y@(t).y”(t)=(2.y@(t)2)@  und ist

A  eine Stammfunktion von  a, so ist
(5) a(y(t)).y@(t)=(A°y)@(t), also können wir  (3)  mit  (4)  und  (5)  umformen in

(2.y@(t)2)@=(A°y)@(t).

Wir wollen annehmen, daß wir eine solche Stammfunktion gefunden haben und argumentieren
also weiter:
Wenn die Ableitungen zweier Funktionen gleich sind, so unterscheiden sie sich höchstens um
eine additive Konstante. Es muß also

2.y@(t)2=A°y(t)+c  mit  cæ¸  gelten.
Für  t=t0  haben wir die Anfangsbedingungen

y@(t0)=v0  und  y(t0)=y0  zu befriedigen. Es muß also

2.y@(t0)2=A°y(t0)+c, also

2.v0
2=A(y0)+c  gelten.

Daraus berechnen wir
c=2.v0

2-A(y0).
Es gilt also

2.y@(t)2=A°y(t)+2.v0
2-A(y0), woraus die Differentialgleichung

y@(t)=ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ2.(A°y(t)+2.v0
2-A(y0))  mit der Anfangsbedingung  y(t0)=y0  folgt.

Diese Differentialgleichung ist nun vom Typus  3  mit

v(y)≠ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈ2.(A(y)+2.v0
2-A(y0))  und wird dementsprechend weiter behandelt.

5. Die Differentialgleichung y”(t)=a*(y@(t)).
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Wir nehmen wieder an, daß Anfangsbedingungen  y(t0)=y0æ¸  und  y@(t0)=v0æ¸
gegeben sind. Wir substituieren nun

v(t)≠y@(t)  und somit ist
v@(t)=y”(t).

Die Differentialgleichung bekommt nun die Form
v@(t)=a*(v(t))  mit der Anfangsbedingung  v(t0)=y@(t0)=v0.

Es liegt hier daher wieder der Typus  3  vor. Nach dessen Lösungsschema bekommen wir  v
und haben schließlich die Differentialgleichung

y@(t)=v(t)  mit der Anfangsbedingung  y@(t0)=y0  zu lösen. Dies ist der Typus  1  und
wir haben also demnach

y(t)='
t0

t

v(s) ds+y0.

6. Die Differentialgleichung  y@(t)=f(t, y(t)).

Diese Differentialgleichung ist eine Verallgemeinerung des Typus  3. Die Ableitung  y@(t)  der
gesuchten Funktion hängt hier i.a. nicht nur vom Funktionswert  y(t)  ab, sondern auch vom
Argument  t. Weiters ist wiederum ein Anfangsbedingung  y(t0)=y0æ¸  gegeben. Eine
einfache Methode, eine solche Differentialgleichung zu lösen gibt es, wenn die Funktion  f  von
der Gestalt

f(t, x)=g(t).h(x)  ist.

Wir sagen dann, daß der Fall vorliegt, bei dem "sich die Variablen trennen lassen". Wir formen
nämlich

y@(t)=f(t, y(t))=g(t).h(y(t))  um in

y@(t)

h(y(t))
=g(t), sodaß auf der linken Seite nur  y  und  y@  und auf der rechten Seite nur  t

auftritt. Jetzt gehen wir in leichter Verallgemeinerung zum Lösungsschema für Typ  3  weiter
vor.
Wir suchen Stammfunktionen

u  von  
1
h

  und  G  von  g, sodaß wegen

(u°y)@(t)=
y@(t)

h(y(t))
  und  G@(t)=g(t)

die Differentialgleichung in der Gestalt
(u°y)@(t)=G@(t)  hingeschrieben werden kann.

Es folgt somit
(u°y)(t)=G(t)+c

mit einer noch aus der Anfangsbedingung herzuleitenden Konstanten  c.
Wir rechnen also

y(t)= u
-1 (G(t))+c und speziell

y0=y(t0)= u
-1 (G(t0))+c, woraus

c=y0- u
-1 (G(t0)) und schließlich

y(t)= u
-1 (G(t))+y0- u

-1 (G(t0))  folgt.

7. Die Differentialgleichung y@(t)+a·y(t)=0.
Diese Differentialgleichung ist natürlich ein Spezialfall des Typus  3. Sie heißt die
Differentialgleichung des exponentiellen Wachstums. Während die vorherigen Typen
nicht in jedem Schultyp behandelt werden, ist das Wissen um diese Differentialgleichung
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Bestandteil des Standardbildungsgutes eines Maturanten. Wir behandeln sie daher etwas
ausführlicher. Für eine umfassende Diskussion verweisen wir auf  LK  6.2.(53)ff.

Differentielle Interpretation der Differentialgleichung des exponentiellen
Wachstums
Gilt für eine Funktion  y:¸–¸:t–y(t), daß

y@(t)+a·y(t)=0  für alle  tæ¸,
so folgt für jedes Argument  t0æ¸  die Beziehung

y@(t0)=-a·y(t0).
Somit folgt für ein genügend kleines  h>0, daß

y(t0+h)§y(t0)+y@(t0)·h=y(t0)-a·y(t0)·h.
Also gilt mit  Dt≠h

Dy(t0)≠y(t0+h)-y(t0)§-a·y(t0)·h=-a·y(t0)·Dt.
Dies besagt, daß der Zuwachs
Dy(t0)  der Funktion  y  von der Stelle  t0  bis zur Stelle  t0+Dt
proportional dem Wert  y(t0)  der Funktion  y  und proportional der Zeitdifferenz  Dt  mit dem
(vom Zeitpunkt  t0  unabhängigen) Proportionalitätsfaktor  -a  ist. Dieser Faktor  -a  kann
natürlich positiv (dann liegt ein echter Zuwachs vor) oder negativ (dann liegt ein negativer
Zuwachs=eine Abnahme vor) sein.

Geometrische Interpretation der Differentialgleichung des exponentiellen
Wachstums
Betrachtet man den Graphen einer differenzierbaren Funktion

y:¸–¸, so kann man zu jedem Argument  tæ¸, bei dem  y@(t)£0  ist, den
sogenannten Tangentenabschnitt  bilden.
Er ist die Differenz  t-xt, wobei  xt  der Schnittpunkt der Tangente an den Graphen von  y  im
Punkt  (t, y(t))  mit der  t-Achse ist  [vergl. Abbildung unten].
Da die Tangente an den Graphen von  y  im Punkt  (t, y(t))  die Steigung  y@(t)  hat, folgt, daß
der Tangentenabschnitt gleich

t-xt=
y(t)
y@(t)

  ist.

Erfüllt nun eine Funktion  y:¸–¸  die Differentialgleichung
y@(t)+a·y(t)=0  für alle  tæ  ̧ (a£0)

und setzt man voraus, daß  y@(t)£0  für alle tæ¸  ist, so folgt, daß der Tangentenabschnitt
dieser Funktion in jedem Argument  tæ¸  gleich

t-xt=
y(t)
y@(t)

=
-1
a , also unabhängig vom Argument  t  ist.

y(t)

txt1       t1 xt2       t2 xt3       t3
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Ist umgekehrt der Tangentenabschnitt  t-xt  für eine differenzierbare Funktion  y:¸–¸
unabhängig vom Argument  tæ¸  gleich einer Zahl  -a£0, so folgt sofort, daß  y  der
Differentialgleichung  y@(t)+a·y(t)=0  genügt.

Die Lösung der Differentialgleichung des exponentiellen Wachstums
Wir suchen eine Funktion

y:¸–¸:t–y(t),
wobei etwa  y(t0)=y0æ¸  für ein  t0æ¸  als Anfangsbedingung vorgegeben ist.
Nach unserem Schema zur Lösung von

y@(t)=v (y(t))  rechnen wir schnell  (unter Vorussetzung  a£0)

y@(t)=-a·y(t), also

-
1
a
·

y@(t)
y(t)

=1, also

(3) -
1
a
·ln (y(t))=t+c, also

ln (y(t))=-a·(t+c), also

(4) y(t)=e-a·(t+c).
Die Spezialisierung für  t=t0  ergibt aus  (3)

-
1
a
·ln (y0)=t0+c, also

c=-
1
a
·ln (y0)-t0  und somit in  (4)  eingesetzt

y(t)=e-a·(t+c)=e-a·(t-t0).eln (y0)=y0.e-a·(t-t0).
Viele Schüler fühlen sich von so einem Lösungsweg vielleicht überfahren, denn sie lernen ihn
nur an diesem Beispiel kennen. Daher schlagen wir eine elementarere Vorgangsweise vor:

Fall 1: Ist  a=0, so folgt  y@(t)=0  für  alle  tæ¸. Daraus folgt für
y:¸–¸, daß  y(t)=y(t0)=y0  (konstant).

Diese Funktion ist offensichtlich eine Lösung der Differentialgleichung, welche die
Anfangsbedingung erfüllt.
Damit ist in diesem Fall die Existenz und die Eindeutigkeit der Lösung gegeben.

Fall 2: Ist  a  beliebig und  y0£0, so ist offensichtlich
y(t)≠y0·e-a(t-t0)  für alle  tæ¸  eine Lösung unseres Problems, denn es gilt
y@(t)=y0·e-a(t-t0)·(-a)=-a·y(t)  und  y(t0)=y0·e-a(t0-t0)=y0.

 Wir bemerken, daß  y(t)£0  für alle  tæ¸  ist.
Nun überlegen wir uns auch für diesen Fall die Eindeutigkeit der Lösung:
Ist etwa  Iœ¸  ein Intervall mit  t0æI  und

z:I–¸  ebenfalls eine Lösung der Differentialgleichung mit  z(t0)=y0,
so folgt für die Funktion

u:I–¸:t—
z(t)
y(t)

,

daß ihre Ableitung gleich

u@(t)=
z@(t)·y(t)-z(t)·y@(t)

y2(t)
=
-a·z(t)·y(t)-z(t)·(-a·y(t))

y2(t)
=0  für alle  tæI  ist.

Nun folgt also, daß  u(t)=c  (konstant), also
z(t)=c·y(t)  für alle  tæI  mit einem passenden  cæ¸.

Setzt man in diese Gleichung  t0  für  t  ein, so folgt
y0=c·y0, also  c=1.

Somit ist
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y|I=z, das heißt die Lösung ist eindeutig.

Die besondere Form der Lösung erklärt auch, warum der Anstieg (bzw. Abstieg) der Lösung als
exponentielles Wachstum bezeichnet wird.

Fall 3: y0=0.
Hat man für ein  t0æ¸  den Funktionswert  y(t0)=y0=0  vorgegeben, so ist offensichtlich die
konstante Funktion

y(t)=0  für alle  tæ¸  die Lösung des Problems.
Sie heißt die triviale Lösung der homogenen Differentialgleichung für das
exponentielle Wachstum.
Eine weitere Lösung  z, die zum Zeitpunkt  t0  die Eigenschaft

z(t0)=0  hat, aber die für einen Zeitpunkt  t1£t0  einen Wert  y1£0  annimmt,
kann es nicht geben, da ja diese Lösung dann die Form

z(t)=y1·e-a(t-t1)

haben müßte und daher an der Stelle  t0  nicht den Wert  0  annehmen würde.
Wir sehen also zusammenfassend, daß jede Lösung von  y@(t)+a·y(t)=0  die Form

y(t)≠y0·e-a(t-t0)  für alle  tæ¸  hat.

Wir betrachten nun Anwendungsbeispiele der Differentialgleichung des exponentiellen
Wachstums, welche unbedingt in den Schulunterricht gehören.

Die Differentialgleichung des radioaktiven Zerfalls
Wir nehmen an, daß zu einem Zeitpunkt  t0æ¸  eine Menge  y0  (z.B. in Gramm)  einer
radioaktiven Substanz gegeben ist. Die Funktion

y:[y0, Á)–¸:t—y(t)
beschreibe für jedes  t>t0  die Menge  y(t), welche zum Zeitpunkt  t>t0  vorliegt.
Vergeht ab einem Zeitpunkt  t≥t0  ein sehr kleiner Zeitraum  h, so zerfällt in diesem Zeitraum
eine Menge  Dy  der Substanz, welche proportional der zum Zeitpunkt  t  vorhandenen Menge
y(t)  und dem verstrichenen kleinen Zeitraum  h  ist.
Es gilt also

Dy=y(t+h)-y(t)§a·y(t)·h  mit einem Proportionalitätsfaktor  aæ(-Á, 0),
weil wir  Dy  als negative Zahl erhalten wollen.
Daraus folgt

y@(t)§
Dy
h
§a·y(t).

Daraus postuliert man die Differentialgleichung
y@(t)+a·y(t)=0  mit  a=-a

für die Funktion  y.
Es gilt somit

y(t)=y0·e-a(t-t0)  für alle  t≥t0.
Will man die Konstante  a  experimentell bestimmen, so kann man z.B. zu einem Zeitpunkt  

t1>t0  die Menge
y1≠y(t1)  bestimmen und berechnet dann aus
y1=y0·e-a(t1-t0)

durch Logarithmieren, daß -a·(t1-t0)=ln (y1)-ln (y0), also

a=-
ln (y1)-ln (y0)

t1-t0
  gilt.

Die Halbwertszeit
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Es ist  y1=
y0

2
  genau dann, wenn  

y0

2
=y0·e-a(t1-t0).

Daraus folgt  1=2·e-a(t1-t0), also (durch Logarithmieren)
0=ln (2)-a·(t1-t0).

Wir bekommen so die Halbwertszeit

t≠t1-t0=
ln (2)

a
.

Die Zahl  a  wird Zerfallskonstante genannt.

Spezielle Halbwertszeiten:
Uran  4,5.109  Jahre
Radium  1580  Jahre
Mesothorium  6,7  Jahre
Thorium  C'  3.10-7  sec

8. Die Differentialgleichung y”(t)+a·y@(t)+b·y(t)=0.
Diese Differentialgleichung heißt auch die Schwingungsgleichung.

Physikalische Interpretation der Schwingungsgleichung

y

t

m = 1

0

Auf den Massenpunkt mit der Masse  m=1  wirken folgende Kräfte:
(1) Reibungskraft: R=-a·y@(t) (a≥0) proportional der

Geschwindigkeit
(2) Rückholkraft der Feder: H=-b·y(t) (b>0) proportional der Auslenkung

aus der Ruhelage.
Es gilt nach Newton

m·y”(t)=y”(t)=R+H.
Daher ist für die Funktion  y:¸–¸:t—y(t), welche die Bewegung des Massenpunktes
beschreibt, die Differentialgleichung  6.2.(56c)  erfüllt.
Wir werden sehen  [vergl. LK  6.2.(77)], daß sich für

( a
2
)2
-b<0

eine Bewegung  y(t)  ergibt, aus der sich der Name Schwingungsgleichung für diese
Differentialgleichung herleitet.

Man macht den Ansatz
y(t)=elt  mit einem noch zu bestimmenden  læÇ.

In die Differentialgleichung
y”(t)+a·y@(t)+b·y(t)=0  eingesetzt ergibt dies wegen
y@(t)=l.y(t)  und  y”(t)=l2.y(t)  die Beziehung
l2.y(t)+a.l.y(t)+b.y(t)=0, also
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(l2+a.l+b).y(t)=0.
Da für alle  læÇ  die Funktionen

y(t)=elt£0  für alle   tæ¸, muß also
l2+l.a+b=0  gelten, was uns die Möglichkeit gibt, das  l zu bestimmen.

Diese quadratische Gleichung für  l  heißt die charakteristische Gleichung der
Differentialgleichung. Es folgt

l1,2=-
a
2±

ËÈÈÈÈÈÈÈa2-4.b
4 .

Nun gibt es grundsätzlich drei verschiedene Möglichkeiten für die Lösungen der
charakteristischen Gleichung:
a. Die Lösungen  l1, l2  sind reell und voneinander verschieden.

Man nennt diese Situation den Fall der starken Reibung.
b. Die Lösungen  l1, l2  sind komplex und zueinander konjugiert.

Diese Situation heißt der Fall der kleinen Reibung.
c. Es ist  l1=l2=læ¸.

Man nennt dies den Grenzfall (zwischen schwacher und starker Reibung).
Da also auch komplexe  l  vorkommen können, ist es notwendig, bei der Schwingungsgleichung
auch komplexwertige Lösungsfunktionen zu betrachten.
Ganz allgemein können wir leicht einsehen, daß mit je zwei Lösungen  y1(t)  und  y2(t)  der
Schwingungsgleichung und je zwei beliebigen Koeffizienten  c1, c2æÇ  auch die
Linearkombination

y(t)≠ c1.y1(t)+c2.y2(t)  eine Lösung der Schwingungsgleichung ist,
denn

y”(t)+a·y@(t)+b·y(t)=
=c1.y1”(t)+c2.y2”(t)+a·(c1.y1@(t)+c2.y2@(t))+b.(c1.y1(t)+c2.y2(t))=
=c1.(y1”(t)+a·y1@(t)+b·y1(t))+c2.(y2”(t)+a·y2@(t)+b·y2(t))=
=c1.0+c2.0=0.

Nun betrachten wir die drei Fälle der Reibung gesondert.

a. Der Fall der starken Reibung.
In diesem Fall sind  l1  und l2  reell und voneinander verschieden.
Da

l1,2=-
a
2±

ËÈÈÈÈÈÈÈa2-4.b
4 ,  tritt dieser Fall genau dann auf, wenn

a2-4.b>0.
Wir bekommen so die sog. Fundamentallösungen

y1(t)=el1t  und
y2(t)=el2t.

Wie wir schon wissen ist nun mit beliebigen  c1, c2æÇ  auch
y(t)≠ c1.y1(t)+c2.y2(t)  eine Lösung der Schwingungsgleichung.

Man wählt in diesem Fall die  c1, c2  reell um reelle Lösungsfunktionen  y(t)  zu bekommen.
Sind Anfangsbedingungen  y(t0)=y0  und  y@(t0)=v0  gegeben, so kann man  c1  und  c2  aus
dem linearen Gleichungssystem

y(t0)=c1.y1(t0)+c2.y2(t0)=y0
y@(t0)=c1.y1@(t0)+c2.y2@(t0)=v0

eindeutig so bestimmen, daß die Anfangsbedingungen erfüllt sind.

b. Der Fall der kleinen Reibung.
In diesem Fall sind  l1  und l2  zueinander konjugiert komplex.



Inhaltsverzeichnis 106

R.Liedl:  Differential- und Integralrechnung in der Schule   27. August 1956  20:49 Uhr

Da wiederum

l1,2=-
a
2±

ËÈÈÈÈÈÈÈa2-4.b
4 Fm+i.w,  tritt dieser Fall genau dann auf, wenn

a2-4.b<0.
Man nennt

w=ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈ| a2-4.b
4 |  die Kreisfrequenz der Lösungen.

Wir bekommen wieder Fundamentallösungen
y1(t)=el1t=e-mt+i.wt=e-mt.(cos (w.t)+i.sin (w.t))  und
y2(t)=el2t=e-mt+i.wt=e-mt.(cos (w.t)-i.sin (w.t)).

Nun bilden wir wieder Linearkombinationen dieser beiden Lösungsfunktionen, indem wir einmal
y(t)≠y1(t)+y2(t)=2.e-mt.cos (w.t)  und zum anderen mal

h(t)≠
i
2 .(y1(t)-y2(t))=2.e-mt.sin (w.t)  setzen.

Diese beiden Lösungsfunktionen  y  und  h  sind rein reell.
Nun wählen wir  c1, c2  reell, um reelle Lösungsfunktionen

y(t)=c1.y(t)+c2.h(t)  zu bekommen.
Sind Anfangsbedingungen  y(t0)=y0  und  y@(t0)=v0  gegeben, so kann man  c1  und  c2  aus
dem linearen Gleichungssystem

y(t0)=c1.y(t0)+c2.h(t0)=y0
y@(t0)=c1.y@(t0)+c2.h@(t0)=v0

eindeutig so bestimmen, daß die Anfangsbedingungen erfüllt sind.

c. Der Grenzfall.
Im Grenzfall hat man eine reelle Doppelwurzel der chrakteristischen Gleichung.
In diesem Fall ist also

l1,2=l=-
a
2 , wobei  a2-4.b=0.

Wie man durch Einsetzen in die Differentialgleichung leicht verifiziert, sind in diesem Fall
y1(t)=elt  und interessanterweise auch
y2(t)=t.elt  (Fundamental) Lösungen der Differentialgleichung, welche rein reell sind.

Die allgemeine Lösung lautet
y(t)=c1.y1(t)+c2.y2(t)=c1.elt+c2.t.elt.

Aus Anfangsbedingungen können wieder  c1  und  c2  durch Lösung des entsprechenden linearen
Gleichungssystems bestimmt werden.

Bezüglich einer sehr ausführlichen Diskussion der Lösungsmethode, der Lösungsmenge und der
Lösungsfunktionen der Schwingungsgleichung (einschließlich Resonanzphänomene) verweisen
wir auf  LK  6.2.(56c)ff.

Anhang:
Übungsaufgaben zur Differential und Integralrechnung in der Schule

(1) Beweise:
Ist  j:›–¸:k—ak  eine Folge mit  5ak=a£0, so gibt es ein e>0, sodaß für

höchstens endlich viele Folgenglieder  |ak|<e  gilt.

(2) Berechne die ersten 12 Glieder der Folge  « 101

1! , 
102

2! , 
103

3! ,9».
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(3) Beweise:  « 101

1! , 
102

2! , 
103

3! ,9»  ist eine Nullfolge.

(4) Untersuche für alle  aæ¸  die Folge   «1, a, a2, a3,9»  auf Konvergenz.

(5) Beweise mit den Mitteln dieser Vorlesung: « 101

1! , 0,  
103

3! , 0,  
105

5! ,9» ist eine Nullfolge.

(6) Geben Sie ein Beispiel für eine Zahlenfolge  a0, a1,9,  für welche

0ak  nicht existiert, aber

4(a0+a1+9+a2n)æ  ̧ gilt.

(7) Geben Sie ein Beispiel für eine Zahlenfolge  a1, a2, a3,9, für welche
5ak  nicht existiert, aber

4a1+9+an
n æ¸  gilt.

(8) Zeigen Sie:
Ist für eine Zahlenfolge  a1, a2,9
5akæ¸  existent, so ist auch

4a1+9+an
n æ¸  existent und es gilt

5ak=4
a1+9+an

n .

(9) Entwickeln Sie analog zum Fall  5ak=aæ¸  die Definitionen für den Fall

 5ak=Á.

(10) Sei  xæ(0, 1)  und laute die Dezimaldarstellung von  x  gleich
x=0, t1 t2 t39  mit  tkæ{0, 1, 2, 3,9, 9}.

Beweisen Sie mit den in der Vorlesung gegebenen Mitteln, daß

x=
t1
10+

t2
100+

t3
1000+9.

Beweisen bzw. berechnen Sie mit Bezugnahme auf die geometrische Reihe oder die
Exponentialreihe die folgenden Aufgaben:

(11) Für welche  xæ¸  konvergiert die Reihe  1+
1
x+

1
x2+

1
x3+9?

(12) Für welche  xæ¸  konvergiert die Reihe 1+
1

(x+1)1!
+

1
(x+1)2.2!

+
1

(1+x)3.3!
+9?

(13) Berechnen Sei für  f (x)=1+
x2

1!+
x4

2!+
x6

3!+9   die Ableitung und eine Stammfunktion.

(14) Entwickeln Sie  f (x)=
x

1-x
  in eine Taylorreihe mit Mittelpunkt  0  (r=?).

(15) Entwickeln Sie  f (x)=
1+x
1-x

  in eine Taylorreihe mit Mittelpunkt  0  (r=?).
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(16) Entwickeln Sie  f (x)=sin (x)+cos (x)  in eine Taylorreihe mit Mittelpunkt  0  (r=?).

(17) 1+cos (x)+cos (x)2+cos (x)3+9=?  (für welche  xæ¸?)

(18) Berechnen Sie die ersten  3  Glieder der Tangensreihe (Mittelpunkt  m=0).

(19) Berechnen Sie die ersten 3  Glieder der Taylorreihe (Mittelpunkt  m=0) für die Funktion
f(x)=exp (-x-2):¸–¸  mit  f(0)≠0  {  (Mittelpunkt  m=0).

(Die Berechnung der Ableitungen ist nicht elementar!)

(20) Berechnen Sie die Taylorreihe (Mittelpunkt  m=0) für die Polynomfunktion
f(x)=5+x2-x4+2x5.

(21) Berechnen Sie die Taylorreihe (Mittelpunkt  m=0) für

f(x)=
1

1+x2   indem Sie die geometrische Reihe verwenden.

(22) Integrieren Sie die Taylorreihe für  
1

1+x2   gliedweise und bestimmen Sie die

Integrationskonstante so, daß die gliedweise integrierte Reihe mit der Funktion

g(x)=s 1
1+t2

dt=atn (x)  im Argument  x=0  übereinstimmt.

(23) Bestimmen Sie die Fourierreihe für die periodische Funktion  f  mit Periode  [-p, p], welche
über  [-p, p]  durch

f(x)=sign (x)  gegeben ist.
Zeichnen Sie den Graphen einer Partialsumme.

(24) Berechnen Sie die Ableitungen der Funktionen  arc sin (x), arc cos (x), atn (x)  wie im Skriptum
vorgeschlagen.

(25) Man versuche eine Formel für die  n-te Ableitung des Produktes  f·g  von zwei Funktionen  f  und  g  zu
finden, also für

(f·g)(n).

(26) Man berechne für die Hintereinanderausführung  f°g  zweier Funktionen  f  und  g  die zweite
und dritte Ableitung, also eine Formel für

(f°g)”  und  (f°g)#.

(27) Man berechne für den Kehrwert  
1
f

  einer Funktion  f  die zweite und dritte Ableitung, also

eine Formel für  ( 1
f
)”  und  ( 1

f
)#.

(28) Man berechne die zweite und dritte Ableitung der Umkehrfunktion  g  einer Funktion  f.

(29) Man versuche eine Formel für die Ableitung des Produkts
f1·f2·9·fn  von  n  Funktionen  f1, f2,9, fn  zu finden, also für
(f1·f2·9·fn)@.
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(30) Man berechne für den Quotienten  
f
g

  zweier Funktionen  f  und  g  die zweite und dritte

Ableitung, also eine Formel für  ( f
g
)”  und  ( f

g
)#.

(31) Sei  f:¸–¸:x—$ak·xk  (akæ¸  für  k=0, 1,9, n)  eine Polynomfunktion.

Man berechne  f@(x), f”(x),9, f(n)(x), f(n+1)(x).

(32) (f°f°f°f°f)@=?
Vorausgesetzt ist natürlich, daß die Hintereinanderausführung von  f  überhaupt existiert.

(33) Bestimmen Sie mit Hilfe des Newtonschen Näherungsverfahrens, auf  8  Stellen nach dem
Komma gerundet, eine Nullstelle (das ist ein Argument von  f, bei dem  f  den Wert  0
annimmt) von
(a) f(x)=x12+x10-2·x8+x6+x4-999999,
(b) f(x)=x18-x8-x6-x3-65656565,
(c) f(x)=x20-x12+x11-x9-x7-2·x5+x-90909090,
die zwischen  2  und  4  liegt.
ACHTUNG:
Die reellen Zahlen  p=3,1415929  und  e=2,7182819  sind transzendente Zahlen, d.h.
sie können nicht als Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten auftreten.
Die rationale Zahl  2,5  kann nicht als Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten,
wobei die höchste Potenz von  x  den Koeffizienten  1  hat, auftreten.

(34) Man zeige mit der Methode des Kästchenabzählens, daß

1(f(x)±g(x)) dx=1f(x) dx±1g(x) dx

sowie

1k.f(x) dx=k.1f(x) dx  gilt.

(35) Man berechne mit Hilfe der Substitutionsmethode

'tan (x) dx, 'ln (x) dx

(36) Man berechne mit Hilfe der Substitutionsmethode

'ËÈÈÈÈÈÈÈ1-x2 dx, 'ËÈÈÈÈÈÈÈ1+x2 dx

(37) Man berechne mit Hilfe des partiellen Integrierens

'1.ln (x) dx, 'x.ln (x) dx

(38) Man berechne mit Hilfe des partiellen Integrierens

'x.ex dx, 'x2.ex dx

(39) Man berechne
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'sin2 (x) dx, 'cos2 (x) dx

(40) Man berechne

'sin (x).cos(x) dx, ' 1
1-x2 dx

(41) Man berechne die Bogenlänge des Graphen von
f:[a, b]–¸:x—k.x+d   (k, dæ¸)  Gerade!

(42) Man berechne die Bogenlänge des Graphen von
f:[-a, a]–¸:x—k.x2 (kæ¸)  Parabel!

(43) Man berechne die Bogenlänge des Graphen von
f:[a, b]–¸:x—cosh (x)  Kettenlinie!

(44) Man berechne die Bogenlänge des Graphen von

f:[a, 1]–¸:x—ËÈÈÈÈÈÈÈ1-x2 (0≤a<1)   Kreislinie!

(45) Man berechne die Bogenlänge des Graphen von

f:[0, b]–¸:x—c.ËÈÈÈx3 (0<b)  Neilsche Parabel!

(46) Seien  P1, P2, P3  drei Massenpunkte mit Massen  m1, m2, m3. Zeigen Sie:
Der Schwerpunkt des Massenpunktsystems liegt innerhalb des Dreieckes  DP1P2P3.

(47) Seien P1,9, Pn  Massenpunkte in der Ebene mit Massen   mi  behaftet.
Weiters sei  Q1, Q2, Q3,9  eine Folge von Massenpunkten mit den Massen  qi, sodaß

a.) Qi=Qæ¸2  für alle  iæ›, also die Koordinaten aller  Qi  gleich sind und daß
b.) 4qi=Á.

Bezeichne weiters  Si  den Schwerpunkt des Massenpunktesystems  P1,9, Pn, Qi.
Zeigen Sie, daß unter diesen Voraussetzungen
4Si=Q  gilt.

(48) Seien P1,9, Pn  Massenpunkte in der Ebene mit Massen   mi  behaftet.
Zeigen Sie: Liegen die Massenpunkte  Pi  alle auf einer Geraden  g, so liegt auch der
Schwerpunkt des Massenpunktsystems auf der Geraden  g.

(49) Seien  P1  und  P2  Punkte in der Ebene, beide mit derselben Masse  m  behaftet.

Zeigen Sie:  Der Schwerpunkt der beiden Massenpunkte ist gleich  S=2.(P1+P2).

(50) Seien  P1,9, Pn  die Eckpunkte eines regelmäßigen  n-Eckes in der Ebene und sei jeder der
Punkte  Pi  mit derselben Masse  m  behaftet. Zeigen Sie:
Der Schwerpunkt dieses Massenpunktesystems ist gleich dem Mittelpunkt des regelmäßigen  n-
Eckes.

(51)    Sei  g  eine Gerade in der Ebene und
P1,9, Pn  ein Massenpunktsystem mit Massen  mi.
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Zeigen Sie: Liegen alle Punkte  Pi  auf einer Seite der Geraden  g  oder auf der Geraden  g, so
liegt auch der Schwerpunkt des Massenpunktesystems auf dieser Seite der Geraden  g  oder auf
der Geraden  g.

(52) Sei  P1,9, Pn  ein Massenpunktsystem mit Massen  mi.
Zeigen Sie: Der Schwerpunkt des Systems liegt in der konvexen Hülle der Punktmenge

{P1,9 , Pn}.

(53) Sei  P1, P2, P3  das System der Eckpunkte eines Dreieckes, welche alle mit derselben Masse  m
behaftet sind.
Zeigen Sie:  Der Schwerpunkt des Massenpunktesystems ist gleich dem Schwerpunkt des
Dreieckes  S=3.(P1+P2+P3).

(54) y@=2.ËÈÈÍÈÈÈÈy-1,  yæ[1, Á).

(55) y@=ËÈÈÈÍÈÈÈÈ1-y2,  yæ[-1, 1].

(56) y@=exp (-y),  yæ¸.

(57) y@=3.ÊÈÈÈy2,  yæ[0, Á).

(58) y@=
1

1+tan2 (y)
,  yæ(-R, R).

(59) y@=y, yæ¸.

(60) y@=
-ËÈÈÈÈÈÈÈÈ1-y2

y ,  yæ[-1, 1].

(61) y@=-2.ËÈÈÈÈÈÈÈÈ1-y2,  yæ[-1, 1].

(62) y@=
1

cos (y)
,  yæ(-R, R).


