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Teil 4

Aufgaben mit Lösungen
"Siehe Skizze" bedeutet, dass die Skizze die Beschreibung vervollständigt.
Die Lösung einer Aufgabe sollte möglichst nur die Gymnasialgeometrie verwenden.

71. Gegeben sind zwei  Kreisradien  r1  und  r2  mit  r1>r2. Weiters ist eine Gerade  g
gegeben. Wie gross ist der Abstand der Berührpunkte  A  und  B  auf  g  zweier Kreise
k1  und  k2  mit Radien  r1  und  r2, welche die Gerade  g  als gemeinsame äussere Tan-
gente haben (siehe Skizze) und sich von aussen in einem Punkt  T  berühren?
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Lösung:
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Wir zeichnen zwei Punkte  M1  und  M2  so, dass ihr Abstand gleich  r1+r2  ist. Dann
markieren wir den Mittelpunkt  M  der Strecke  M1M2. Sodann zeichnen wir den Thales-
kreis  k  mit Mittelpunkt  M  über der Strecke  M1M2. Den Punkt  P  zeichnen wir so,
dass   |P, M1|=r1-r2   ist und dass er auf dem Thaleskreis  k  liegt. Es gilt dann
|A, B|=|P, M2|. ˝

72. Gegeben sind die Eckpunkte  A, B, C  eines rechtwinkeligen Dreieckes. Der Fuss-
punkt des Lotes von  C  aus auf die Seite  AB  möge  D  heissen. Der Fusspunkt des Lo-
tes von  D  aus auf  AC  möge  E  heissen. Der Fusspunkt des Lotes von  E  aus auf die
Seite  AB  möge  G  heissen und der Fusspunkt des Lotes von  G  aus auf  CB  möge  F
heissen. Zeigen Sie, dass die Dreiecke  ABC  und  FGE  ähnlich sind.



R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil4   27. August 1956

301

G111A B

C

D

E F

G

Lösung: Es ist  EG  parallel zu CD, FE  parallel zu  AB  und  GF  parallel zu  AC. ˝

73. Gegeben sind zwei konzentrische Kreise  k1  und  k2  mit Mittelpunkt  M  und ein
Punkt  C  ausserhalb beider Kreise.
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Der grössere der Kreise möge  k1  heissen. Gezeichnet werden die Tangenten  von  C
aus an  k1  und an  k2. Der Berührpunkt der Tangente an den grösseren Kreis  k1  heisse
T  und der Berührpunkt der anderen Tangente an  k2  heisse  A (siehe Skizze).Weiters
bezeichne  D  den Schnittpunkt von  k1  mit  AC. Der Mittelpunkt der Strecke  AC  heisse
N. Zeigen Sie, dass sich die drei Kreise

k3  mit Mittelpunkt  A  und Radius  |A, D|,
k4  mit Mittelpunkt  N  und Radius  |A, N|  und
k5  mit Mittelpunkt  C  und Radius  |C, T|  in einem Punkt  S  schneiden.

Lösung: Bezeichne  S  den Schnittpunkt von  k3  mit  k5. Nun liegt einmal per definitio-
nem der Punkt  D  auf  k3. Aber auch der Punkt  S  liegt per definionem auf  k3. Weil
nun  A  der Mittelpunkt von  k3  ist,  folgt |A, S|=|A, D|. Weil  T  und  S  auf dem
Kreis  k5  mit dem Mittelpunkt  C  liegen, folgt |S, C|=|C, T|. Der Kreis  k4  ist der
Thaleskreis über der Strecke  AC. Dieser Thaleskreis geht nun genau dann durch  S,
wenn der ∠ ASC  ein rechter Winkel also wenn das Dreieck  ASC  ein rechtwinkeliges
Dreieck ist. Dazu genügt es, |A, S|2+|S, C|2=|A, C|2  zu beweisen. Berücksichtigen
wir noch, dass  |A , S | = | A , D | , | S , C | = | C , T | ,  so ist also
|A, D|2+|C, T|2=|A, C|2  zu zeigen. Es ist nun (Pythagoräischer Lehrsatz) |C,
M|2=|C, A|2+|A, M|2  und ebenso  |C, M|2=|C, T|2+|T, M|2, also   |C,
A|2+|A, M|2=|C, T|2+|T, M|2  und wegen  |M, T|=|M, D|  folgt also
(3) |C, A|2+|A, M|2=|C, T|2+|D, M|2.
Und es folgt mit Hilfe des Pythagoräischen Lehrsatzes  |D, M|2=|A, M|2+|A, D|2.
Setzen wir dieses Resultat nun in  (3)  ein, so bekommen wir  |C, A|2+|A, M|2=
=|C, T|2+|A, M|2+|A, D|2, also  |C, A|2=|C, T|2+|A, D|2. ˝
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74. Packungsproblem:  Gegeben ist ein Kreis  k3  mit Radius  3. Im Inneren des
Kreises befinden sich zwei sich berührende Kreise  k1, k2  mit Radien  1  bzw.  2 (Siehe
Skizze). Gesucht ist der Radius  r  eines  Kreis  k, der  k3  von innen berührt und die
Kreise  k1  und  k2  von aussen berührt.
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Lösung: Rechnung
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Der Mittelpunkt  (x, y)  und der Radius  r  des gesuchten Kreises  k  genügen den Kreis-
gleichungen

(1) k*1: (x-2)2+(y-0)2=(1+r)2

(2) k*2: (x+1)2+(y-0)2=(2+r)2

(3) k*3: (x-0)2+(y-0)2=(3-r)2.
Ausquadriert lauten diese

(1a) x2-4.x+3+y2-2.r-r2=0
(2a) x2+2.x-3+y2-4.r-r2=0
(3a) x2+y2-9+6.r+r2=0.

Die Chordalen  cik  genügen damit den linearen Gleichungen  (ia)-(ka), also
c12: -6.x+6+2.r=0
c23: +2.x+6-10.r=0
c31: +4.x-12+8.r=0.

Sie schneiden sich im Mittelpunkt  M  des Kreises  k. Seinen Radius bekommen wir so:
3.c23+c12:  24-28.r=0, also r=6/7=0,857149.
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Damit ist die Aufgabe mit Zirkel und Lineal lösbar. ˝

75. Aufgabe:
Gegeben ist ein rechtwinkeliges Dreieck  ABC  durch eine Kathete  b=|A, C|  und den
der anderen Kathete  a  entsprechenden Hypotenusenabschnitt  p=|Hc, B|. Konstruie-
ren Sie das Dreieck.
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Lösung (Heralt Schneider): Der Kathetensatz für rechtwinkelige Dreiecke ergibt
(3) b2=q.c=q.(q+p).
Die folgende Konstruktion erlaubt es, die Hypotenuse  c=p+q  zu gewinnen. Man
zeichnet dazu um einen Mittelpunkt  M  einen Kreis  k  mit  Radius  p/2. Sodann zeichnet
man einen Durchmesser  C@C”  und trägt auf der Tangente in  C@  die Seite  b  ab. Dies
ergibt einen Punkt  A. Bezeichnet nun  g  die Verbindungsgerade von  A  mit  M, und ist
B  der ausserhalb von der Strecke  AM  liegende Schnittpunkt von  g  mit dem Kreis  k
und ist  U  der auf der Strecke  AM  liegende Schnittpunkt, so gilt
(4) b2=|A, U|.|A, B|=|A, U|.(|A, U|+p).
Der Vergleich von  (3)  mit  (4)  ergibt, dass  q=|A, U|.
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Nun zeichnet man noch den Thaleskreis  t  über  AB  und schlägt den Kreisbogen mit
Mittelpunkt  A  und  Radius  b. Dies ergibt den Schnittpunkt  C. ˝

76. Gegeben ist (Skizze) ein Dreieck  ABC  und ein Punkt  Z  auf der Geraden
h≠BC.
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Gewählt wird ein Punkt  D  auf der Geraden  g≠AZ. Sodann werden die Punkte  E
und  C  auf der Geraden  h  und  F, G, H  auf der Geraden  g  konstruiert, indem  ED pa-
rallel zu  AB,  FC  parallel zu AB, CH  parallel zu  EF  und  BG  parallel zu  EA  gezeich-
net wird. Man wähle nun  D  so, dass  |G, D|=|D, H|  gilt.

Lösung: Es ist  |G, D|=|D, H|  genau dann, wenn die Dreiecke  GDE  und  DEH  flä-
chengleich sind. Diese Dreiecke sind nun jeweils zu Trapezen flächengleich, nämlich
Fl (GDE)=Fl (ABED)  und  Fl (DEH)=Fl (ECFD). Die Aufgabe besteht also darin,
das Trapez  ABCF  durch eine zu  AB  und  FC  parallele Trennlinie  DE  in zwei flächen-
gleiche Teile zu zerlegen.
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Definieren wir daher die Längen  a≠|A, Z|, f≠|F, Z|  und  d=|D, Z|, so folgt
Fl (ABZ):Fl (DEZ):Fl (FCZ)=a2:d2:f2.  Wir haben also  d  so  zu bestimmen, dass
d2=(a2+f2)/2, also  (d.√ 2)2=a2+f2.
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Mit Zirkel und Lineal kann man also das rechtwinkelige Dreieck mit den Katheten  a, f
zeichnen und hat dann die Hypotenuse gleich  (d.√ 2).  Verwendet man daher  d.√ 2  als
Diagonale eines Quadrates, so ist  d  die Seitenlänge dieses Quadrates. ˝

77. Von einem Trapez  ABCD  mit den parallelen Seiten  AB  und  CD  sind die
Distanzen  |A, B|, |C, D|, |C, A|  und  |B, D|  gegeben. Zeichnen Sie dieses Trapez.



R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil4   27. August 1956

305

 

AB

C D

G203

1. Lösung: Die Strecke  AB  geht aus der Strecke  CB  durch eine zentral ähnliche
Streckung mit Zentrum  E  (=Diagonalenschnittpunkt)  hervor. Nach dem Strahlensatz
folgt  |A, B|:|C, D|=|E, B|:|E, D|. Daher tragen wir zuerst die Strecke  CD  auf
und zeichnen einen Punkt  A@ (nicht auf  CD  liegend) so, dass |C, A|=|C, A@|.
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Sodann wird die Strecke  B@A@  parallel zu  CD  gezeichnet. Die Verbindungsgerade
DB@  schneidet die Strecke  CA@  so, dass |C, E|=|C, E@|  (Strahlensatz). Analog
ermittelt man   |C, E|. Damit kann man das Trapez zeichnen. ˝

2. Lösung: Wir zeichnen  CD  und  M  so, dass  |M, D|=|A, B|. So erkennen wir
das Parallelogramm  ABDM.
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Das Dreieck  CMA  ist uns jetzt bekannt durch seine Seiten  |C, M|=|C, D|+|B, A|,
|C, A|  und  |M, A|=|B, D|  und  |A, C|. Nun können wir  B  zeichnen, weil wir
nämlich  |D, B|  und  |A, B|  kennen. ˝

78. Ein Packungsproblem: Der grosse Kreis hat den Radius  1. Welchen Radius  r
haben die beiden kleinen Kreise?

G179
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Lösung: Wir betrachten die Figur mit den Punkten  A, M, B, R, S, C, D  laut Skizze.
Die Länge der Strecke  CM  genügt nach dem Pythagoräischen Lehrsatz der Gleichung
|C, M|2+|A, M|2=|A, C|2, also
(3) |C, M|2+(2)2=(2+r)2. Weiters gilt
(4) |M, C|+|C, D|=1, also  |M, C|+r=1.
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Wegen  (4)  können wir in  (3)  für  |M, C|=1-r  einsetzen, und so bekommen wir die
Gleichung  (1-r)2+(1/2)2=(1/2+r)2, also 1-2.r+r2+1/4=1/4+r+r2, und somit
die lineare Beziehung  1-3.r=0, also  r=1/3. ˝

79. (Siehe Skizze) Die Dreiecke  ABC, UBA, XAB, BVA, AYB, BAW, ABZ  seien
ähnlich. Zeigen Sie, dass die  6  Punkte  U, V, W, X, Y, Z  auf einem Kreis liegen.
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Lösung: Die Strecke  AB  kommt bei jedem dieser Dreiecke als Seite vor. Die Punkte-
paare  U, X  und  V, Y  sowie  W, Z  liegen symmetrisch bezüglich der Streckenhalbie-
renden  s  von  UX. Die Dreiecke  ABC, ABZ und  ABW  sind kongruent.
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Es genügt daher, zu zeigen, dass  UVWZ  ein Sehnenviereck ist. Zu diesem Zweck zei-
gen wir, dass gegenüberliegende Innenwinkel suplementär sind. Nun, die Winkel des
Dreieckes  ABC  mögen - wie üblich -  a, b, g  heissen. Es ist dann wegen der vorausge-
setzten Ähnlichkeiten   a=∠ BAC=∠ ZAB=∠ AUB=∠ ZWB,  und es ist  b=
∠ ABC=∠ ZBA=∠ AUB=∠ UZW. Damit ist  ∠ VUZ+∠ VWZ=∠ ZWB+
∠ VWZ=180o, und es ist  ∠ UZW+∠ WVU=∠ BVA+∠ WVU=180o. ˝

710. Gegeben sind zwei Quadrate derselben Seitenlänge. Die Ecken des einen Quadrates
ist der Mittelpunkt des anderen Quadrates. Wie gross ist der Inhalt der Fläche, welche
von beiden Quadraten bedeckt wird?

G052

Lösung: Die Dreiecke  MAB  und  MA@B@  sind kongruent. Daher ist die gemeinsame
Fläche gleich einem Viertel der Quadratfläche. ˝
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711. Stewart´s Eck-Transversalen: Zeigen Sie, dass in der folgenden Figur die
Beziehung  c2.n+b2.m=a.d2+a.m.n  gilt.
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Lösung:  Mit Hilfe des Cosinussatzes bekommen wir  c2=m2+d2-2.d.m.
cos (∠BDA)  und  b2=n2+d2-2.d.n.cos (∠DCA). Die erste Gleichung multiplizieren
wir mit  n  und die zweite mit  m. Dies ergibt  c2.n=m2.n+d2.n-2.d.m.n.
cos (B, D, A)  und  b2.m=n2.m+d2.m-2.d.m.n.cos (∠DCA). Addieren wir die
beiden Gleichungen und berücksichtigen wir, dass  cos (∠BDA)=-cos (∠DCA)  sowie
m+n=a, so bekommen wir  c2.n+b2.m=m.n.a+d2.a. ˝

712. Der Punkt  H  sei der Halbierungspunkt der Hypotenuse eines rechtwinkeligen
Dreieckes  ABC. Zeigen Sie, dass  b=2.a.
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Lösung: Z.B. Peripheriewinkelsatz für den Kreis mit dem Mittelpunkt  H  und dem Ra-
dius  |H, B|. ˝

713. ABCD  sei ein Sehnenviereck, bei dem sich die Eckpunkte  A  und  B  diametral ge-
genüberstehen. In welcher Beziehung stehen die Masse der Winkel  a  und  b?
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Lösung: Nach dem Peripheriewinkelsatz ist  ∠ CMB=2.∠ CAD  und es ist  ∠ BMD
=2.∠ BAD. Daher ist  b=∠ CMD=∠ CMB+∠ BMD=2.∠ CAD+2.∠ BAD=
2.(∠ CAD+∠ BAD)=2.a. ˝

714. Langley@@@@s Aufgabe: Es gelte |A, B|=|A, C|. Wie gross ist   ∠ FEB?
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Lösung (J.W.Mercer 1923):  Der Winkel  g  bei  C  und der Winkel  b  bei  B  sind
gleich, da das Dreieck  ABC  ein gleichschenkeliges ist. Daraus folgt 180o=20o+g+b

=20o+2.b, also  b=g=80o.
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Man zeichnet nun die Strecke  BG  im Winkel von  20o  zu  BC. Das Dreieck  ABC  ist
dann dem Dreieck  BCG  ähnlich und daher ist

u≠|G, B|=|C, B|  sowie ∠ BGC=80o.
Weiters ist  ∠ FBG+20o=b=80o, und daher ist  ∠ FBG=60o. Weiters ist die
Winkelsumme im Dreieck  FCB  gleich  180o=50o+80o+∠ CFB, also  ∠ CFB=50o.
Damit ist das Dreieck  CFB  gleichschenkelig und somit gilt |F, B|=u. Nun sehen wir
aber, dass das Dreieck  FBG  gleichseitig ist, denn wir haben ja schon |F, B|=|G,
B|=u  und ∠ FBG=60o. Somit ist auch  |G, F|=u. Da  ∠ CGB+∠ FGB+∠
EGF=180o, also  80o+600+∠ EGF=180o, folgt   ∠ EGF=40o. Laut Voraussetzung
ist

∠ EBC=60o=∠ EBG+∠ GBC, und da wir  ∠ GBC=20o  gewählt haben, ist
also  ∠ EBG=60o-20o=40o. Die Winkelsumme im Dreieck  EBG  ist

180o=∠ GEB+40o+(60o+40o), woraus
∠ GEB=40o  folgt. Damit wissen wir, dass das Dreieck EGB  gleichschenkelig

ist und somit  |G, E|=u  folgt. Nun sehen wir auch, dass das Dreieck  EGF
gleichschenkelig ist. Damit ist  ∠ GEF=∠ EFG=(180o-40o)/2=70o. Daher ist
schliesslich 70o=∠ FEB+∠ BEG=∠ FEB+40o, woraus dann das Resultat
∠ FEB=30o  folgt. ˝

715. Gegeben  a, b, x+yæ�. Man zeige (Skizze)  
1
c
=

1
a
+

1
b

  und  y:x=b:a.

a

b
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Lösung: Wir lesen mittels des Strahlensatzes ab: a:(x+y)=c:y und  b:(x+y)=
c:x. Daraus folgt  c.(x+y)=a.y  und  c.(x+y)=b.x, also  a.y=x.b. So bekommen
wir die Beziehung  y:x=b:a. Weiters folgt

c=
b.x
x+y

=
b

1+
y
x

=
b

1+
b
a

=
a.b
a+b

, woraus  
1
c
=

1
a
+

1
b

  folgt. ˝

716. Gegegeben zwei gleichseitige Dreiecke  ABZ1  und  A@B@Z1  welche den Eckpunkt
Z1  gemeinsam haben. Unter welchem Winkel  z  schneiden sich [Skizze] die Strecken
AA@  und  BB@  in einem Punkt  Z2 ?
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Lösung: Wir zeichnen die Umkreise  k  und  k@  der Dreiecke  ABZ1  und  A@B@Z1.
Diese schneiden sich im Punkt  Z1. Falls die Gerade  AA@  gleich der Geraden  AZ1  ist
(falls also die Kreise  k  und  k@  im Punkt  Z1  tangieren), ist trivialerweise  z=60o. Im
Allgemeinen schneiden sich aber die Kreise in einem zweiten Punkt  Z2. Wir zeichnen die
Verbindungsstrecken  A@Z2, B@Z2, AZ2, und  BZ2. Aus dem Peripheriewinkelsatz folgt
60o=∠ AZ1B=∠ AZ2B  und   60o=∠ A@Z1B@=∠ A@Z2B@. Wenn wir noch zeigen
können, dass der Winkel  ∠ A@Z2A  ein gestreckter ist (also das Mass 180o  hat), dann
ist auch der Winkel  ∠ B@Z2B ein gestreckter Winkel und daher gilt dann auch   z=∠
AZ2B=60o.
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Wir verwenden weiter den Peripheriewinkelsatz und sehen damit, dass auch  60o=
∠ Z1AB=∠ Z1Z2B  und 60o=∠ A@B@Z1=∠ A@Z2Z1. Und somit gilt tatsächlich
∠ A@Z2A=∠ AZ2B+∠ Z2Z1B+∠ A@Z2Z1=60o+60o+60o=180o. ˝

717. Gegeben zwei Quadrate  ABCZ1  und  A@B@C@Z1,  welche den Eckpunkt  Z1  ge-
meinsam haben. Zeigen Sie, dass sich die Verbindungsgeraden  AA@  und  BB@  recht-
winkelig in einem Punkt  Z2  schneiden.
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Lösung: Wir zeichnen die Umkreise der beiden Quadrate. Sie sind Thaleskreise über den
Durchmessern  AC  bzw.  C@A. Nach dem Pheripheriewinkelsatz ist  ∠ CZ2Z1=
∠ CAZ1=45o. Und es ist analog  ∠ A@Z2Z1=∠ A@C@Z1=45o. Daher  haben wir
∠ AZ2A@=∠ AZ2C+∠ CZ2Z1+∠ Z1Z2A@=45o+90o+45o=180o. Analog dazu ist
auch  ∠ CZ2C@=180o. Daher schneiden sich die beiden Geraden  AA@  und  BB@  bei  Z2
rechtwinkelig. ˝
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718. Polya´s Problem: Gegeben ein Dreieck  ABC, gesucht   X  auf  a  und  Y  auf  b,
so dass  |B, X|=|X, Y|=|Y, A|.
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Lösung: Wir lösen das Problem zuerst für ein Dreieck, welches zu  ABC  ähnlich ist.
Beginnend mit dem Punkt  R  (frei auf  AC  gewählt), zeichnen wir einen Rhombus
(=Raute, Karo)  mit den Eckpunkten  R, S, B@, T  indem wir von  R  aus eine Parallele
h  zu  CB  zeichnen und mit  R  als Mittelpunkt einen Kreis mit Radius  r≠|R, A|
zeichnen. Dieser Kreis schneidet aus  h  den Punkt  S  aus. Nun nehmen wir  S  als Mit-
telpunkt und schneiden mit unverändertem Radius  r  den Punkt  B@  aus der Seite  AB.
Sodann wird der Rhombus mit dem Eckpunkt  T  komplettiert. Wie man nun sieht, haben
wir die gestellte Aufgabe für das Dreieck  AB@C@  gelöst, denn es ist ja  r=
|B@, T| =|T, R|=|R, A|. Da nun das Dreieck  AB@C@  zum Dreieck  ABC  zentrisch
ähnlich (mit Zentrum  A)  ist, brauchen wir nur die Gerade  AT  (als Ähnlichkeitsstrahl)
mit der Seite  CD  zum Schnitt zu bringen, um den Punkt  X  zu bekommen, und  XY  ist
dann z.B. parallel zu  TR. ˝
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C
G191

R

B@T

B

A

X

S
h

Y
C@

719. Man zeige: Die Winkelhalbierenden eines Parallogramms schneiden sich rechtwin-
kelig.

A B

CD

G022

Lösung: Wir bezeichnen die Winkel bei  A  und  C  mit  a, und die Winkel bei  B  und
D  mit  b. Die Winkelsumme im Viereck ist  360o. Somit ist  2.a+2.b=360, und da-
raus folgt  a/2+b/2=90o.

A B

CD

G022

a/2

a/2

a/2

a/2

b/2
b/2

b/2

b/2

E

Das Dreieck  AED  hat einen Winkel mit  a/2o  und einen Winkel mit  b/2o, somit ist der
∠ DEA=90o. ˝

720. Für jeden Punkt  Q  innerhalb eines gleichseitigen Dreieckes  ABC  ist die Summe
der  Längen der Lote auf die Seiten konstant. Wie gross ist diese Summe?
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B

A

C

Q

G022

Lösung: Wir zerlegen das gleichseitige Dreieck  ABC  mit Seitenlänge  s  in die drei
Dreiecke  AQB, BQC, CQA  mit Grundlinie  s  wie in der folgenden Skizze, sodass dann
s2.√ 3/4=Fl (ABC)=Fl (AQB)+Fl (BQC)+Fl (CQA)=s.xc /2+s.xa /2
+s.xb /2=(xa+xb+xc).s/2  gilt. Somit ist also  (xa+xb+xc)=s.√ 3/2=Höhe des
gleichseitigen Dreiecks  ABC. ˝

B

A

C

G022

xc
xa

xb

Q

Bemerkung: Dieser Satz ist nach Vincenzo Viviani (1622-1703) benannt. Wählt man
die Höhe des gleichseitigen Dreieckes gleich  1, so gilt für  a≠xa, b≠xb, c≠xc
die Beziehung a+b+c=1  (a, b, c≥0). Mischt man drei Substanzen  A*, B*, C*  im
Verhältnis  a:b:c, wobei die Normierung  a+b+c=1  vorgenommen wird, so kann
man diese Mischung als Punkt  Q  im Dreieck (=Mischungsdreieck)  eintragen. Der
Punkt  Q  kommt in der Ecke  A  zu liegen, wenn  a=1  und  b=c=0. Der Punkt  Q
kommt auf der Seite  AB  zu liegen, wenn  c=0  also  a+b=1. Alle Punkte mit einem
fixen Prozentsatz von  A*  liegen auf einer Geraden parallel zu  BC.
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A

C
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B
=1/4

B
=2/4

B
=3/4

B
=4/4

B
=0/4

C
=

4/4

C
=

0/4

C
=

1/4

C
=

2/4

C
=

3/4

A=
1/4A=

2/4A=
3/4A=

4/4

A=
0/4

721. Gegeben ist ein Parallelogramm  ABCD  und eine Parallele zur Diagonale  AC, wel-
che das Parallelogramm in den Punkten  H  auf der Srecke  AB  und  J  auf der Strecke
BC  schneidet. Dann haben die Dreiecke  AHD  und  JCD  denselben Flächeninhalt.

A B

CD

H

J

G022

Lösung: Wir zeichnen die Diagonale  BD. Da diese  AC  halbiert, halbiert sie auch  HJ.
Sei nun  EF  parallel zu  HJ  und sei  FC  parallel zu DJ  und sei  EA  parallel zu  DH.
Dies bestimmt die Punkte  E  und  F. Dann sind die Dreiecke  DJF  und  DJC  flächen-
gleich und auch die Dreiecke  HDA  und  HDE  sind flächengleich. Die Dreiecke  DJF
und  HDE  haben gleich lange Grundlinien  DF  bzw. DE  und gleiche Höhe. Daher sind
sie flächengleich. ˝

A B

CD

H

J

G022

E

F

722. Zwei Kreise mit gleichem Radius  r0  berühren sich. Zwischen einer Tangente  t  an
die beiden Kreise und den beiden Kreisen wird ein dritter Kreis mit Radius  r0  so ein-
gepasst, dass er die Tangente und die beiden Kreise berührt. Zeigen Sie, dass  r1=4.r0.
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r 1

r0r0

t

G036

Lösung: Wir setzten  r0=1  und  r1=1/4. Die Behauptung ist bewiesen, wenn gezeigt
ist, dass das Dreieck  IJK  rechtwinkelig ist. Es ist nun  |I, J|=r0-r1=1-1/4=3/4.
Weiters ist  |J, K|=r0=1  und schliesslich ist  |K, I|=r0+r1=+1/4=5/4. Nun gilt

√(3/4)2+12 =5/4. ˝

t

G036

r1

r0

J K

I

723. Gegeben ist ein Dreieck. Parallel zu den Seiten werden an den Inkreis Tangenten
gelegt, welche an den Spitzen des ursprünglichen Dreieckes drei kleine Dreiecke ab-
schneiden. Zeigen Sie, dass die Summe der Inkreisradien der kleinen Dreiecke gleich dem
Inkreisradius des grossen Dreieckes ist.

G036

Lösung: Wir beginnen mit einer Bemerkung: Falls man an einen Kreis drei Paare von
parallen Tangenten legt, so liegen diese zentrisch symmetrisch und die dabei entstehende
Figur ist daher ebenfalls zentrisch symmetrisch.

G036

Z

R*

S*

T*

R
S

T

Insbesondere sind einander gegenüberliegende Dreiecke wie z.B. RST  und  R*S*T*

paarweise kongruent.
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G036

A

D

B

C

H

E
G

F

A@

C@

Die Dreiecke D1=ABC, D2=ADE, D3=A@BC@, D4=FGE  und  D5=FHC  sind ähn-
lich und die Dreiecke  D3=A@BC@  und  D4=FGE  sind nach der obigen Bemerkung da-
rüber hinaus sogar kongruent. Für die Inkreisradien  ri  der Dreiecke  Di  gilt daher  |A,
E|:|E, F|:|F, C|:|A, C|=r2:r4:r5:r1  und  r3=r4. Weil man aus der Skizze able-
sen kann, dass  |A, E|+|E, F|+|F, C|=|A, C|, folgt auch  r2+r4+r5=r1  und weil
r3=r4  haben wir schliesslich   r2+r3+r5=r1. ˝

724. Die Mühle (Liedl) :In einen grossen Kreis sind zwei Kreise von gleichem Radius
eingeschrieben und zwischen diesen beiden Kreisen und dem grossen Kreis ist ein gleich-
seitiges Dreieck eingeschrieben. Wie gross ist die Seitenlänge des Dreieckes, wenn der
grosse Kreis den Durchmesser  2  hat?

G036

Lösung: Wir wählen kartesiche Koordinaten und den Mittelpunkt des  grossen Kreises
k0  gleich  M=(0, 0). Dann hat der Mittelpunkt des rechten Kreises die Koordinaten
A=(1/2, 0). Der Berührpunkt  B  des rechten Kreises mit dem Dreieck hat die Koor-
dinaten  B=(1/2-cos (30)/2, sin (30)/2)=(1/2-√ 3/4, 1/4)F(x0, y0).

G036

30o A
B

C

M
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Die Gleichung  y-y0=(x-x0). √ 3, also  y-1/4=(x-1/2+√ 3/4).√ 3  beschreibt die
Tangente an den rechten Kreis im Punkt  P. Vereinfacht ist dies  die Gleichung
y=x.√ 3+1/4-√ 3/2+3/4= x.√ 3+1-√ 3/2. Der grosse Kreis genügt der Gleichung
x2+y2=1. Somit genügt der Schnittpunkt  C  des grossen Kreises mit der Tangente der
Bedingung  x2+(x.√ 3+1-√ 3/2)2= 1. Dies ist die quadratische Gleichung
x2+3.x2+1+3/4+x.2.√ 3-3.x-√ 3,  also  4.x 2+( 2.√ 3-3).x+7/4-√ 3.Wir
erhalten so  x1,2=(3-2.√ 3)±(2.√ 3-3)2-4.4.(/4-√ 3))1/2)/8. Nur das positive
Vorzeichen kommt für unsere Absicht in Frage, und wir haben somit für die Seitenlänge
des Dreieckes  s=2.x1. ˝

725. Zwei Kreise mit gleichem Radius liegen in folgender Konfiguration: Zuerst wird der
Kreis mit  Mittelpunkt  M1  und Radius  r  gezeichnet. Bei  A  wird sodann ein Winkel  a
mit  0o<a<45o  abgetragen. Dies ergibt die Gerade  AM2. Mit Mittelpunkt  M2  wird
der zweite Kreis mit Radius  r  gezeichnet. Dies ergibt die Punkte  B  und  C. Man drücke
den Winkel  b  als Funktion des Winkels  a  aus.

rr

M2

a

b

C

r
M1A B

G036

Lösung:  Den Winkel  a  finden wir bei  M2  wieder. Wir betrachten nun das gleich-
schenkelige Dreieck  M1M2B  und tragen in dieses Dreieck die Winkel  s, s  und  t  ein.
Nun folgt [Satz vom Aussenwinkel im Dreieck]  s=180o-2.a. Daher ist  t=180o-
2.s=180o-2.(180o-2.a)=4.a-180o. Bei  M2  lesen wir ab, dass  a+t+b=
180o, also  a+4.a-180o+b=180o. Daraus folgt  b=360o-5.a. ˝

rr

M2

a

b

C

r
M1A B

G036

s s

ta

726. Gegeben sind zwei Kreise  k1  und  k2, welche sich in zwei Punkten  A  und  B
schneiden. Zeichnet man durch  A  eine Gerade  g, welche den Kreis  k1  in einem Punkt
C  und den Kreis  k2  in einem Punkt  D  schneidet und analog durch  B  eine Gerade  h,
welche k1  in einem Punkt  E  und  k2  in einem Punkt  F  schneidet, so sind die Verbin-
dungsstrecken  CE  und  DF  parallel.
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A

B

D

E

F

G036

k1

k2

C

Lösung:  Wir zeichnen die Mittelpunkte  M1  und  M2  von  k1  bzw. k2. Sodann finden
wir die Winkel  r, t, b, s, a, f, y, e  je zwei mal.

A

B

D

E

F

G036

r

r

e
e

t

t f

fy y

a

a

b

b

s

s

k1

k2

C

M1 M2

Beim Punkt  A  lesen wir ab, dass  e+b+s+y=180o. Beim Punkt  B  lesen wir ab,
dass  r+b+s+a=1800. Daraus folgt die Beziehung  r+a=e+y. Am Vierecke
CDEF  lesen wir ab, dass  t+r+a+f+f+y+e+t=360o. Setzen wir nun in diese
Gleichung die Beziehung  r+a=e+y  ein, so bekommen wir  2.t+2.e+2.y+
2.f=360o, also  t+e+y+f=180o. Vergleichen wir dieses Resultat  mit der Situation
bei  C  und  D, so sehen wir, dass  CE  parallel zu  DF  ist. ˝

727. Gegeben ein Trapez laut Skizze. Gesucht ist die Länge der Basisstrecke.

A

D

B

C

Fl=3

80o

1,7

1,
7

? G035

Lösung:
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G035

A

D

B

C

80o

1,7

1,
7

1,
7

1,7 x

u

Es gilt  3=u.sin (80).(1,7+x+1,7)/2  [Fl=h.(g+d)/2]  und  1,72=x2+u2-
2.x.u.cos (80)  [Cosinussatz]. Das sind zwei Gleichungen für  x  und  u. Mit Maple
bekommen wir  x=1.363889, u=1.278909. ˝

728. Gegeben ist ein Viereck  ABCD. MAB  und  MCD  sind Seitenmittelpunkte. Das
dunkle Viereck  AMABCMCD  hat den Flächeninhalt  5. Wie gross ist der Flächeninhalt
des gesamten Viereckes?

A

B

C

D

MAB

MCD
Fl=5

G035

Lösung: Die Dreiecke  ABMAB  und  AMABC  haben gleich lange Grundlinien der Länge
|B, MAB|=|MAB, C|  und  die gleiche Höhe  hA. Daher haben sie denselben Flächen-
inhalt. Und ebenso schliessen wir, dass die Dreiecke  ACMCD  und  AMCDD  gleich lange
Grundlinien und dieselbe Höhe  kA  haben. Daher haben auch sie den gleichen Flä-
cheninhalt. Somit gilt  Fl (ABCD)=2.Fl (AMABCMCD)=10. ˝

A

B

C

D

MAB

MCD

G035

hA

kA

729. Gegeben sind zwei Strecken  AB  und  XZ. Bestimmen Sie die Menge
M≠{(U+V)/2:U liegt auf der Strecke  AB  und  V  liegt auf der Strecke  XZ}.
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Lösung:  Betrachten wir einmal die Menge  {(U+V)/2:U liegt auf der Strecke  AB}.
Sie ist das zentrisch ähnliche Bild von  AB  mit dem Zentrum  X  und dem Ähnlichkeits-
faktor  l=1/2. Daher ist sie (siehe Skizze)  gleich der Strecke  AXBX. Analog ist
AZBZ={(U+Z)/2:U liegt auf der Strecke  AB}. Ist  Y  ein beliebiger Punkt auf der
Strecke  XZ, so ist wiederum analog  AYBY={(U+Y)/2:U liegt auf der Strecke  AB}.
Nun ist die Strecke  AXAZ  das zentrisch ähnliche Bild von  XZ  mit dem Zentrum  A  und
ebenfalls dem Ähnlichkeitsfaktor  l=1/2. Ebenso ist die Strecke  BXBZ  das zentrisch
ähnliche Bild von  XZ  mit dem Zentrum  B  und dem Ähnlichkeitsfaktor  l=1/2. Daher
liegt  AY  auf der Strecke  AXAZ  und  BY  auf der Strecke  BXBZ. Somit ist  M  gleich
dem Parallelogramm  AXAZBZBX, welches die Seitenlängen

|AX, AZ|=|X, Z|/2  und  |AX, BX|=|A, B|/2  hat. Weiters sind die Strecken
AXAZ  und  XZ, sowie die Strecken  AXBX  und  AB  parallel.

A B

X
Y

Z

AX BX

AY

BY

BZAZ

G141

730. Gegeben sind 3 Kreise  k1, k2, k3  mit gleichem Radius  r, so dass diese Kreise
durch einen gemeinsamen Punkt  Z  gehen und sich paarweise in weiteren Punkten  Aik
schneiden. Dann liegen diese weiteren Punkte  A12,  A23,  A31  auf einem Kreis  k, wel-
cher ebenfalls den Radius  r  hat.

ZA12

A23

A31

k1

k2 k3

k

G030

Lösung: Seien  M1, M2, M3  die Mittelpunkte der Kreise  k1, k2, k3. Dann ist  das Vier-
eck   M1A12M2Z  eine Raute mit Seitenlänge  r. Ebenso ist  M2A23M3Z eine Raute mit
Seitenlänge  r  und dasselbe gilt auch für  M3A31M1Z.
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A12

A23

A31

k1

k2 k3

k

G030

M2

M3

M1

Z
W

Dabei sind  M2A23 , ZM3  und  A31M1  parallel. Weiters sind  A12M2, M1Z  und  A31M3
parallel. Und schliesslich sind  M1A12, M2Z  und  M3A23  parallel. Wir können diese Fi-
gur durch einen weiteren Punkt  W  ergänzen, indem wir  A12W  parallel zu  ZM3,  A23W

parallel zu  ZM1 und schliesslich  A31W  parallel zu  ZM2  zeichnen. Wir kommen so zu
den weiteren Rauten  A12M2A23W, A23M3A31W  und  A31M1A12A12W, welche ebenfalls
die Seitenlänge  r  haben. Daher  WA12=WA23=WA31, und somit ist  W  der Mittelpunkt
des gesuchten Kreises mit Radius  r  durch  A12, A23  und  A31. ˝

731. Gegeben ist ein Kreis  k  und  6  Punkte  P1, P2, P3, P4, P5, P6  auf diesem Kreis,
so dass die Geraden  P1P2  und  P4P5  parallel sind sowie  P2P3  und  P5P6  parallel sind.
Zeigen Sie, dass dann auch die Geraden  P3P4  und  P6P1   parallel sind.

P1

P2

P3

P4

P5

P6

G189

Lösung: Die zu beweisende Ausage wird in der projektiven Geometrie viel allgemeiner
als Satz von Pascal formuliert und bewiesen. Wir wollen aber hier für diesen Spezialfall
einen elementaren Beweis geben.

P1

P2

P3

P4

P5

P6

G189

m

a

a

m
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Die Winkel  ∠ P1P2P3  und  ∠ P4P5P6  sind Parallelwinkel und haben daher ein gleiches
Mass  a. Nach der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes sind die zugehörigen Sehnen
P1P3  und  P4P6  gleich lang und daher liegen über ihnen auf der anderen Seite Periphe-
riewinkel mit einem gleichen Mass  m=180o-a . Im Streckenzug  P1, P6, P3, P4  tritt
also  m  als Stufenwinkel auf, und somit sind die Stecken  P1P6  und  P3P4  parallel. ˝

732. Das Vierkreise-Theorem von Miquel (einfache Variante): Gegeben ist ein
Kreis  kA  und auf diesem Kreis  4  verschiedene Punkte  A12, A23, A34, A41, welche in
dieser Reihenfolge im Uhrzeigersinn angeordnet sind. Zeichnet man nun Kreise  k1, k2,
k3, k4, welche durch die Punkte  A41, A12 bzw. A12, A23  bzw. A23, A34  bzw. A34,
A41  gehen, und schneiden sich diese Kreise jeweils noch einmal in Punkten  B12, B23,
B34, B41  im Inneren des Kreises  kA, so liegen diese Schnittpunkte  Bik  ebenfalls auf
einem Kreis.

G019

k2

k3

k1

k4

kA
kB

B12 B23

B34

B41

A12

A41
A34

A23

Lösung: Die vier Punkte  B12, B23, B34  und  B41  liegen im Inneren des Kreises  kA.
Wir haben nun zu zeigen (Skizze), dass  e3+n3=1800, dass also  B12B23B34B41  ein
Sehnenviereck ist.

a1
a2

i1

i2

n1

n2n3

e2 e3
e1

A41

A23
B12

B34

A12

A34 G019

Dazu notieren wir, dass
e3=360o-(e1+e2)=360o-((180-i1)+(180o-a1))=a1+i1.

Analog gilt auch
n3=360o-(n1+n2)=360o-((180-a2)+(180o-i2))=a2+i2.

Somit ist also  e3+n3=a2+i2+a1+i1=1800, weil  A12A23A34A41  ein Sehnenviereck
ist. ˝
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733. Der Fisch (Liedl):  Gegeben ein Kreis  k  und ein Parallelogramm  EFHB, wobei
die Punkte  B  und  F  auf der Kreislinie, der Punkt  E  im Kreis und den Punkt  H  au-
sserhalb des Kreises liegen. Die Seite  BH  soll die Kreislinie in einem Punkt  A  und die
Seite  FH  soll die Kreislinie in einem Punkt  G  schneiden. Der zweite Schnittpunkt der
Geraden  EF  mit der Kreislinie  k  heisse  D  und der zweite Schnittpunkt der Geraden
EB  mit  k  heisse  C. Zeigen Sie, dass das Dreieck  CDE  zentral ähnlich dem Dreieck
AGH  ist.

C

G029

D

B

F

G

H

A

Z

k

E

Lösung: Laut Konstruktion sind die Strecken  GH  zu  DE  und  AH  zu  EC  parallel.
Wir brauchen nur mehr zu zeigen, dass  AG  parallel zu  CD  ist. Dazu genügt es nach
dem Strahlensatz zu zeigen, dass  |E, D|:|E, C|=|H, G|:|H, A|. Weil nun  EFHB
ein Parallelogramm ist, folgt
(3) |E, B|=|H, F|  und  |E, F|=|H, B|. Es folgt (Sehnensatz)

|E, D|.|E, B|=|E, C|.|E, F|, also
(4) |E, D|:|E, C|=|E, F|:|E, B|. Weiters folgt (Sekantensatz)

|H, A|.|H, B|=|H, G|.|H, F|, also
(5) |H, B|:|H, F|=|H, G|:|H, A|. Aus  (4)  und  (3)  folgt

|E, D|:|E, C|=|H, B|:|H, F|. Mit  (5)  folgt
|E, D|:|E, C|=|H, G|:|H, A|. ˝

734: Der Dreikreise-Satzvon William Wallace (1799),  Jakob Steiner (1828) (1796-
1863), und Auguste Miquel (1838): Gegeben ein Dreick  ABC  und ein Dreieck
A@B@C@, so dass  B@  auf der Strecke  CA, C@  auf der Strecke  AB  und  A@  auf der
Strecke  BC  liegt. Dann schneiden sich die Umkreise der drei Dreiecke  A@B@C, AB@C@,
A@BC@  in einem Punkt  M (=Miquel-Punkt der Konfiguration).

A

A@

B@

C@

B

C

M

G019

Lösung: Die Kreise durch  C  und durch  B  schneiden sich im Punkt  A@  auf  a. Den
zweiten Schnittpunkt bezeichnen wir mit  M. Wir betrachten nun das Sehnenviereck
CB@MA@. Nach dem Aussenwinkelsatz für Sehnenvierecke gilt  ∠ CB@M=∠ MA@B.
Betrachten wir das Sehnenviereck  AC@MB@ so folgt analog  ∠ AC@M=∠ CB@M.



R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil4   27. August 1956

324

A

A@

B@

C@

B

C

M

G019

Es gilt also  ∠ MA@B=∠ AC@M  und aus der Umkehrung des Aussenwinkelsatzes folgt,
dass  C@BA@M  ein Sehnenviereck ist, also dass der Kreis durch  C@BA@  auch durch  M
geht. ˝

735. Seien  m, næ›  und  n≥2  sowie  m≥2. Weiters sei
X≠{1, 2,9, m}fi{1, 2,9, n}.

Gesucht ist die Menge aller  m+n-Tupel  ((a1, b1),9, (an+m, bn+m))æ›fi›, wel-
che die folgenden Eigenschaften haben:
(1) (a1, b1)=(1, 1),
(2) ai+1≥ai  und  bi+1≥bi  für  i=1, 2,9, k-1,
(3) ai+1+bi+1-(ai+bi)=1,
(4) (am+n, bn+m)=(m, n).
Man kann sich ein solches  m+n-Tupel als einen Linienzug in einem rechteckigen Raster
von  n.m  Quadraten vorstellen.

–1 2 3 n

1

2

3

m

–

G018

In der Skizze ist als Beispiel das  m+n-Tupel
((1, 1), (2, 1), (2, 2), (3, 2), (4, 2), (4, 3), (5, 3), (5, 2), 9, (m, n))

dargestellt. So lautet die Frage: Wieviele Linienzüge vom  Punkt  (1, 1)  zum Punkt  (m,
n)  gibt es, wenn jeder Schritt entweder nach unten oder nach rechts um  1  weiterführt.

736. Die Möndchen des Hippokrates von Chios (440 v.Chr.). Die Seiten eines rechtwin-
keligen Dreieckes  ABC  dienen als Durchmesser von drei Kreisen. Die so entstehenden
zwei "Möndchen"  haben zusammen denselben Flächeninhalt wie das rechtwinkelige
Dreieck. (Deswegen war man lange optimistisch, auch die Quadratur des Kreises zu
finden.). Möndchen=Meniskus (lateinisch).
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A

B

C
G017

a/2

c/2

b/2

Lösung: Sei  F1=Fläche des rechtwinkeligen Dreieckes  ABC  mit den Seiten  a, b, c
und dem rechten Winkel  C. Weiters sei  F2  die Fläche des Halbkreises über der Seite  a,
F3  die Fläche des Halbkreises über der Seite  b   und  F4  die Fläche des Halbkreises
über der Seite  c. Dann folgt für die Summe  F  der Flächen der beiden Möndchen,
F=F1+F2+F3-F4=a.b/2+(a/2)2.p/2++(b/2)2.p/2-(c/2)2.p/2=a.b/2+
(a2+b2-c2).p/8=F1. ˝

737. Der Arbelos (Schustermesser) des Archimedes

A B

C

D G016

p/2
q/2

(p+q)/2

Es sei  |A, D|=p, |D, B|=q, |A, b|=p+qFc. Zeigen Sie: Die Fläche des Arbelos
ist gleich der Fläche des schraffierten Kreises.

Lösung: Es sei  h=|D, C|. Die Fläche des Arbelos ist gleich  F=c2.p/8-p2.p/8-
q2.p/8=((p+q)2-p2-q2).p/8=2.p.q.p/8=p.q.p/4=h2.p/4. ˝

738. Das Salinon (Salzfässchen)

A B

C

E

M

D F

G015

Die Gerade  AB  ist Durchmesser von  4  Halbkreisen, welche das Salinon umschliessen.
Die Fläche des Salinons ist gleich dem Inhalt des schraffierten Kreises.
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Lösung: Der Radius des Kreises  k1  durch  ABC  sei  r1. Der Radius des Kreises  k2
durch  DEF  sei  r2. Der Radius des Kreises  k3  mit dem Durchmesser  AD  sei r3. Der
Radius des Kreises  r4  mit Durchmesser  FB  sei  r4=r3. Dann gilt  r3=(r1-r2)/2. Also
ist Fläche die Salinons Fl (Salinon)= r1

2.p/2+ r2
2.p/2- r3

2.p= r1
2.p/2+

r2
2.p/2-((r1-r2)/2)2.p=r1

2.p/2+r2
2.p/2-(r1

2-2.r1.r2+r2
2).p/4= r1

2.p/4+
r2

2.p/4+r1.r2.p/2. Der Radius des schraffierten Kreises ist  (r1+r2)/2. Daher ist die
Fläche des schraffierten Kreises  K  gleich  Fl (K)=((r1+ r2)/2)2.p=(r1

2+
2.r1.r2+r2

2).p/4=r1
2.p/4+r2

2.p/4+r1.r2.p/2. ˝

739. Sangaku-Problem (=japanische Shinto-Tempel-Geometrie)  1824 Gumma Pre-
fektur. Liegt für drei Kreise  ki  mit den Radien  ri  und eine Gerade  g  die skizzierte Be-
rührsituation vor, so gilt

1

√ r3

=
1

√ r1

+
1

√ r2

.

g

G014

k1

k2
k3

Lösung:  Seien also  r1, r2, r3  die Radien  der  drei Kreise  k1, k2, k3  (Skizze). Von
den Mittelpunkten dieser Kreise aus fällen wir die Lote aug  g, welche die Fusspunkte
F1, F2, F3  ergeben. Mit dem Pythagoräischen Lehrsatz bekommen wir:

g

G014

F1 F3 F2

r1
r2

r3

|F1, F2|=((r1+r2)2-(r1-r2)2)1/2=(4.r1.r2)1/2=2.(r1.r2)1/2. Analog ist

|F1, F3|=((r1+r3)2+(r1-r3)2)1/2=2.(r1.r3)1/2  und

|F3, F2|=((r2+r3)2-(r2-r3)2)1/2=2.(r2.r3)1/2. Nun gilt

|F1, F2|=|F1, F3|+|F3, F2| , also  (r1.r2)1/2=(r1.r3)1/2+(r2.r3)1/2. Dividieren
wir diese Gleichung durch  (r1.r2.r3)1/2,  so bekommen wir das Resultat. ˝

740. Man finde  Z@  auf  AB  so, dass  Fl (XDAZY)=Fl (XDAZ@).
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X

ZA B

CD

Y

Z@

G192

Lösung: Zeichne  YZ@  parallel zu  XZ  (Skizze)!

X

ZA B

CD

Y

Z@

G192

741. (Skizze) Man finde  Z@  auf  AB  so, dass  Fl (AZY2Y1XD)=Fl (AZ@XD).

X

ZA B

CD

G192

Y2

Y1

Z@

Lösung: Man geht in zwei Stufen vor. Zuerst schiebt man parallel zu  Y1Z  den Punkt
Y2  in den Punkt  Z1.

X

ZA B

CD

G192

Y2
Y1

Z1Z@

Sodann verschiebt man parallel zu  XZ1  den Punkt  Y1  in den Punkt  Z@. ˝

742. Die beiden Parallelogramme (Skizze)  sind genau dann flächengleich, wenn die
Verbindungslinien  BB@  und  DD@  parallel sind.
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G193

B@

D@

B

D

A@

C
C@=A

Lösung: Sei  r≠|A, B|, s≠|B, C|, u≠|A@, B@|, v≠|B@, C@|

G193

B@

D@

B

D

A@

C

r
v

u s

A
a

a

Nun gilt  FL (A, B, C, D)=r.s.sin (a), Fl (A@, B@, C@, D@)=u.v.sin (a). So haben
wir  r.s=u.v  genau dann, wenn  r:v=u:s, also wenn BB@  parallel zu  DD@  ist. ˝

743. Gegeben sind zwei Dreiecke X@Y@Z  und  RZE, welche den Winkel  bei  Z  als
Scheitelwinkel gleich haben. Gesucht sind die Seitenlängen jenes Dreieckes  XZY, wel-
ches zum Dreieck  RZE  bezüglich des Zentrums  Z  zentral ähnlich ist und den gleichen
Flächeninhalt wie das Dreieck  X@Y@Z  hat.

X@

R

X

Y

Z

EY@

G194
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Lösung:  Die hier besprochene Lösung ist eine gezeichnete Rechnung. Wir wählen die
Strecke  ZE  als Einheitsstrecke, d.h. es soll  |Z, E|=1  sein. Sodann zeichnen wir den
Punkt  E@  auf  ZY@  so, dass also  |Z, E@|=|Z, E|=1. Der Punkt  R@  wird auf  ZX@
so gewählt, dass |R@, Z|=|R, Z|. Dann sind also die Dreiecke  R@E@Z  und  REZ  kon-
gruent und daher flächengleich. Verändern wir nun das Dreieck  X@Y@Z  indem wir den
Eckpunkt  X@  durch den neuen Eckpunkt  R@  ersetzen, so ändert sich der Flächeninhalt
von  X@Y@Z  multiplikativ um den Faktor  k≠|Z, R@|:|Z, X@|. Wir konstruieren nun
die Parallele  X@S  zu  R@E@  durch den Punkt  X@. Diese schneidet die Gerade  Y@R  in
einem Punkt  S. Nach dem Strahlensatz (bezüglich des Zentrums  Z) folgt jetzt
k=|Z, R@|:|Z, X@|=|Z, E@|:|Z, S|=1/|Z, S|. Jetzt verzerren wir weiter das
Dreieck  Y@ZR@, indem wir den Eckpunkt  Y@  in den Punkt  E@  verschieben. Dadurch
entsteht aus dem Dreieck  Y@ZR@  das Dreieck  EZR@. Der Flächeninhalt hat sich bei
dieser Verschiebung um den Faktor  l≠|Z, E@|:|Z, Y@|=1/|Z, Y@|  verändert. Wir
haben also  Fl (E@ZR@)=(1/|Z, S|).(1/|Z, Y@|).Fl (X@Y@Z). Nun bedenken wir
weiter, dass  Fl (X@Y@Z)=Fl (ZER). Wir müssen daher dieses Dreieck  ZER  mit dem
Faktor  m=(k.l)-1=|Z, S|).|Z, Y@|  verändern, damit aus  Fl (ZER)  wieder
Fl (X@Y@Z)  entsteht.
Diesen Faktor  m  erreichen wir durch eine Hintereinanderausführung von zwei  Verzer-
rung um den Faktor  √m, und zwar soll die erste Verzerrung den Eckpunkt  E  in den
Punkt  Y  überführen und damit gilt  |Y,, Z|=√m.|Z, E|. Die zweite Verzerrung soll
den Eckpunkt  R  in den Punkt  X  überführen. Dann ist auch  |X, Z|=√m.|Z, R|. So-
mit haben wir dann  Fl (X@Y@Z)=Fl (X, Y, Z)  erreicht.

Y@

X@

R@

R

X

Y

Z

E
E@

S G194

Jedenfalls haben wir dann die Aufgabe vollständig gelöst. Um den Faktor  √m  zeich-
nerisch zu bestimmen, benutzen wir ein rechtwinkeliges Dreieck mit den Kahetenab-
schnittslängen  k-1=|Z, S|  und  l-1=|Z, Y@|  und haben dann die Höhe auf die Hy-
potenuse gleich  √m.

Y@

X@

X

Y

Z

E
E@

S G194

t

Y*R
h

H

R@
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Wir tragen auf  SX  den Punkt  Y*  so ein, dass  |Z, Y@|=|Z, Y*| . Über  SY*

zeichnen wir sodann den Thaleskreis  t. Die Senkrechte auf  SY* im Punkt  Z  schneidet
sich mit  t  in einem Punkt  A. Es ist sodann  h≠|Z, A|=√m. Somit bekommen wir
Y, indem wir auf dem Strahl  ZE  von  Z  aus  h  abtragen. Parallel zu  ER  verläuft dann
YX. Es muss dann  XX@  parallel zu  YY@  sein. ˝

744. Sangaku-Problem  1913  Miyagi Prefektur. In einem rechtwinkeligen Dreieck
sind drei Quadrate laut Skizze eingelegt. Sodann werden noch laut Skizze drei Kreise be-
rührend eingepasst. Ist nun  r1  der Radius des grossen Kreises und  r3  der Radius des
kleinen Kreises, dann gilt für den Radius  r2  des mittleren Kreises  r2=√r1.r3 .

A B

C
G014

Lösung: Man sieht sehr einfach (Normalwinkel, Parallelwinkel), dass alle Dreiecke,
welche an die Quadrate angrenzen, ähnlich sind, und zwar dem grossen Dreieck  ABC.
Bezeichnen wir nun die Quadratseiten mit  a, b, c  (wobei  a<b<c), so ist  |A, C|=
|A, X|+|X, C|=c.cos (a)+c/sin (a)=c.(cos (a)+1/sin (a)). Analog gilt nun
c=|D, E|=|D, Y|+|X, E|=b.(1/sin (a)+cos (a)). Und ebenso bekommen wir
auch  b=|F, G|=|F, Z|+|Z, G|=a.(cos (a)+1/sin (a)). Verwenden wir nun die
Abkürzung  k≠(cos (a)+1/sin (a)), so gilt also  |A, C|=k.c, c=k.b, b=k.a.
Das bedeutet, dass die Quadratseitenlängen eine geometrische Folge bilden. Daraus folgt
nun, dass  c=k.b=k2.a  und somit  c.a=k2.a2=b2, also  b=√c.a. Da nun da nun
offensichtlich  r1:r2:r3=c:b:a  gilt, folgt auch   r2=√r1.r3. ˝

745. Sangaku-Problem  1803  Gumma Prefektur. In einen grossen Kreis  k0  mit
Durchmesser  2  wird ein Durchmesser  AB  eingetragen. Von innen wird dieser Kreis
k0  von einem Kreis   k1  mit  Durchmesser  1  in einem Punkt  A  berührt. Ein gleich-
seitiges Dreieck  D  mit Seitenlänge  1  berührt den grossen Kreis  k0  von innen in einem
Punkt  B  und den  Kreis  k1  im Mittelpunkt  F  des grossen Kreises, so dass  AB  einen
Durchmesser des grossen Kreises bildet. Ein weiterer Kreis  k2  mit Mittelpunkt  M2  und
Radius  r  ist noch so gelegt, dass schliesslich die skizzierte Berührsituation (k2  berührt
k1, k0, und  D)  vorliegt. Dann steht die Strecke  M2F  auf  AB  senkrecht und der
Durchmesser des Kreises  k2  ist gleich  2/3.
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G014
k0

F

M1

M2

k1

k2

S

D

Lösung: Wir verwenden kartesische Koordinaten mit  F=(0, 0). Der grosse Kreis  k0
hat den Radius  1, der mittlere Kreis  k1  hat den Radius  1/2. Den Radius des kleinen
Kreises setzen wir gleich  r. Wir nehmen nun an, dass der Kreis  k2  den Kreis  k0  an
dessen Nordpol,  also bei  (0, 1)  von innen berührt. Können wir unter dieser
Voraussetzung die gewünschte Berührsituation gewinnen (also  k2  berührt  k0  von
innnen, k1  von aussen und  D  von aussen), so ist diese Voraussetzung gerechtfertigt.
Der Kreis  k2  berührt den Kreis  k1  wenn  1/2+r=…M2-M1…=…(0, 1-r)-(-1/2,
0)…=…(1/2, 1-r)…=(1/4+1-2.r+r2)1/2  und daher  1/4+1-2.r+r2=1/4+r+r2,
also  1-2.r=r, also  r=1/3  gilt. Und daher muss die Gleichung für den kleinen Kreis
x2+(y-2/3)2=1/9  lauten. Die Spitze des Dreieckes ist  S=(1/2, √ 3/2). Daher hat die
Gerade durch den Punkt  F=(0, 0)  und die Spitze  S  die Gleichung  y=x.√ 3. Setzen
wir diese in die Kreisgleichung ein, so bekommen wir den Schnittpunkt  k2  mit  FS. So
rechnen wir  x2+y2-4y/3+4/9=1/9. Und damit bekommen wir für  x  die quadratische
Gleichung  4x2-4.x.√ 3/3+3/9=0,  also eine Gleichung  a.x2+b.x+c=0, deren
Diskriminante  b2-4ac=16/3-16/3=0  ist. Wir bekommen also nur einen  x-Wert und
dazu nur einen  y-Wert. Daher tangiert die Gerade  FS  den Kreis  k2. Damit ist also für
k2  die in der Aufgabe gewünschte Berührsituation gegeben, und daher ist wirklich  M2F
auf  AB  senkrecht. ˝

746. Gegeben ein gleichseitiges Dreieck  ABC. Laut Skizze markieren wir einen Punkt
D  auf der Geraden  AB  und einen Punkt  E  auf der Geraden  AC  so, dass  |B, D|=
|C, E|. Ist  h  die Verbindungsgerade  DE  und  F  der Schnittpunkt von  h  mit der Ge-
raden  BC, dann gilt  |D, F|=|F, E|. Kann man anstatt "gleichseitig" auf "gleichschen-
kelig mit  |A, B|=|A, C|"  verallgemeinern?

E
C

A

B
D

F

G011

Lösung 1:  Wir rechnen in kartesischen Koordianten, wobei das Koordinatensystem
wie skizziert gewählt ist. Sei weiters  u≠|B, D|=|C, E| und  A=(-1, 0), B=(1,
0),
C=(0, H). Dann ist  E=(u/2, H+u.H/2)  und  D=(1-u, 0). So bekommen wir
D+E=(u/2+1-u, H+u.H/2)  und daher  (D+E)/2=(1/2-u/4, H/2+u.H/4).
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Die Gerade  g  durch  CB  parametriesieren wir durch  g(t)=(t, H- t.H). Für
t=t0≠1/2-u/4  nimmt die Gerade den  x-Wert  1/2-u/4  an. Der  y-Wert dazu ist
gleich  H/2+u.H/4. Also ist  g(t0)=(D+E)/2.
Lösung 2:  Wir ergänzen die Figur durch das gleichseitige Dreiecke  DBJ. Nun ist
∠ CFE=∠ JFD (Scheitelwinkel), ∠ ECF=∠ DJF=120o  und ∠ CEF=∠ JDF  (Stu-
fenwinkel) und daher ist das Dreieck  CFE  dem Dreieck  JFD  ähnlich. Da noch dazu
|D, B|=|C, E|  gilt, sind sie sogar kongruent.

E
C

A

B
D

F

G011

J

Und somit ist  |D, F|=|E, F|. ˝

Zusatzfrage: Richtige Antwort ist "ja".

E
C

A

B
D

F

G011

J

747. Bei einem Sehnenviereck  ABCD  werden die einander gegenüberliegeden Seiten
AD  und  BC  in einem Punkt  E  zum Schnitt gebracht. Analog bekommt man dann den
Schnittpunkt  F  als Schnittpunkt der Seiten  AB  und  DC. Die Winkelhalbierenden  h1
bei  F  und  h2  bei  E  schneiden sich dann rechtwinkelig.
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Lösung: Wir schneiden  h1  mit dem Viereck und bekommen so  K  und  H. Wir ver-
wenden den Aussenwinkelsatz für Sehnenvierecke um einen Winkel  b  bei  A  und  C  zu
finden.

h1

h2

A

B

CD
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F
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a
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b

g

e
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Der Winkel  g  bei  K  tritt auch im Dreieck  FAK  auf und somit ist  a+b+g=180o.
Der Winkel  g  bei  K  ist aber auch Aussenwinkel des Dreieckes  FKD  und somit ist
g=a+i. Daraus folgt  a+b+a+i=180o, also  i=180o-2a-b. m Dreieck  EDC  ist
b  ein Aussenwinkel bei  C. Daher ist  b=i+e. Daraus folgt  i=180o-2a-b=
180o-2a-(i+e), also  e=180o-2a-2i. Aus dem Dreieck  KEH  lesen wir ab, dass
g+e+s=180o.
Daraus folgt  s=18oo-g-e=180o-(a+i)-(180o-2a-2i)=a+i=!=g. Daher
ist das Dreieck  KEH  gleichschenkelig und die Winkelhalbierende  h2  bei  E  steht
senkrecht auf der Basis  KH  des Dreieckes. ˝

748. Apollonisches Problem. Gegeben sind zwei parallele Geraden  t1  und  t2  und
ein Kreis  k0  mit einem Mittelpunkt   M0  und Radius  r0. Gesucht ist ein Kreis  k, der
den Kreis  k0  und die beiden Geraden   t1, t2   berührt.

k0

t1

t2

k

G006

M0r0
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Lösung: Der Radius  r  des gesuchten Kreises  k  ist gleich dem halben Abstand der bei-
den Geraden  t1  und  t2  voneinander. Daher liegt der Mittelpunkt  M  des gesuchten
Kreises  k  auf der Mittelinie  m  der Geraden  t1  und  t2  und auf dem Kreis  k1  mit dem
Radius  r0+r  und mit demselben Mittelpunkt  M0  wie der gegebene Kreis  k0.

k0

t1

t2

G006

M0r0

M

k
m

749. Apollonisches Problem. Gegeben zwei konzentrische Kreise  k0  und  k1  und
eine Gerade  t. Gesucht ist ein Kreis  k, der den inneren Kreis von aussen und den äus-
seren Kreis von innen berührt und die Gerade  t  zur Tangente hat.

t

k1

G006

k

k0

Lösung: Der Mittelpunkt  M  des gesuchten Kreises  k  liegt auf dem Kreis  k*, welcher
ebenfalls konzentrisch zu  k0  und  k1  ist  und den Radius   r*≠(r0+r1)/2   hat.

t

k1

G006

k

k

m

m

k
k

k0

MM
M

M

Weiters hat  M  von der Geraden  t  den Normalabstand  r≠(r1-r0)/2. Damit liegt  M
auf einer Geraden  m, welche zu  t   parallel ist und den Abstand  r  hat. ˝

750. Apollonisches Problem. Gegeben zwei konzentrische Kreise  k0  und  k1  (mit
r0<r1)  und ein Kreis  k3  mit Radius  r3. Gesucht ist ein Kreis  k, der den inneren Kreis
von aussen und den äusseren Kreis von innen berührt und den Kreis  k3  von aussen
berührt.
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Lösung: Der Mittelpunkt des gesuchtenKreises liegt einerseit auf einem zu  k0  und  k1
konzentrischen Kreis  k2  mit Radius  r2≠(r0+r1)/2, und andererseits auf einem zu
k3  konzentrischen Kreis  k3  mit Radius  r3. ˝

751. Gleichseitiges Dreieck in drei gegebene Parallelen einpassen. Gegeben sind drei pa-
rallele Geraden  p1, p2, p3. Gesucht ist ein gleichseitiges Dreieck, welches seine Eck-
punklte  A, B, C  auf diesen Parallelen hat.

p1

p3

p2

G003

A

C

B

Lösung:  Kennt man den Winkel  i≠∠ ACD, so ist die Aufgabe gelöst. Diesen Win-
kel  i  bestimmt man aber leicht.
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Man zeichnet eine beliebige Gerade  h, welche nicht parallel zu  p1, p2, p3  ist. Das ergibt
die Schnittpunkte  A@, D@, B@. Das Teilverhältnis  T (A, D, B)  ist dann gleich dem
Teilverhältnis  T (A@, D@, B@). Nun errichtet man über der Strecke  A@B@  ein gleichsei-
tiges Dreieck  A@B@C@. Die Figur  ABCD  ist dann ähnlich der Figur  A@B@C@D@. Die
Gerade  D@C@  schliesst daher mit der Geraden  A@C@  den gesuchten Winkel  i  ein. ˝

752. Gegeben sind drei parallele Geraden  p1, p2, p3. Gesucht ist ein gleichschenkeliges,
rechtwinkeliges Dreieck (rechter Winkel bei  C), welches seine Eckpunklte  A, B, C  auf
den Parallelen  p1, p3, p2  hat.
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p1

p3

p2

G003

A

B

C

Lösung: Wir zeichnen eine Hilfsgerade  h, welche  p1, p2, p3  in Punkten  A@, B@, D@
schneidet. Über der Strecke  A@B@  errichten wir das gleichschenkelige, rechtwinkelige
Dreieck mit Spitze  C@. Die Figur  ABCD  ist dann ähnlich der Figur  A@B@C@D@, da nach
dem Strahlensatz das Teilverhältnis  T (A, D, B)=T (A@, D@, B@). Daher ist ∠ ACD=∠
A@C@D@. Mit Kenntnis des Winkels  ∠ ACD  kann man aber  CB  und somit das ganze
Dreieck  ABC  zeichnen. ˝

p1

p3

p2

G003

A

B

C

h
B@

A@

C@

D@D

753. Gegeben sind drei parallele Geraden  p1, p2, p3. Gesucht ist ein rechtwinkeliges
Dreieck (rechter Winkel bei  C), welches seine Eckpunklte  A, B, C  auf den Parallelen
p1, p3, p2  hat und für dessen Seiten  a:b:c=3:4:5  gilt.

p1

p3

p2

G003

A

B

C

Lösung: Wir zeichnen eine Hilfsgerade  h, welche  p1, p2, p3  in Punkten  A@, B@, D@
schneidet. Die Strecke  A@B@  teilen wir in fünf gleiche Teile mit Länge  u=|A@, B@|/5.

p1

p3

p2

G003

A

B

C D

B@

C@

A@

D@

h
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Über der Strecke  A@B@  errichten wir das  Dreieck mit Spitze  C@  und  |A@, C@|=4.u
sowie  |A@, B@|=3.u. Die Figur  ABCD  ist dann ähnlich der Figur  A@B@C@D@, da
nach dem Strahlensatz für die Teilverhältnisse  T (A, D, B)=T (A@, D@, B@)  gilt. Daher
ist ∠ ACD=∠ A@C@D@. Mit Kenntnis des Winkels  ∠ ACD  kann man aber  CB  und
somit das ganze Dreieck  ABC  zeichnen. ˝

754. Gegeben sind drei konzentrische Kreise  k1, k2, k3  mit Radien   r1<r2<r3. Ge-
sucht ist ein gleichseitiges Dreieck  A1A2A3, sodass die Eckpunkte  Ai  auf den Kreis-
linien  ki  liegen.

A1

A2

A3

M
k1 k2

k3

G196

Lösung: Wir zeichnen zuerst ein beliebiges gleichseitiges Dreieck  B1B2B3. Nun suchen
wir einen Punkt  M, welcher die Eigenschaft  |B1, M|:|B2, M|:|B3, M| =r1:r2:r3
hat. Dieser Punkt liegt auf Kreislinien (Kreis des Apollonius), welche durch die fortlau-
fende Proportion bestimmt sind. Sodann wählen wir  M  als Mittelpunkt und zeichnen
konzentrische Kreise  k*

1, k*
2, k*

3  durch die  B1, B2, B3. Nun liegt die Lösung in
massstäblicher Verzerrung vor.
Zur Frage der Existenz der Lösung müssen wir überlegen, unter welcher Bedingung sich
die Kreise des Apollonius in einem Punkt  M  schneiden. ˝

755. Gegeben ist ein Kreis und darauf  4  beliebige Punkte  A, B, C, D. Halbieren nun
die Punkte  HAB, HBC, HCD, HDA  die Bögen zwischen  A  und  B, B  und  C,  C  und  D
sowie  D  und  A,  dann schneiden sich die Geraden  HABHCD  und  HBCHDA  senkrecht.

A

D

C

HAB

B

HBC

HCD

HDA

G122

Lösung: Man betrachte das Sehnenviereck  HABHBCHCDHDA  und wende den Satz vom
Diagonalenschnittwinkel im Sehnenviereck an. ˝
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756. Aufgabe (Liedl): Gegeben sind  2  Kreise  k1, k2, welche die gemeinsamen
Schnittpunkte  S  und  T  haben. Wir zeichnen einen dritten Kreis  s, welcher den Mittel-
punkt  S  hat und einen vierten Kreis  t, welcher den Mittelpunkt  T  hat. Wenn nun die
Schnittpunkte  {A 1, A2}=k1Æ s , {B 1, B2}=k2Æ s , {C 1, C2}=k1Æ t , und
schliesslich auch  {D1, D2}=k2Æt  existieren, so schneiden sich die Strecken  A1A2
und  B1B2  unter demselben Winkel, wie die Strecken  C1C2  und  D1D2.

G129

A1

B2
B1

A2

C1 D2

D1

C2

S

T

s

t

k2

k1

Lösung: Die Tangenten an die Kreise  k1  und  k2  im Punkt  S  sind parallel zu den Ge-
raden  A1A2  bzw. B1B2. Analog in  T. Der Schnittwinkel der Kreise im Punkt  S  ist
derselbe wie im Punkt  T. ˝

757. Aufgabe (Liedl): Gelte: Das Dreieck  ACB2  und das Dreieck  AB1C  haben die
gemeinsame Seite  AC, für welche  |A, C|=|A, B1|=|A, B2|Fs  ist. Der Umkreis-
mittelpunkt von  AB1C  ist  U1  und der Umkreismittelpunkt von  ACB2=U2. Dann
folgt: Die Gerade  B1CFg1  schliesst mit der Geraden  U2CFt2  denselben Winkel
w  ein, wie die Gerade  B2CFg2  mit der Geraden  U1CFt1.

t2

B2

B1 G129

g1

g2

t1
U2

U1

CA s

s

s

w

w

Lösung: Wir zeichnen den Kreis  k  mit Mittelpunkt  A  durch die Punkte  B1  und  B2.
Weiters zeichnen wir die Umkreise   k1  und  k2  der Dreiecke  ACB1  und AB2C. Dann
sind die inversen Bilder der Geraden  g1  und  g2  bezüglich des Kreises  k  gleich den
Kreisen  k1  bzw. k2.
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U1

U2

A C

B2

B1 G129

g1

g2
k1

t2

t1 t2

t1w

k2

k

w

Die Geraden  g1  und  g2  schneiden sich im Punkt  C  unter einem Winkel  a. Daher
schneiden sich die Kreise  k1  und  k2  im Punkt  C (welcher ein Fixpunkt der Inversion
ist) ebenfalls unter dem Winkel  a. Wiederum mit dem gleichen Winkel  a  schneiden
sich die Tangenten  t1  und  t2  an die Kreise  k1  bzw. k2  im Punkt  C. Die Geraden
t1=U1C  und  t2=U2C  sind die Normalen auf die Tangenten  t1  bzw. t2  im Punkt  C,
und sie schneiden sich daher ebenfalls unter dem Winkel  a. Ist  eFWinkel zwischen
g1  und  t1, so gilt  w=a-e. ˝

758. Aufgabe: Es ist ein Quadrat zu konstruieren, auf dessen Seiten-Geraden  durch  4
vorgegebene Punkte  A, B, C, D  gehen

D

A

B

C

G136

Lösung (Eckard Specht):  Wir können die Aufgabe in zwei Teilaufgaben zerlegen.
1. Teil: Auffinden eines weiteren Punktes des Quadrates  C”, welcher auf der Seitengera-
den liegt, auf der auch  D  liegt.
2. Teil: Die Quadratseitengeraden gehen dann durch  D  und  C”, parallel dazu durch  B,
senkrecht dazu durch  A  und  C.

D

A

B

C

G136

F

G C”

C@

X

Y
I
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Der erste Teil kann so bewältigt werden:  Im rechten Winkel zu  AC  wird die Strecke  AC
von  A  aus abgetragen. Das ergibt den Punkt  C@. Sodann wird die Strecke  AB  parallel
in den Punkt  C@  verschoben. Das ergibt einen Punkt  C”. Wir zeigen nun, dass  C”  auf
der Quadratseitengeraden  DY  liegt. Zuerst sehen wir, dass das rechtwinkelige Dreieck
AFC  kongruent zum rechtwinkeligen Dreieck  C@GA (Normalwinkel  bei  A  bzw. C!)
ist. Der Punkt  I  ist so gewählt, dass C@I  parallel zur Quadratseite  YX  ist. Nun sind die
Strecken  AG  und  CF  gleich lang, und zwar  |A, G|=|C, F|=|Y, X| =
s  (Seitenlänge des Quadrates). Somit ist  |C@, I|=|G, Y|=s-|Y, F|=|F, X|. Weil
C@C”  parallel zu FB  ist, sind die rechtwinkeligen Dreiecke  FXB  und  C@IC”
kongruent und daher liegt der Punkt  C”  auf der Geraden  DY.

759. Satz: Sehnenviereck mit sich senkrecht schneidenden Diagonalen.
Schneiden sich die Diagonalen  AC  und  BD  eines Sehnenviereckes  ABCD  senkrecht,
und bezeichnet  U  den Umkreismittelpunkt, so gilt  ∠ AUB+∠ CUD=180o.

G138

A

B

C

D

U S

Lösung: Aus dem Zentri-Peripheriewinkelsatz, angewandt auf die Sehne  AB,  folgt
∠ CBS=2.∠ ACB=2.∠ SCB und analog gilt  ∠ CUD=2.∠ CBD=2.∠ CBS. Nun

ist  900=∠ SCB+∠ CBS=(∠ CBS+∠ CUD)/2. ˝

760. Satz (0lympiaaufgabe 1995/1996 Klasse 9, Stufe 3): Sehnenvierecke mit sich
senkrecht schneidenden Diagonalen. Schneiden sich die Diagonalen  AC  und  BD
eines Sehnenviereckes  ABCD  senkrecht und steht eine Gerade  g  auf einer Seite senk-
recht und geht sie durch den Diagonalenschnittpunkt S, so halbiert sie die gegenüberlie-
gende Seite.

G138

A

B

C

D

S

MAD

H

Lösung: Die auf  BC  senkrechte Gerade durch  S  sei  HMAB. Wir zeigen nun, dass die
Dreiecke  AMADS  und  DMADS  gleichschenkelig sind. Sodann folgt sehr leicht, dass
AMAD=MADD. Also: Die beiden rechtwinkeligen Dreiecke  CHS  und  CSB  sind
ähnlich, und es ist  ∠ MADSD=[Scheitelwinkel]=∠ BSH=[rechtwinkeliges Drei-
eck]=∠ BCS=[Peripheriewinkel über AB]=∠ BDA. Damit ist gezeigt, dass das Drei-
eck  DMADS  gleichschenkelig ist. Analoges gilt für das Dreieck  AMADS. ˝
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761. Satz (0lympiaaufgabe 1996/1997 Klasse 11-13, Stufe 3): Sehnenvierecke mit
sich senkrecht schneidenden Diagonalen: Die Seite  CD  ist doppelt so lang, wie
der Abstand des Umkreismittelpunktes von der Seite AB.

a

b

G140

A

D

C
B

S

N
Ua

a

b

b
b

a

M

Lösung: Sei  S  der Schnittpunkt der beiden Diagonalen und seien  N  und  M  die
Mittelpunkte der Seiten  AB  bzw. CD. Wir betrachten nun das rechtwinkelige Dreieck
UNB  und finden dort die Winkel  a, b  die zueinander komplementär sind. Der Winkel
a  tritt auch als ∠ AUN  auf. Nach dem Zentri-Peripheriewinkelsatz angewandt auf die
Sehne AB  finden wir  a  wieder als ∠ BDA. Und weil das Dreieck  DSA  rechtwinkelig
ist, tritt  b  als  ∠ DAC  auf. Wiederum nach dem Zentri-Peripheriewinkelsatz - jetzt an-
gewandt auf die Sehne CD - finden wir  b  als  ∠ CUM, und weil das Dreieck  CUM
rechtwinkelig ist tritt  a  als der  ∠ UCM  auf. Weil nun  |U, B|=|U, C|,  folgt, dass
die beiden Dreiecke  UNB  und  UMC  kongruent sind. Daraus folgt, dass  |U, N|=
|M, C|=|M, C|/2. ˝

762. Aufgabe: 4  regelmässige Fünfecke sind so ihrer Grösse nach gestaffelt und ange-
ordnet,  dass jeweils das weiter rechtsliegende eine Diagonale mit einer Seite des weiter
links liegeden Fünfeckes gemeinsam hat.

G190

In der Figur sind laut Skizze drei Kreise  k1, k2, k3  eingepasst. Man zeige, dass  für die
dazugehörigen Radien   r2=√r1.r3  gilt.

k1
k2

k3

G190
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Lösung: r2=√r1.r3  ist das geometrische Mittel von  r1  und  r2. ˝

763. Zwei regelmässige Fünfecke berühren sich in einem gemeinsamen Eckpunkt  Z1
von aussen  (Skizze). Zeigen Sie, dass sich die Strecken  A1A1@, A2A2@, A3A3@, A4A4@
in einem gemeinsamen Punkt  Z2  schneiden. Wie gross sind die Winkel  ∠ AiZ2Ak ?

A2@

A3@

A4@

A1@

Z1

A1

A2

A3

A4

G187

Z2

Lösung: Wir zeichnen die Umkreise der beiden Fünfecke. Sie schneiden sich im Punkt
Z1  und in einem weiteren Punkt  Z2.

A2@

A3@

A4@

A1@

Z1

A1

A2

A3

A4

G187

Z2

Der Winkel  ∠ A1A4Z1, den die Fünfeckseite  Z1A1  mit der Diagonalen  A1A4  ein-
schliesst, ist  (180o-108o)/2=36o. Somit  (Peripheriewinkelsatz über der Sehne  A1Z1)
ist auch der Winkel  ∠ A 1Z 2Z 1  gleich  36o. Analog bekommen wir  auch
∠ A2Z2Z1=72o,  ∠ A3Z2Z1=108o  und  ∠ A4Z2Z1=144o. Und ebenso ergibt sich
∠ A1@Z2Z1=144o, ∠ A2@Z2Z1=108o,  ∠ A3@Z2Z1=72o, sowie  ∠ A4@Z2Z1=36o. Aus
∠ A4Z2Z1=144o  und  ∠ A4@Z2Z1=36o  folgt  ∠ A4Z2Z1+∠ A4@Z2Z1=180o. Also
liegt  Z2  auf der Geraden  A4A4@. Das Analoge trifft auch auf die anderen Punktepaare
A3A3@, A2A2@,  A1A1@  zu. Nun sieht man, dass   ∠ A1Z2A2=36o  usw. ist. ˝

764. Gegeben ist ein Dreieck  ABC  mit entsprechenden Winkeln  a, b, g. Die Winkel-
halbierenden bei  A  und  B  mögen  wA  bzw. WB  heissen. Durch  C  zeichnen wir
Parallele  pA  zu  wA  und  pB  zu  wB. Der Schnittpunkt von  wA  mit  pB  sei mit  D  und
der Schnittpunkt von  wB  mit  pA  mit  E  bezeichnet. Man zeige, dass  |A, C|=|B, C|
gilt, wenn  DE  parallel zu  AB  ist.
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b/2

C

D

BA

E

b/2

G188

a/2

a/2

Lösung:  Sei  DE  parallel zu  AB.

b/2

X

C

b/2
D

BA

E

b/2

b/2

b/2

G188

Ist nun  X  der Schnittpunkt von  ED  mit  BC,  so sehen wir, dass  ∠ ABE  und  ∠ XDC
Parallelwinkel sind, also  ∠ XDC=∠ ABE =b/2  gilt. Weiters sind  DCX  und  XBE
Stufenwinkel. Daher ist  ∠ DCX=∠ XBE=b/2. Somit ist das Dreieck  CXD  gleich-
schenkelig. Den Winkel  b/2  finden wir auch als  ∠ DEB, denn  ∠ CDE  und  ∠ DEB
sind Stufenwinkel. Somit ist auch das Dreieck  EXB  gleichschenkelig. Daher ist
|B, C|=|B, X|+|X, C|=|E, X|+|X, D|=|E, D|. Analog folgt  |A, C|=9=
|D, E|. Somit ist  |A, C|=|B, C|. ˝

765. Gegeben ist ein Kreis  k  und dazu drei Punkte  A, B, M  auf der Kreislinie. Sei  K
der Mittelpunkt der Strecke  BM  und weiters sei  P  der Fusspunkt des Lotes von  K aus
auf  AM. Man zeige, dass  KP  durch einen Punkt  W  geht, welcher unabhängig von der
Wahl von  M  ist.

A

B

M

W

k

G185

K
P

    

A

B

MM@

P

M” K”

P@

k

G185

K
W

K@

P”

Zusatzfrage: Welche Kurve beschreibt  P, wenn  M  auf dem Kreis  k  wandert?
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Lösung: Sei   Y  auf  k  so, dass  AY  ein Durchmesser des  Kreises ist und sie weiters
W  der Halbierungspunkt von  BY. Dann fliesst die Wahl von  M  nicht in die Konstruk-
ion von  Y  ein, das heisst es ist  W  unabhängig von der Wahl von  M.Wegen  |B, Y|=
2.|B, W|  und  |B, M|=2.|B, K|,  ist  KW  parallel zu  MY.

A

B

M

W

k

G185

K
P

O

Y

Daher ist auch  WK  senkrecht auf  AM. Daher geht das Lot vom Punkt  K  auf die
Strecke  AM  auch durch den Punkt  W.
Zur Zusatzfrage: Da  A  und  W  nicht von der Wahl des Punktes  M  abhängen und da
APW  ein rechtwinkeliges Dreieck ist, liegt also  P  auf dem Thaleskreis über  AW.
Was steckt dahinter?: Wir benennen  k  in  k1  um und bezeichnen den zu  k1  zentral
ähnlichen Kreis  (Ähnlichkeitszentrum  B  und  Ähnlichkeitsfaktor  1/2) mit  k2.

B

M

A Y

K

WS

k2

k1

O1

O2

P
G185

B
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A Y
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k1
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O2

P
G185

Der Durchmesser  AY  geht bei dieser Ähnlichkeit in den Durchmesser  SW  über. Der
Mittelpunkt  O1  von  k1  geht in den Mittelpunkt  O2  von  k2  über. Der Punkt   M  wird
in den Punkt  K  übergeführt. Die Sehne AM  wird in die Sehne SK  übergeführt und
diese ist daher parallel zu  AM. Die Sehne  MY  geht in  KW  über und ist daher parallel
zu  MY. Die Kreise  k1  und  k2  sind Thaleskreise und daher gilt Winkel  ∠ SKW=
∠ AMY=90o. Betrachtet man also die Gerade  KW, so schneidet sie auch die Sehne  AM
in einem Punkt  P  rechtwinkelig und daher ist der Fusspunkt des Lotes von  K  aus auf
AM gleich dem Punkt  P. ˝

766: Sterne (Liedl): Die in der Skizze erkennbaren 5-Ecke und Pentagramme sind
regelmässig. Zeigen Sie, dass für die Flächeninhalte der hellen inneren Fünfecke  A, B, C
die Beziehung  Fl (A).Fl (C)=Fl2 (B)  gilt.
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A

B

C

G190

Lösung: Aus den vorliegenden Ähnlichkeiten geht hervor, dass es sich bezüglich der
einander entsprechenden Längen um eine geometrische Folge handelt. Somit folgt für ein
passendes  k>1, Seite (A)=k.Seite (B)=k2.Seite (C). Daher folgt also für die
entsprechenden Flächen mit  h≠k2, dass  Fl (A)=h.Fl (B)=h2.Fl (C). Somit gilt
Fl (A).Fl (C)=h2.Fl2 (C)=(h.Fl (C))2=Fl2 (B). ˝

767. Russische Olympiaaufgabe: Die beiden Diagonalen eines konvexen Viereckes teilen
dieses jeweils in zwei flächengleiche Teile genau dann, wenn es ein Parallelogramm ist.

Lösung: Sei zum einen Mal die Fläche jeweils halbiert. Die beiden Teile sind Dreiecke
und daher gilt für ihren Flächeninhalt die Formel  Fl=g.h/2.

A

B

CD

hC

hA

G184

A

B

CD

G184

hB

hD

Es muss (Skizze) also  hA=hCFh  und  hD=hBFk  gelten. Wir zeichnen nun zu-
erst den Mittelpunkt  M  des Viereckes ABCD. Sodann zeichnen wir Geraden  r  und  s
durch  M, welche die Diagonalen  AC  bzw  BD  enthalten sollen.

A

B

C

G184

h

h
k

k

M
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y

u

v
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Parallel zu  s  zeichnen wir im Abstand  h  die Geraden  u  und  v. Parallel zu  r  zeichnen
wir im Abstand  k  die Geraden  x  und  y. Auf  u  und  v  müssen die Punkte  C  bzw. A
liegen. So ist dann  A  der Schnittpunkt von  r  mit  v  und analog ist  C  der Schnittpunkt
von  u  mit  r. Ebenso ist  D  der Schnittpunkt von  s  mit  x  und schliesslich ist  B  der
Schnittpunkt von  s  mit  y. Es gilt nun  MC=MA  und es gilt  MD=MB. Daher ist
ABCD  ein Parallelogramm.
Dass andererseits die Diagonalen eines Parallelogramms dieses in flächengleiche Dreiecke
teilt, ist trivial. ˝

768. Russische Olympiaaufgabe: Gegeben ist ein gleichschenkeliges Dreieck  ABC, bei
dem  |A, C|=|B, C|. M  sei der Mittelpunkt von  AC, H  sei der Fusspunkt des Lotes
von  M  auf  AB, P  sei der Mittelpunkt  von  MH. Zeige: AH  ist senkrecht auf  BP.

B

M

H

A C

P
G183

Lösung: Sei  N  der Mittelpunkt der Seite  AB  und  k  der Thaleskreis auf  AB. Auf
diesem Thaleskreis liegt der Punkt  M (weil der Winkel  ∠ AMB  ein rechter ist) und der
Schnittpunkt  X  mit der Strecke  AH. Somit ist auch  ∠ AXB ein rechter Winkel, und wir
haben zu zeigen, dass  P  auf der Geraden  BX  liegt. Wir bezeichnen den Schnittpunkt
von  BX  mit  MH  mit  P@, sodass wir  P=P@  zu zeigen haben.

B

M

H

A C
P@

G183

k

N

X

Nach dem Strahlensatz sind die Dreiecke  AMN  und  ACB  zueinander zentral ähnlich
mit dem Ähnlichkeitszentrum  A  und dem Ähnlichkeitsfaktor  2. Daher ist die Strecke
MN  zur Strecke  CB  parallel. Und daher ist der Winkel  ∠ NMH=∠ MHB=90o. So-
mit ist die Gerade MH  eine Tangente an  k  mit Berührpunkt  M. Aus dem Sekanten-Tan-
gentensatz folgt
(3) |P@, M|2=|P@, X|.|P@, B|.
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Die zwei rechtwinkeligen Dreiecke  P@XH  und  P@HB  sind zueinander  ähnlich, denn
∠ XHP@=∠ BP@B (Normalwinkel). So gilt also  |P@, H|:|P@, X|=|P@, B|:|P@,
H|. Dies hat zur Folge, dass
(4) |P@, H|2=|P@, X|.|P@, B|.
Aus  (3)  und  (4)  folgt  |P@, M|2=|P@, H|2. Also ist  P@  der Mittelpunkt der Strecke
MH  und somit ist  P@=P. ˝

769. Russische Olympiaaufgabe: Gegeben ist ein konvexes Viereck  ABCD. Ein neues
Viereck  A@B@C@D@  wird so gezeichnet, dass Mittelpunkt von  A@D=A, Mittelpunkt von
B@A=B, Mittelpunkt von  C@B=C, Mittelpunkt von  D@C=D. Zeigen Sie, dass
Fläche (A@B@C@D@)=5.Fläche (ABCD).

B@

A

B
C

D C@

D@

A@

G182

Lösung: Das Dreieck  A@AB@  und das Dreieck  ABD  haben die gleich lange Grundlinie
|A, A@|=|A, D|. Aber die Höhe des Dreieckes A@AB@  ist doppelt so gross, wie die
Höhe von  ABD, weil die Seite  AB@  doppelt so lange ist, wie die entsprechende Seite
AB. Daher ist  Fl (A@AB@)=2.Fl (ABD). Analog bekommt man  Fl (B@BC@)=
2.Fl (BCA), Fl (C@CD@)=2.Fl (CDB), Fl (D@DA@)=2.Fl (DAC). Nun bekommen
wir

Fl (A@B@C@D@)=
Fl (A@AB@)+Fl (B@BC@)+Fl (C@CD@)+Fl (D@DA@)+Fl (ABCD)=
2.Fl (ABD)+2.Fl (BCA)+2.Fl (CDB)+2.Fl (DAC)+Fl (ABCD)=
2.Fl (ABCD)+2.Fl (ABCD)+Fl (ABCD)=5.Fl (ABCD). ˝

770. Packungsproblem (Skizze): Der grosse Kreis hat den Radius  R=1. Welchen
Radius  r  hat der kleine Kreis?

G180

Lösung: Wir bezeichnen den Radius der drei mittelgrossen Kreise mit  r.
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Das Dreieck  ABC  ist aus Symmetriegründen gleichseitig. Seine Seitenlänge bezeichnen
wir mit  s. Seine Höhe ist  h=s.√ 3/2. Bezeichnet  Z  den  Schwerpunkt dieses Drei-
eckes, so ist  |Z, C|=2.h/3=s.√ 3/3=R=(Umkreisradius von  ABC)=(laut Voraus-
setzung)=1. Es folgt also  s=√ 3  und somit  h= 3/2. Andererseits ist  h=
a+b+c=r+r.√ 3+r/2=(3+2.√ 3).r/2. Damit ist  3/2=h=(3+2.√ 3).r/2, und wir
bekommen  r=3/(3+2.√ 3). Das Dreieck  UVW  ist ebenfalls gleichseitig und es hat die
Seitenlänge  2.r. Daher folgt für seine Höhe  b=r. √ 3. Der Mittelpunkt  Z  des kleinen
Kreises ist der Schwerpunkt dieses Dreieckes, und der Abstand von der Grundlinie  VW
ist daher  s≠b/3=r/√ 3. Bezeichnet also  r  den Radius des kleinen Kreises, so gilt
a+ b= s+ r+ 2 . r, und damit haben wir  r+ r. √ 3=r/√ 3+r+
2.r, also  r.(1+√ 3-1/√ 3-2)=r, also  r=r.(2-√ 3)/√ 3  und somit gilt  schliesslich
r=9=7-4.√ 3=0,0717969. ˝

771. Packungsproblem: Gegeben sind zwei Kreise mit gleichem Radius  R=1, so
dass sie jeweils durch den Mittelpunkt des anderen gehen. In den Durchschnitt der beiden
Kreisflächen sollen nun zwei gleich grosse Kreise so eingeschrieben werden, dass sich
die Berührsituation laut Skizze ergibt. Wie gross ist der Radius  r  der kleinen Kreise ?

M1
M2

G178

R

Lösung:  Wir betrachten das rechtwinkelige Dreieck  IMM2. Nach Pythagoras gilt

M1
M2

G178

RM

I

B
r
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|I, M2|2=|I, M|2+|M, M2|2, also  (1-r)2=r2+(1/2)2. Daraus folgt  1-2.r+r2=
r2+1/4, also  -2.r=-3/4. Also  r=3/8. ˝

772. Gegeben sind zwei Kreise k1  und  k2, welche sich in einem Punkt  C  berühren.
Legt man die gemeinsame äussere Tangente  t  an die Kreise, so berührt diese Tangente
die Kreise in Punkten  A  und  D. Nun folgt, dass die beiden Strecken  AC  und  CD
aufeinander senkrecht stehen.

t

G000

D

M1

C

A

M2

k1

k2

Lösung: Wir zeichnen die Radien welche von den Mittelpunkten zu den Berührpunkten
der Tangente führen. Diese Radien stehen senkrecht auf der Tangente. Parallel zu diesen
Radien zeichnen wir noch eine Gerade durch  C, welche die Tangente in einem Punkt  E
trifft. Sodann zeichnen wir noch eine Parallele zur Tangente durch den Mittelpunkt  M2
und bekommen als Schnittpunkt mit dem anderen Radius den Punkt  F. Diese Parallele
trifft die Strecke  CD  in einem Punkt  B. Nun bezeichnen wir den  ∠ ADC  mit  b  und
den Winkel  ∠ CDM1  mit  a. Es gilt  a+b=90o. Den Winkel  b  finden wir als
Stufenwinkel und als Gegenwinkel bei  B wieder. Der Winkel  a tritt als Stufenwinkel
ECD  auf und im gleichschenkeligen Dreieck  CM1D  tritt er bei  C  noch einmal auf.
Somit ist der Winkel  ∠ ECM1  gleich  2a  und als Parallelwinkel finden wir  2a  noch
einmal bei  M2. Betrachten wir das gleichschenkelige Dreieck  AM2B, so tritt (weil die
Winkelsumme  180o  ist) der Winkel  b  bei  A  und bei  C  auf. Weil der  ∠ M2AE  das
Mass  90o  hat,  ist der Winkel  ∠ CAE  gleich  a. Somit tritt beim Dreieck  ACD  der
Winkel  a   bei  A  und der Winkel  b  bei  D  auf. Daher ist das Dreieck  ACD
rechtwinkelig, w.z.z.w. ˝

t

G000

D

F

M1

B

C

A
E

M2

773. Aufgabe: Drittelt man die Seiten eines Dreieckes  A1B1C1, sodass man, wie in der
Skizze dargestellt, die Punkte  AiBiCi  (i=2, 3)  bekommt, dann sind die Dreiecke
A2B2C2  und  A3B3C3   kongruent und gehen durch eine Drehung (180o) um den
Schwerpunkt  S  des Dreieckes  A1B1C1  ineinander über.
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Weiters haben die Dreiecke  AkBkCk  für  k=1, 2, 3  denselben Schwerpunkt.

Lösung: Die drei Geraden  C3B2, MBM A, C2B3  sind parallel zu   A1B1  und
äquidistant. Analog sind die Geraden  C2A3, MBMC, C3A2  parallel zu   C1B1  und
äquidistant. Und die Geraden  B3A2, MAMC, B2A3  sind parallel zu  C1A1  und
äquidistant. Daher sind die Parallelogramme  C2SB2B3  und  C3A2A3S  kongruent und
mit den entsprechenden Seiten paarweise parallel. Daher sind ihre Diagonalen  C3A3  und
C2B2  parallel. Analog sind  C2A2  und  B3A3  parallel sowie  A2B2  und  C3B3  parallel.
Daher [Parallelwinkel]  ist  ∠ A2C2B2=∠ C3A3B3. Und weiters gilt  |C3, A3|=|MB,
B1|.2/3=
|C2, A2|. Analog sind die anderen entsprechenden Seiten gleich lang. ˝

774. Aufgabe:  Gegeben sind zwei Kreise  k1, k2  mit Mittelpunkten  M1  bzw. M2
und Radien  r1  bzw. r2. Gesucht ist die Menge  m≠{(U+V)/2:U  liegt auf der Kreis-
linie  k1  und  V  liegt auf der Kreislinie  k2}.

G144

M1 M2

k1
k2

r2
r1

Lösung: Sei  r2≤r1. Wählen wir nun  U0  auf der Kreislinie  k1  beliebig, so ist mU0
=

{U0+V)/2:V  liegt auf der Kreislinie  k2}  [zentrale Ähnlichkeit mit Ähnlichkeitsfaktor
l=1/2  und Zentrum  U0]  eine Kreislinie mit dem Radius  r2/2  und dem Mittelpunkt
MU0

=(M2+U0)/2. Lässt man auch  U  variabel, so wandern diese Mittelpunkte
mU=(M2+U)/2  [zentrale Ähnlichkeit mit Ähnlichkeitsfaktor  l=1/2  und Zentrum
M2]  auf einem Kreis  k  mit dem Mittelpunkt  M=(M1+M2)/2 und dem Radius  r1/2.
Mit  r=r1-r2  und  R=(r1+r2)/2  ist also  m={P:r≤|P, M|≤R}  ein Kreisring mit
M  als Mittelpunkt. ˝

G144

M1 M2

U0
k1

k2

k

r2
r1

M

mU0
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775. Aufgabe: Wir beginnen die Konstruktion mit zwei Strahlen  b  und  c  durch einen
Punkt  A  so, dass die beiden Strahlen einen Winkel von  40o  einschliessen. Sodann
zeichnen wir einen Kreis  k1  mit Radius  1  so, dass er beide Strahlen berührt. Nun
zeichnen wir einen Kreis  k2  ebenfalls mit Radius  1  so, dass er den Strahl  c  und den
Kreis  k1  berührt. Sodann zeichnen wir einen dritten Kreis  k3  mit Radius  1, so dass er
den zweiten Kreis  k2  und den anderen Strahl  b  berührt. Und schliesslich zeichnen wir
den Kreis  k4  so, dass er die Kreise  k2  und  k3  berührt. Die gemeinsame Tangente an
die Kreise  k3  und  k4  schneidet auf den beiden Strahlen die Punkte  B  und  C  laut
Skizze aus. Wie gross ist der Winkel  b  des Dreieckes  ABC  bei  B?

G145A
40o

k1

k3

k2

b

c

k4

C

B
b

Lösung:

F G145A
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Das Dreieck  AFE  ist bezüglich der Achse  FF*  symmetrisch. Daher ist dieses Dreieck
gleichschenkelig und der Winkel bei  F  ist  180o-2.40o=100o. Das Dreieck  RST  ist
gleichseitig. Die Gerade UB  ist parallel zu  ST  und die Gerade FU  ist parallel zu RT.
Daher ist der Winkel  ∠ FUB=60o. Die Winkelsumme im Dreieck  FBF  ergibt
80o+b+60o=180o. Also ist  der Winkel b=40o. ˝

776. Gegeben sind ein Kreis  k1  mit dem Radius  1  und ein Kreis  k2  mit dem Radius
1/2. Der Kreis  k2  soll den Kreis  k1  von innen berühren. Gesucht ist der Radius  r  der
drei Kreise  k3, k4  und  k5, welche folgendermassen angeordnet sind:

1. Der Kreis  k3  berührt die Kreise  k1  von innen und  k2  von aussen.
2. Der Kreis  k4  berührt die Kreise  k2  und  k3  von aussen.
3. Der Kreis  k5  berührt die Kreise  k4  von aussen und k1  von innen.
4. Die Mittelpunkte der Kreise  k3, k4, k5  liegen auf einer Geraden.
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Lösung:  Wir bezeichnen den Mittelpunkt des Kreises  k1  mit  M, den Mittelpunkt des
Kreises  k2  mit  C, den Mittelpunkt des Kreises  k3  mit  A, den Mittelpunkt der Kreises
k4  mit  E  und den Mittelpunkt des Kreises  k5  mit  B. Der Berührpunkt des Kreises  k3
mit dem Kreis  k4  soll  F  heissen. Nun können wir aus Symmetriegründen zwei gleich-
schenkelige Dreiecke erkennen:

1. Das Dreieck  ACE  mit  |A, C|=|C, E|=r+1/2,
2. Das Dreieck  AMB  mit  |A, M|=|M, B|=1-r.

Die Geraden  CF  und  ME  sind die Symmetriegeraden der Dreiecke  ACE  bzw. AMB
und daher stehen sie senkrecht auf der Geraden  AB. Durch  M  zeichnen wir eine paral-
lele Gerade zu  AB  ein, und so bekommen wir den Schnittpunktt  G  mit der Geraden
CF. So haben wir das Rechteck  FGME  bekommen.

G148
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k4
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r

r
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Wir bezeichnen nun  d≠|E, M|  und  h≠|G, C|  und wir betrachten die rechtwin-
keligen Dreiecke  AEM  und  AFC  um mit Hilfe des Pythagoräischen Lehrsatzes zu den
Beziehungen

d=√(1-r)2-(2r)2 =√1-2r-3r2  und

h=√(r+1/2)2-r2-d=√r+1/4-√1-2r-3r2

zu kommen. Daraus folgt jetzt

h2=r+1/4+1-2r-3r2-2.√(r+1/4).(1-2r-3r2)=

=5/4-r-3r2-2.√r-2r2-3r3+1/4-r/2-3/4.r2.
Aus dem rechtwinkeligen Dreieck  CGM  lesen wir

(3) (1/2)2=h2+r2  ab.
Setzen wir für  h2  in die Gleichung  (3)  ein, so bekommen wir also 1/4=5/4-r-3r2-
2.√r-2r2-3r3+1/4- r/2-3/4.r2+ r2  und somit  haben wir  1- r-2r2=
2.√r-2r2-3r3+1/4-r/2-3/4.r2   oder  (1-r-2r2)2=4.(r-2r2-3r3+1/4-r/2-
3/4.r2), was zu  1+r2+4r4-2r-4r2+4r3=4r-8r2-12r3+1-2r-3r2  also
-4r+8r2+16r3+4r4=0  führt. Wir dividieren durch  -4r  (r=0  ist keine geometrisch
sinnvolle Lösung) und erhalten

(4) -1+2r+4r2+r3=0.
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Herrn Hubert Herdlinger verdanke ich den Hinweis, das man noch weiter rechnen kann.
In dieser kubischen Gleichung für  r  sind alle Koeffizienten ganzzahlig und der Koeffizi-
ent der höchsten Potenz von  r  also der Koeffizient von  r3  ist  +1. Daher können nach
einem Satz aus der Algebra als ganzzahlige Lösungen nur Teiler des konstanten Gliedes
also von  -1  auftreten. Dies sind die Zahlen  +1, -1. Setzen wir in  (4)  für  r=-1 ein,
so sehen wir, dass in der Tat  -1+2.(-1)+4.(-1)2+(-1)3=-1-2+4-1=0  gilt.
Daher ist  -1  eine Lösung von  (3) (welche natürlich keinen geometrischen Sinn ergibt)
und wir können daher den Linearfaktor  (r+1)  abspalten, d.h. das Polynom  (4)  durch
( r+ 1 )   dividieren, sodass wir zur quadratischen Gleichung

(5) r2+3r-1=0  gelagen.
Diese Gleichung hat die beiden Lösungen  r=(-3±131/2)/2, von denen nur  r=
(131/2-3)/2=0,302775638   geometrisch sinnvoll ist.
Die Konstruktion von  r  mit Zirkel und Lineal kann nun z.B. so erfolgen:

A 1 2 BD E

1

C

G147

Wir zeichnen ein rechtwinkeliges Dreieck  ABC mit den Kathetenlängen  |A, B|=3  und
|A, C|=2. Aus dem Pythagoräischen Lehrsatz folgt, dass die Länge der Hypotenuse
|B, C|=131/2  ist. Nun schlagen wir mit dem Mittelpunkt  B  einen Kreisbogen von  C
bis zum Punkt  D, welcher auf der Geraden  AB  liegt. Dann ist  |D, A|=131/2-3  und
daher gilt für den Mittelpunkt  E  der Strecke  DA, dass  die Länge
|E, A|=(131/2-3)/2=r. Die Lösung der gestellten Aufgabe gelingt nun leicht.

G148

C
M

1-r

r+1/2

Bezeichnet  C  den Mittelpunkt des Kreises  k2  mit Radius  1/2, so zeichnen wir einen
Kreis mit Mittelpunkt  C  und Radius  r+1/2. Bezeichnet  M  den Mittelpunkt des Kreises
k1  mit Radius  1, so zeichnen wir einen Kreis mit Mittelpunkt dem  M  und dem Radius
1-r. Der näher bei  C  liegende Schnittpunkt der beiden Kreise ist der Mittelpunkt des
gesuchten Kreises  k3. ˝

777. Berührproblem: Gegeben ist ein gleichschenkeliges Dreieck  ABC  mit
|A, C|=|B, C|  und zwei Kreise  k1  und  k2  mit denselben Radius  r=|A, B|/2.
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Gesucht ist ein Kreis  k3, der die Geraden  AC  und  BC  und die Kreise  k1  und  k2

berührt.

1. Lösung: Die Konfiguration ist symmetrisch und wir betrachten daher nur den Teil,
welcher oberhalb der Symmetrieachse liegt.

G150

A

C

k1

H X

r
Y

x

Z

T
r

M

k3

r r

Die Strecke  HZ  liege orthogonal zur Strecke  AC. Dann ist  MT  parallel zu  HZ. Wir
wählen nun einen Punkt  X  auf  HC  und tragen durch  X  eine Parallele zu  HZ  auf.
Dies ergibt auf  AC  den Punkt  Y. Wir setzen nun  x≠|X, C|, h≠|H, C|, u≠
|H, Z|. Nun gilt  X=M  genau dann, wenn

(3) |A, X|-r=|X, Y|  (=r).
Mit dem Strahlensatz folgt  |H, C|:|X, C|=|H, Z|:|X, Y|, und somit ist  |X, Y|=
|X, C|.|H, Z|/|H, C|=u.x/h. Weiters gilt nach dem Pythagoräischen Lehrsatz, dass
(|A, X|)2=r2+(|H, X|)2=r2+(|H, C|-|X, C|)2=r2+(h-x)2. Und somit ist
|A, X|=(r2+(h-x)2)1/2. Es ist daher das Kriterium  (3)  genau dann erfüllt, wenn
(r2+(h-x)2)1/2-r=u.x/h. Nun können wir  x  berechnen. Es gilt also (r2+(h-
x)2)1/2=u.x/h+r,  also  r2+(h-x)2=(u.x/h+r)2, also  r2+h2+x2-2.x.h=
(u.x/h)2+2.(u.x/h).r+r2, also  h2.h2+x2.h2-2.x.h.h2=x2.u2+2.u.r.h.x,
also  (h2-u2).x2-(2.h3+2.u.r.h).x+h4=0. Diese quadratische Gleichung in  x
ergibt

x1,2=
2.h3+2.u.r.h±√(2.h3+2.u.r.h)2-4.(h2-u2).h4

2.(h2-u2)
=

=
(2.h3+2.u.r.h)

2.(h2-u2)
.(1√1-

4.(h2-u2).h4

(2.h3+2.u.r.h)2
).

2. Lösung: (Heralt Schneider):
Gegeben sei also ein Kreis  k1  und zwei Geraden  g  und  h, wobei der Mittelpunkt  A
des Kreises  k1  auf der Geraden  g  liegen soll. Gesucht ist ein Kreis  k, dessen Mittel-
punkt  M  auf der Winkelsymmetralen  s  von  g  und  h  liegt und der den Kreis  k1  so-
wie die Gerade  g  berühren soll  (siehe Skizze).
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Wir zeichnen die Tangente  g@  an den Kreis  k@  parallel zur Geraden  g. Diese Gerade  g
schneidet die Winkelsymmetrale  s  in einem Punkt  Z. Den Schnittpunkt  C  von  g  und
h  verwenden wir als Mittelpunkt eines Kreises  k2, der den gleichen Radius wie  k1  hat.
Nun zeichnen wir die Verbindungsgerade  v  von  A  und  Z, welche den Kreis  k2  in
einem Punkt  D  schneidet. Parallel zur Verbindungsgeraden  CD  zeichnen wir eine
Gerade  u  durch den Mittelpunkt  A  des Kreises  k1  und bekommen so den Schnitt-
punkt  B  auf  k1  und den Schnittpunkt  M  auf  s. Zeichnen wir nun durch  B  die Kreis-
linie  k  mit Mittelpunkt  M, so berührt dieser Kreis  k  den Kreis  k1  im Punkt  B. Der
Kreis  k1  berührt die Gerade  g@  in einem Punkt  H. Der Kreis  k2  berührt  g@  in einem
Punkt  W. Weil die Strecken  AH  und  CW  senkrecht zu  g  und  g@  verlaufen sind sie
parallel und noch einmal parallel dazu zeichnen wir die Gerade  MT, wobei der Punkt  T
auf der Kreislinie  k  liegen soll. Nun sehen wir, dass  ∠ ATM=90o, und dass die Ge-
rade  g=AC  senkrecht zu  MT  ist. Weiters sehen wir, dass das Dreieck  DCW  ähnlich
dem Dreieck  BMT  ist. Es gibt daher eine Ähnlichkeitsabbildung  h:¸2–¸2, wel-
che das Dreieck  DCW  in das Dreieck  BMT  überführt. Dabei gehen die Seiten  DW  in
h(DW)=BT, DW  in  h(CW)=MT  und  DC  in  h(DC)=MB  über. Weiters sind die
Bilder der entsprechenden Seiten parallel zu den jeweiligen Urbildern und daher ist  h
sogar eine zentrale Ähnlichkeitsabbildung (Satz von Desargue). Das Zentrum dieser
Ähnlichkeitabbildung  h  ist gleich dem Schnittpunkt von  DB  mit  s  (dieser Schnitt-
punkt kann auch im Unendlichen liegen). Weiters gilt  h(k2)=k. Die Gerade  HW  tan-
giert nun den Kreis  k2  im Punkt  W  und daher tangiert die Gerade  h(HW)=g  den
Kreis  k  im Punkt  h(W)=T. ˝
3. Lösung: Analog zur nächsten Aufgabe. ˝

778. Berührproblem: Man ordne  5  Kreise mit Radius  R  so an, dass ihre Mittel-
punkte ein regelmässiges  5-Eck  bilden und  R  gleich der halben Seitenlänge des Fünf-
eckes ist. Sodann konstuiere man  5  kleinere Kreise mit Radius  r  so, dass sie jeweils
zwei  der grossen und zwei der kleinen Kreise berühren.



R.Liedl: Euklidische Geometrie Teil4   27. August 1956

356

G151

1. Lösung (Heralt Schneider): Siehe vergrösserte Skizze. Es ist ∠ MZN=72o. Die
Gerade  XZ  ist die Symmetrieachse für zwei einander berührende grosse Kreise und für
einen kleinen Kreis, der die beiden grossen Kreise berührt.

G151
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Parallel zu  MZ  zeichnen wir die Gerade  TO  als Tangente eines grossen Kreises  k  und
gewinnen so die Punkte  T  und  O. Nun verbinden wir  O  mit  M  und parallel dazu
zeichnen wir eine Gerade durch  Z, welche auf dem grossen Kreis  k  den Punkt  B  aus-
schneidet. Die Verbindungsgerade  MB  schneidet auf  XZ  den Punkt  I  heraus. Eine
Gerade durch  I  parallel zu  MT  schneidet auf  MZ  den Punkt  S  heraus. Nun sind also
parallel:

1. MT  und  IS,
2. TO  und  MZ,
3. MO  und  ZB.

Daher sind die beiden Dreiecke  MTO  und  SIM  ähnlich. Es gibt also eine Ähnlichkeits-
abbildung  h:¸2–¸2, welche das Dreick  MTO  in das Dreieck  SIM  überführt.
Weiters geht bei dieser Ähnlichkeitsabbildung der grosse Kreis  k  in den kleinen Kreis
über. Weil  TO  den grossen Kreis bei  T  tangiert, tangiert  MZ  den kleinen Kreis bei  S.
Die Stecke  MPO  geht in die Strecke  IBM  über, und weil  |M, P|  der Radius des
grossen Kreises ist, ist  |I, B| gleich dem Radius des kleinen Kreises. ˝
2. Lösung: Berechne den Radius des kleinen Kreises nach der Formel der vorherigen
Aufgabe. ˝

779. Doppelverhältnis: Man bestimme das Doppelverhältnis  DV(A, B, C, D), wobei

TV(X, Y, Z)≠
Z-X
Y-X

  und  DV(X, Y, Z, W)≠
TV(X, Y, Z)
TV(X, Y, W)

und laut Skizze die Punkte  A, B die Mittelpunkte zweier Kreise und der Punkt  C  der
Schnittpunkt der inneren Tangenten und der Punkt  D  der Schnittpunkt der äusseren Tan-
genten ist.
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Lösung:  Aus dem (gerichteten) Strahlensatz folgt  R:r=|A, D|:|B, D|  und R:r=
[A, C|:-[B, C|. Und somit bekommen wir die Beziehung  DV(A, B, C, D)=
(|A, C|/|B, C|):(|A, D|/|B, D|)=-(R/r):(R/r)=-1. ˝

780. Olympiaaufgabe 1963/64, Klasse 10, Stufe 4: Gegeben sind  drei  aneinander
grenzene kongruente Quadrate laut Skizze. Man zeige ohne Verwendung der Trigonome-
trie, dass  i+e+g=90o.

G153

e ig

1. Lösung(Eckard Specht): Die drei Quadrate werden laut Skizze noch einmal darunter
dazugefügt. Das Dreieck  AHF  ist kongruent zum Dreieck  FEN, und deswegen können
wir bei  N  den Winkel  e  wiederfinden. Und wir sehen, dass das Dreieck AFN  gleich-
schenkelig ist, und dass somit  e+i=∠ FAN=∠ FNA  gilt. Weiters ist  i=∠ ANK, und
das Dreieck  AKN  ist kongruent zum Dreieck  AHE  und deswegen können wir bei  N
auch den Winkel  e  wiederfinden. Also gilt  90o=∠ MND=i+(e+i)+e, und daher ist
e+i=45o.

e i

G153
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H G F E

K L M N

D
i

e
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2. Lösung(Liedl): Mit der halben Seitenlänge der ursprünglichen Quadrate zeichnen wir
das Quadrat  FMGH  wie aus der Skizze ersichtlich.
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Die vier Punkte  ABCD  liegen auf einem Kreis  k, dessen Mittelpunkt  M  wir auch als
Schnittpunkt der Mittensekrechten der Strecke  AB  und der Mittensenkrechten der
Strecke  BC  gewinnen. Nun betrachten wir die Sehne  AB  des Kreises  k  und aus dem
Zentri-Periphriewinkelsatz folgt, dass der Peripheriewinkel  e≠∠ BCA  gleich der
Hälfte des Zentriwinkels  ∠ AMB  ist. Somit ist aus Symmetriegründen  ∠ AME=
∠ EMB=e. Da das Rechteck  FMKB  halb so gross wie das Rechteck  DJEA  ist, finden
wir den Winkel  i=∠ EJA  wieder als  i=∠ KMB. Nun können wir bei  M  die gesuchte
Beziehung  45o=∠ HMG=e+i  ablesen. ˝
3. Lösung(trigonometrisch): tan (i)=1/3, tan (e)=1/2  und daraus folgt

tan (i+e)=
tan (i)+tan (e)

1-tan (i).tan (e)
=

1/3+1/2
1-(1/3).(1/2)

=1. ˝

781. Wir markieren auf einer Kreislinie zwei Punkte  A  und  B, welche weniger als  90o

voneinander entfernt sind.

G154

A

M

B
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D

Sodann wählen wir zwischen  A  und  B  einen weiteren Punkt  P  auf der Kreislinie
(Skizze). Von diesem Punkt  P  aus fällen wir die Lote  auf die Radiusvektoren  MA  und
MB. Die Fusspunkte der Lote sollen  C  und  D  heissen. Zeigen Sie, dass der Abstand
|C, D|  nicht von der speziellen Wahl von  P  abhängt und gleich dem Abstand des
Punktes  B  vom Radiusvektor  MA  ist.

Lösung(Eckhard Specht):  Wir verlängern die Strecken  PC  und  PD  sodass wir
Schnittpunkte  C@  bzw. D@  auf der Kreislinie bekommen. Dann gilt  |P, C|=|C, C@|
und  |P, D|=|D, D@|. Daher sind die Strecken  C@D@  und  CD  parallel und es gilt
|C @ , D@ |=2.|C, D| . Laut Voraussetzung haben wir  ∠ P C M= 90o  und
∠ PDM=90o. Nun ist also (Winkelsumme im Viereck  PCMD)  360o=∠ PCM+∠
CMD+
∠ PDM+∠ DPA=90o+∠ AMB+90o+∠ DPA  und daraus folgt  ∠ DPA=180o-∠
AMB  unabhängig von der speziellen Wahl von  P.
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Da die Punkte  C  und  D  auf den beiden Thaleskreisen über  PM  liegen, ist  PCMD  ein
Sehnenviereck auf einem Kreis mit dem Durchmesser |P, M|=|A, M|. Daher ist auch
die Länge der Sehne  |C, D|  (welche zum  ∠ DPA  gehört)  von der speziellen Wahl des
Punktes  P  unabhängig. Lassen wir den Punkt  P  gegen den Punkt  B  streben, so strebt
der Punkt  C  gegen den Fusspunkt  Q  des Lotes von  B  aus auf  AM und es strebt der
Punkt  D  gegen  B. ˝

782. Schnittwinkel: Gegeben sind zwei sich schneidende Kreise  k1, k2  so, dass der
Mittelpunkt  M1  des einen Kreises auf der Kreislinie  k2  liegt. Bezeichne  S  einen der
beiden Schnittpunkte der Kreise und  t1  bzw. t2  die Tangenten bei  S  an  t1  bzw. t2.
Dann schliessen  t1  und  t2  einen Winkel  a  des gleichen Masses wie  t1  und die
Chordale  c  ein.

a

a

M1 M2

t2

t1

c

k1

k2
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1. Lösung: Invertiert man die Chordale  c  am Kreis  k1, so entsteht der Kreis  k2.
Somit ist Schnittwinkel von  k2  mit  k1  derselbe wie der Schnittwinkel von  c  mit  k1.
2. Lösung: Wir betrachten das Dreieck  M1M2S  und sehen dabei

M1S  steht auf  t1  senkrecht.
M2S  steht auf  t2  senkrecht.
M1M2  steht auf der Choralen senkrecht.

Daher finden wir den Winkel zwischen  t1  und  t2  als  ∠ M1SM2  und den Winkel zwi-
chen t1  und der Chordalen als  ∠ SM1M2 wieder. Weil nun das Dreieck  M1M2S
gleichschenkelig ist, ist  ∠ SM1M2=∠ M1SM2. ˝

783. Maximale Dreiecksfläche im Kreis : Gegeben ist ein Kreis   k  mit Radius  R.
Weiters ist ein Punkt  A  auf der Kreislinie gegeben. Bestimmen sie  B  und  C  auf der
Kreislinie so, dass das Dreieck  ABC  maximalen Flächeninhalt hat.
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Lösung: Wir zeigen zuerst, dass unter den gleichschenkeligen Dreiecken mit dem Um-
kreis  k  jene einen maximalen Flächeninhalt haben, welche gleichseitig sind. Wir dürfen
dazu voraussetzen, das  R=1  gilt.

h

p q

1

G172

p=1/2

A

B

C

Gehen wir davon aus, dass  p  gegeben ist, dann ist  q=2-p. Es folgt  h2=p.q=
p.(2-p). Es soll nun  q.h=(2-p).√p.(2-p)=Max !  sein. Dies ist genau dann der
Fall, wenn  q2.h2=(2-p)2.p.(2-p)=Max !  ist. Wir setzen also  f(p)≠
p.(2-p)3  und bekommen so  0=f@(p)=(2-p)3-3.p.(2-p)2=(2-p)2.(2-p-
3.p)=(2-p)2.(2-4.p). Die doppelte Nullstelle  p=2  interessiert uns nicht. Aber die
Nullstelle  p=1/2  ist das, was wir suchen. Sie zeigt uns nämlich, dass das gleichseitige
Dreieck  ABC  den grössten Flächeninhalt hat. Das Weitere ist nun ebenfalls elementar.
Ist  ABC  ein beliebiges Dreieck mit dem Umkreis  k, so können wir die Innenwinkel
dieses Dreieckes der Grösse nach ordnen und es ist etwa  a≤b≤g. Ist nun dieses
Dreieck nicht gleichseitig, so gilt  a<g.

B@

C

B

A

G172

Nun hat offensichtlich das gleichschenkelige Dreieck  AB@C  einen grösseren Flächen-
inhalt, wie das ursprüngliche Dreieck  ABC. Und das gleichseitige Dreieck hat noch ein-
mal einen grösseren Flächeninhalt. ˝
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784. Zum Strahlensatz:  Bei einem Parallelogramm mit den Eckpunkten  A, B, C, D
werden die Seitenhalbierenden  H1  und  H2  mit dem Eckpunkt  A  verbunden. Zeigen
Sie, dass

1. |AS1|=2.|S1H1|  und  |AS2|=2.|S2H2|.
2. |BS1|=|S1S2|=|S2D|, d.h. die Strecke  BD  wird durch die Strecken

AH1  und  AH2  gedrittelt.

B

C

D

A
H2

H1

S1

S2

G090

Lösung: Der Lösungsweg ist typisch für Aufgaben der Elementargeometrie. Man
erweitert die Skizze so, dass man Beziehungen erkennt, welche der Lösung des Problems
dienen. Natürlich muss man dabei probieren. Die Punkte  A, T3, D=S3, H3  sind
äquidistant. Die Geraden  XT3, BD, H1H3  sind parallel und äquidistant. Die Punkte  A,
T2, S2, H2  sind äquidistant. Daher ist  |AS2|=2.|S2H2|. Die Punkte  A, T1, S1, H1
sind äquidistant. Daher ist  |AS1|=2.|S1H1|. Der Punkt  H2  ist der Halbierungspunkt
von  H1H3. Daher ist  S2  der Halbierungspunkt von  S1S3. Und der Punkt   H1  ist der
Halbierungspunkt von  YH2. Daher ist  S1  der Halbierungspunkt von  BS2. Somit sind
die Strecken  BS1, S1S2  und  S2D  gleich lang.

B

C

A
H2

H3D=S3

X

Y G090

H1

T3

T2

T1

S2M

S1

785. Ähnlichkeit bei Kreisen: M1  und  M2  sind die Mittelpunkte zweier Kreise  k1
und  k2  mit Radien  r1  bzw. r2, für welche  |M1, M2|>r1+r2  gilt. Von  M1  werden
die Tangenten an  k2  und von  M2  werden die Tangenten an  k1  gezeichnet. Diese
Tangenten schneiden die Kreise in den Punkten  A, B  bzw. C, D. Zeigen Sie, dass
|A, B|=|C, D|.
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C

D

k1
k2

M2M1

G062

Eine andere Formulierung der Folgerung lautet, dass  |A@, B@|=|C@, D@|.
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Lösung: Man kann unmittelbar aus der Skizze zur zweiten Formulierung ablesen, dass
beide Formulierungen äquivalent sind, d.h. wechselseitig auseinander leicht folgen. Wir
wollen daher nur die erste Formulierung herleiten.
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k1
k2

M2M1
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Das rechtwinkelige Dreieck  M1SM2  ist ähnlich dem rechtwinkeligen Dreieck  CVM2.
Das rechtwinkelige Dreieck  M2TM1  ist ähnlich dem rechtwinkeligen Dreieck  AUM1.
Daher gilt  R:|M1M2|=|CV|:r  und  r:|M1M2|=|AU|:R. Daraus folgt R.r=
|M1M2|.|CV|  und  R.r=|M1M2|.|AU|, also  |CV|=|AU|. ˝
Im ersten Fall spricht man vom Satz über die Pupillenbilder im zweiten Fall vom Satz
über die Netzhautbilder. Diese Benennung ist aber in beiden Fällen ein physikalischer
Unsinn, weil die Sehstrahlen nicht in der Mitte des Augapfels sondern erst auf der
Netzhaut fokusiert werden.

786. Kanten-Schwerpunkt (Spieker Zentrum): Der Kanten-Schwerpunkt ist in
vektorieller Schreibweise

SS≠

A+B
2
.|A-B|+

B+C
2
.|B-C|+

C+A
2
.|C-A|

|A-B|+|B-C|+|C-A|
.

Man zeige, dass er gleich dem Inkreismittelpunkt des Mittendreieckes  A@B@C@  mit

C@≠
A+B

2
, A@≠

B+C
2

, B@≠
C+A

2
  ist.

C@

A@
B@

A B

C

SK

C”

B”A”

G102
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Lösung: Wir denken uns die Masse  b=|A, C|   der Kante von  A  nach  C  im Kan-
tenmittelpunkt  B@  konzentriert . Analog für  A@  und  C@. Nun ersetzen wir die Punkt-
massen  b  in  B@  sowie  a  in  A@  durch die Punktmasse  a+b  im Punkt  C”, welcher
auf der Verbindungsstrecke von  A@ und  B@  liegt und diese Verbindungsstrecke im Ver-
hältnis  b:a  teilt [Archimedisches Hebelgesetz].

b

b

a

a
G102

Es gilt also  |B@, C”|:|C”, A@|=|C, B|:|C, A|=a:b=|C@, B@|:|C@, A@|.
Somit haben wir die gesamte Kantenmasse auf die Punkte  C”  und  C@  konzentriert.
Daher liegt der Kantenschwerpunkt auf der Stecke von  C@  nach C”. Analog folgt, dass
er auch den Strecken von  A@  nach  A”  sowie auf der Strecke von  B@  nach  B”  liegt.
Diese Strecken sind aber die Symmetralen der Winkel des Dreieckes  A@B@C@  [siehe In-
kreismittelpunkt]. Der Inkreis des "Mitten-Dreieckes"  A@B@C@  heisst der Spieker-
kreis. ˝

787. Sehnenviereck: Verlängert man in einem Sehnenviereck sich gegenüberliegende
Seiten bis sie sich schneiden, so schneiden sich die Winkelhalbierenden orthogonal. Zu-
satzfrage: Wie lautet die Formulierung, falls gegenüberliegende Seiten parallel sind?

B
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Lösung: Wir bezeichnen die Winkelhalbierenden mit  g  und  h (siehe Skizze).
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Die Winkelhalbierende  h  bei  G  schneidet auf den Seiten des Viereckes die Punkte  H
und  K  aus. Nach dem Satz vom Aussenwinkel beim Sehnenviereck finden wir den
Aussenwinkel  z  bei  F  als Innenwinkel  z  bei  D  wieder. Der Winkel bei  G  sei  2.c.
Nun ist (Dreieck  DKG)  ∠ DKH=∠ DKG=180o-c-z. Andererseits ist  ∠ HEG=∠
FEG= 180o- 2.c- z . Somit gilt  ∠ EHG= 180o-∠ HEG- c= 180o-
(180o-2.c-z)-c=c+z. Es folgt  ∠ EHK=180o-∠ EHG=180o-c-z. Wir
wissen nun, dass  ∠ DKH=∠ EHK  und daher ist das Dreieck  KMH  gleichschenkelig
und somit steht die Winkelhalbierende  g  bei  M  senkrecht auf  h=KH. ˝

788. Der Satz von Monge:

G043

Gegeben sind drei disjunkte Kreise. An je zwei dieser Kreise werden die äusseren
Tangenten gelegt. Die drei Schnittpunkte dieser äusseren Tangenten liegen dann auf einer
Geraden.

Lösung: Die drei Nordpole (oder eine andere Richtung) der drei Kreise bilden ein Drei-
eck. Ein weiteres Dreieck bilden die drei Mittelpunkte der Kreise. Betrachtet man die Ver-
bindungsgeraden von jeweils dem Nordpol mit dem entsprechenden Mittelpunkt, so lie-
gen diese drei Geraden parallel. Nach dem Spezialfall für den Satz von Desargues schnei-
den sich entsprechende Seiten der Dreiecke auf einer Geraden. Die Schnittpunkte können
nun als Ähnlichkeitszentren für je zwei Kreise betrachtet werden, und somit schneiden
sich die äusseren Tangenten in diesen Ähnlichkeitszentren. ˝
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G043

789:  Die Seiten eines Dreieckes  ABC  werden äquidistant gedrittelt und laut Skizze wer-
den die Unterteilungspunkte benannt.
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Gegeben sind nun für diese Situation die Punkte  E, K, M. Die restlichen  6  Punkte  A,
F, B, L, C, N  sind zu rekonstruieren.

1. Lösung: Wir zeichnen die Mittelpunkte  U, V  und  W  der Strecken  EK, KM  bzw.
ME. Nun ist  AC  parallel zu  EW, CB  parallel zu  MV  und  BA  parallel zu  KU.
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2. Lösung: Den Mittelpunkt der Seite  AB  bezeichnen wir mit  W. Zuerst können wir
die Strecke  ME=w1  zeichnen und dazu parallel die Gerade  w2  durch  K. Mittels Strah-
lensatz sehen wir am Dreieck  CWB  und den Punkten  L  und  K, dass  w3  und  w2  die
Strecke  WB  dritteln. Ebenso wird die Strecke  AW  durch  w4  und  w1  gedrittelt. Der
Abstand  d  dieser parallelen Geraden  w  voneinander ist gleich einem Drittel des Ab-
standes von  w1  und  w2. Die analoge Vorgangsweise - beginnend mit der Seite  BC, lie-
fert uns schliesslich die Lage der Punkte  ABC. ˝
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790: Ausgehend von der Konfiguration des Arbelos (das sind drei Halbkreise wie in der
Skizze mit Radien  r0, r1, r2, wobei  r0=r1+r2)  legen wir an die beiden kleineren Kreise
eine gemainsame äussere Tangente  t, und benennen die Berührpunkte mit  F  und  D.

r0

BA C G016

r2r1
M1 M2M0

D

E

F

t

Wir ergänzen nun die drei Punkte  F, C, D  um einen weiteren Punkt  E, sodass  FCDE
ein Parallogramm ist. Man zeige, dass das Parallelogramm  FCDE  ein Rechteck ist und
dass  E  auf dem Kreis mit Mittelpunkt  M0  und Radius  r0  liegt.

Lösung: Siehe Konfiguration zweier sich von aussen berührender Kreise. ˝

791. (Schoisswohl): Der Schulterwurf
Es sei  2.r4+2.r3=2.r1=r2+r3.

G165

r1

r2

r3

r4

I

II

Man zeige, dass die beiden Flächenteile  I  und  II  den gleichen Inhalt haben.

Lösung:  Beim Salinon haben wir die Konfiguration,
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und den Sachverhalt, dass der schraffierte Kreis den gleichen Inhalt hat wie die schattierte
Fläche. Daher ist der Inhalt (I)=Inhalt (II). ˝

92: Berührproblem: Man zeige, dass der skizzierte Linienzug durch die Kreismit-
telpunkte ein Rechteck ist.

G166

Lösung: Wir wollen die Argumentation koordinaten-geometrisch führen. Zu diesem
Zweck wählen wir  O=(0, 0)  und  M1=(1, 0). Für die übrige Notation vergl. die
Skizze.

1
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Am rechtwinkeligen Dreieck  OM1M2  lesen wir ab (Pythagoras):  |O, M2|2=h2=
(1+R)2-12. Daher folgt  h2=1+2.R+R2-1=R2+2.R, also  h=√R2+2.R. Nun
sehen wir an der Skizze, dass  h=2-R, und somit folgt  2-R=√R2+2.R, also  4-
4.R+R2=R2+ 2.R, und somit  R= 2/3. Wir berechnen auch  h= 2-R=
2-2/3=4/3. Jetzt folgt  M2=(0, h)=(0, 4/3). Nun probieren wir (von der Skizze
inspiriert), ohne das Apollonische Berührproblem zu lösen, ob der Punkt  M3=(R+r,
1+r)  als Mittelpunkt für einen Kreis  k  mit Radius  r  taugt, der die drei Kreise  k0, k1
und  k2  berührt. Aus der Skizze lesen wir ab, dass  r=1-R=1-2/3=1/3. Daher ist
M3=(R+r, 1+r)=(2/3+1/3, 1+1/3)=(1, 4/3). Und wir sehen nun, dass die Zentrale
M3M1  von  k  und  k1  parallel zur  y-Achse und dass die  Zentrale  M3M1  von  k  und
k 2  parallel zur  y-Achse verläuft. Nun müssen wir nur noch  |M 3, O| =
2- r  zeigen, um die Vermutung bewiesen zu haben. Daher rechnen wir einmal
|M3, O|=…M3…=(12+(4/3)2)1/2=((9+16)/9)1/2=5/3. Und zum anderen Mal
2-r=6/3-1/3=5/3.

793: Besitzt ein konvexes  n-Eck  A1A29An  ein Parallel-n-Eck  B1B29Bn (siehe
Skizze),  welches noch dazu dem  n-Eck  A1A29An  ähnlich ist, so hat  A1A29An
einen Inkreis.

a

a

a

a

a A1

A2

A3
A4

A5

B1

B2

B4 B3

B5

G169

Lösung: Da die Strecken  A1A2  und  B1B2  parallel sind und bei der vorausgesetzten
Ähnlichkeit der Polygone in einander übergehen, können wir die Ähnlichkeitsstrahlen
B1A1  und  B2A2  zeichnen und bekommen so ein Ähnlichkeitszentrum  Z12  für die
zentrale Ähnlichkeit  der beiden Strecken. Der Ähnlichkeitsfaktor ist (wir verwenden den
Ähnlichkeitsstrahl, welcher die beiden Strecken  A1A2  sowie   B1B2   orthogonal schnei-
det)  (r12+ a)/r12. Analog ist  F23=( r23+ a)/r23. Da ja das gesamte Polygon
A1A29An  zum gesamten Polynom  B1B29Bn  ähnlich ist, ist  F12=F23, woraus
also  (r12+a)/r12=(r23+a)/r23  folgt.
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A1

A3

B1

B2

B3

G169

Z12

A2

a

Z23

a
r12

r23

G169

Wir formen nun um in  1+a/r12=1+a/r23, also r12=r23. Daher ist  Z12=Z23FZ.
Das gilt für alle einander entsprechenden Strecken  A1Ai+1  und  BiBi+1, und somit ist
das eine Polygon dem anderen Polygon zentral ähnlich bezüglich des Zentrums  Z. Es gilt
auch  r12=r23=9=rn-1 nFr. Somit gilt für die Ähnlichkeitsstrahlen, welche senk-
recht auf das Polygon  A1A29An  treffen, dass der Abstand von  Z  zum Schnittpunkt
auf  A1A29An  immer der gleiche, nämlich gleich  r  ist. Daher ist  Z  der Mittelpunkt
eines Inkreises an  A1A29An  aber, wie man leicht sieht, auch der Mittelpunkt eines
Inkreises von  B1B29Bn. ˝

794. Packungsproblem: Gegeben ist ein rechtwinkeliges  45o-Dreieck. Es sollen in
das Dreieck  3  Kreise mit gleichem  Radius so eingeschrieben werden, dass sich die
Berührsituation - wie in der Skizze dargestellt - ergibt.

45o G177

Man konstruiere  r, wenn die Katheten die Längen  1  haben.

Lösung: Man zeichne ein beliebiges rechtwinkeliges, gleichschenkeliges Dreieck  ABC.
Sodann zeichne man die Kreise, wie in der Skizze. Dann zeichne man die äusseren Tan-
genten laut Skizze. Schiesslich verändere man die ganze Figur  DEF  massstäblich so,
dass  |E, F|=1. Der gesuchte Radius ist dann  |B, C|/2. ˝

A B

C

D E

F

G177
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795. Packungsproblem: Gegeben ist ein rechtwinkeliges  30o-Dreieck. Es sollen in
das Dreieck  4  Kreise mit gleichem Radius  r  so eingeschrieben werden, dass sich die
Berührsituation - wie in der Skizze dargestellt - ergibt.

10

G175

30o

r

Man zeige man die Existenz einer solchen Lösung, und man bestimme  r, wenn die
kürzere Kathete die Länge  10  hat. Man zeige man die Existenz einer solchen Lösung.

Lösung: Die Konfiguration  ABCD  existiert so, dass  ABC  ein gleichseitiges Dreieck
mit einer frei gewählten Seitenlänge  s>0  und  BCD  ein gleichschenkeliges Dreieck mit
der Schenkellänge  s  und dem Winkel  120o  bei  C  ist. Die Seiten  UV, VW  und  WU
des grossen Dreieckes sind dann äussere Tangenten an die Kreise mit Radius  s/2.
Damit existiert eine Lösung, zumindest masstäblich verzerrt.

G175

30o

A

B

C

D

V

W
X

Y

Z

Mit  X  und  Y  bezeichnen wir Berührpunkte laut Skizze. Es ist dann  |X, Y|=s.√ 3
und daher ist auch  |Y, W|=s.√ 3. Weiters ist  |V, Y|=3.s, sodass also  |V, W|=
|V, Y|+|Y, W|=s.(3+√ 3). Somit ist  r=10/(3+√ 3). ˝

796.(russische Aufgabe): Gegeben ist ein gleichschenkeliges Dreieck  ABC  mit den
Schenkeln  AB  und  AC. Man suche die Punkte  P  im Inneren des Dreieckes, für die der
Abstand von der Basis  a  gleich dem geometrischen Mittel der Abstände von den Seiten
b  und  c  ist.

A

B C
L

M
N

P

G197
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Lösung: Wählt man für  P=I  den Inkreismittelpunkt, so erfüllt dieser Punkt die gefor-
derte Bedingung in trivialer Weise. Sei nun  P  ein innerer Punkt des Dreieckes  ABC  auf
dem Kreis  k, welcher die Seite  b   im Punkt  C  und die Seite  c  im Punkt  B  tangiert.

A

B C
L

M
N

Z

PI

k

G197

Wir  zeichnen die Lote von  P  auf  a, von  P  auf  b  und von  P  auf  c, deren Fusspunkte
wir mit  L, M, N  bezeichnen. Weiters zeichnen wir die Verbindungslinien  PB  und  PC.
Nun ist  ∠ ABI=∠ IBC=∠ BCI=∠ ICA. Aus dem Peripheriewinkelsatz folgt, das die
Winkel  ∠ IBP  und  ∠ ICB  über der Sehne  IP  gleich sind. Daher ist der Winkel
∠ ABP=∠ ABI+∠ IBP=∠ ACI+∠ ICP=∠ ACP. Weiters sind  ∠ BNP  und  ∠ PLC
rechte Winkel, und daher sind die Dreiecke  PNB  und  PLC  ähnlich. Daher ist  |P,
N|/|P, L|=|P, B|/|P, C|. Analog schliesst man, dass die Dreiecke  PMC  und  PLB
ähnlich sind, und dass daher  |P, M|/|P, L|=|P, C|/|P, B|. Aus diesen beiden
Proportionen folgt  |P, N|.|P, N|=|P, L|2. Man kann sich nun recht einfach
überlegen, dass für alle Punkte  P  innerhalb des Kreisabschnittes  AB  die Ungleichung
|P, N|.|P, N|>|P, L|2  und für alle Punkte  P  ausserhalb des Kreisabschnittes  AB
die Ungleichung  |P, N|.|P, N|<|P, L|2  gilt. ˝

797. konvexes Viereck: Sei ABCD  ein konvexes Viereck. Von den Ecken  A, B, C,
D  aus zeichnen wir die Lote auf die Diagonalen  BD, AC, BD, AC. Dann ist  A@B@C@D@
ein zu  ABCD  ähnliches Viereck.

A@ B@

C@D@

A B

C

D

G197

O

Lösung: Mit  O  bezeichnen wir den Schnittpunkt der beiden Diagonalen. Dann ist das
Dreieck  CC@O  ähnlich zum Dreieck  AA@O  (Scheitelwinkel und rechte Winkel). Da-her
gilt  A@O/C@O=AO/CO. Analog leitet man  B@O/D@O=BO/DO  her. Es sind aber auch
die Dreiecke  AA@O  und  BB@O  ähnlich (Scheitelwinkel und rechte Winkel). Und des-
wegen haben wir auch  A@O/C@O=AO/CO.
Es gilt insgesamt  OA@:OB@:OC@:OD@=OA:OB:OC:OD. Nun können wir
schliessen, dass die Dreiecke  OA@B@  und  OAB  ähnlich sind. Genau so bekommen wir
die Ähnlichkeit von  OB@C@  und  OBC, OC@D@  und  OCD, sowie  OD@A@  und  ODA.
˝
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798. Innere Tangenten:  Die Radien von drei Kreisen  k1, k2, k3  verhalten sich wie
1:2:3. Weiters ist  |M1, M2[=1. Die  drei Kreise haben gemeinsame äussere Tangen-
ten. Wie gross ist der Abstand der Schnittpunkte  I, J  der inneren Tangenten von  k1
und  k2  sowie  k2  und   k3.

k1

k3

IJ

G199

k2

M1 M2 M3

1

r1

r2
r3

Lösung: Die Dreiecke  M1T1J  und  M2T2J  sind zentrisch ähnlich mit Zentrum  J. Der
Ähnlichkeitsfaktor ist  1:2. Daher teilt der Punkt  J  die Strecke  M1M2  im Verhältnis
1:2. Analog teilt der Punkt  I  die Strecke  M2M3  im Verhältnis  2:3.

k1

k3

IJ

G199

k2

M1 M2 M3

T1

T2

W

0 1 2

r1

r2 r3r2

Daher ist  |M1, J|=1/3  und  |M2, I|=2/5, also   |J, I|=1-1/3+2/5=16/15. ˝

799. Gegeben sind  4  Kreise  k1, k2, k3, k4  mit den Mittelpunkten   M1, M2, M3, M4
und mit den Radien   r1=3, r2=2, r3=1  und  r  so, dass die Berührsituation wie in der
Skizze dargestellt entsteht.

G200

M1M2 M3

M4

k1

k2

k3

k4

A

B

Man untersuche, ob der Winkel  ∠ M1M4M3  gleich  60o  ist. ˝
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Lösung: Aus der Skizze lesen wir ab  |M2, M3|=3, |M2, M4|=2+r, |M3, M4|=
1+r  und  |M1, M4|=3-r. Wir definieren nun  s≠∠ M1M3M4. Mit dem Cosinus-
satz bekommen wir bezüglich des Dreieckes  M1M3M4  die Gleichung  (3-r)2=
(1+r)2+22-2.(1+r).2.cos (s). Auf das Dreieck  M2M3M4  angewandt liefert der
Cosinussatz die Gleichung  (2+r)2=(1+r)2+32-2.(1+r).3.cos (s). Die erste der
Gleichungen liefert

cos (a)=
(3-r)2-(1+r)2-22

-4.(1+r)
. Die zweite Gleichung liefert

cos (a)=
(2+r)2-(1+r)2-32

-6.(1+r)
. Somit folgt

(3-r)2-(1+r)2-22

-4.(1+r)
=
(2+r)2-(1+r)2-32

-6.(1+r)
,

und daher bekommen wir für  r  die Lösungen  r=-1 (ergibt keinen geometrischen
Sinn)  sowie die Lösungen der Gleichung

3.((3-r)2-(1+r)2-22)=2.((2+r)2-(1+r)2-32), welche weiter um-
geformt

3.(9-6.r+r2-1-2.r-r2-4)=2.(4+4.r-1-2.r-r2-9),
also  3.(4-8.r)=2.(-6+2.r)  oder  12-24.r+12-4.r=0  und daher  r=7/8
ergibt.
Nun wollen wir den Winkel  a≠∠ M1M4M3  mit Hilfe des Cosinussatzes angewandt
auf das Dreieck  M1M4M3  nummerisch  berechnen und wir bekommen dabei  22=
(3-r)2+(1+r)2-2.(3-r).(1+r).cos (a),  oder (mit  r=7/8)

cos (a)=
4-(3-7/8)2-(1+7/8)2

-2.(3-7/8).(1+7/8)
=0.505882, und daher ist  a<60o. ˝

7100: Sei  ABC  ein Dreieck mit den Höhen  ha, hb, hc. Man finde die Winkel des Drei-
ecks unter der Voraussetzung  ha≥|B, C|  und  hb≥|A, C| .

C

A

B G201

hahb

Lösung: Wir setzen  F=Fl (ABC). Dann gilt  F=|B, C|.ha/2  und  F=|A, C|.hb/2.
Somit haben wir laut Voraussetzung  F≥|B, C|2/2  und  F≥|A, C|2/2. Daraus folgt
F2≥|A, C|2.|B, C|2/4  und  daher   F≥|A, C|.|B, C|/2. Davon unabhängig gilt  na-
türlich  F≤|A, C|.|B, C|/2, wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn

∠ BCA=90o. Daher haben wir  F=|A, C|.|B, C|/2  und  ∠ BCA=90o. Daraus folgt
ha=|A, C|  und  hb=|B, C|. Also haben wir laut Voraussetzung  |A, C|≥|B, C|
und  |B, C|≥|A, C|, also  |A, C|=|B, C|. Das Dreieck ist also ein rechtwinkeliges
45o-Dreieck. ˝
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7101: Das Morley-Wunder [Frank Morley 1860-1937]

A

C

B

a1
a2

b1

b2

c2

c1

A@

B@

C@

G084

Es ist zwar nicht möglich, alleine mit Zirkel und Lineal alle Winkel in drei Teile zu teilen.
Aber deswegen existieren die Drittel eines Winkels doch. Für ein beliebiges Dreieck
ABC  mögen die Strahlen  a1, a2  den Winkel bei  A, die Strahlen  b1, b2  den Winkel bei
B, die Strahlen  c1, c2  den Winkel bei  C  in drei gleiche Winkel teilen. Dann bilden die
Schnittpunkte B@  von  a1  mit  c2, C@  von  b1  mit  a2, A@  von  c1  mit  b2  ein gleichsei-
tiges Dreieck.

Lösung: Es gibt sehr elegante Beweise, aber der hier beschriebene Beweis verwendet
nur den Cosinussatz, den Sinussatz und die Formeln von Moivre und ist daher elemen-
tar. Der Winkel beim Eckpunkt  A  sei  3a, bei  B  sei er  3b  und bei  C  sei er  3g. Wei-
ters können wir o.B.d.A. annehmen, dass der Umkreisradius des Dreieckes  ABC
gleich  1 ist. Die Winkelsumme im Dreieck  ABC  ist gleich
(3) 3a+3b+3g=180o, und daher ist  a+b+g=60o.
Wegen des Sinussatzes gilt a:sin (3a)=b:sin (3b)=c:sin (3g) =2 [=Durchmesser
des Umkreises]. Daher haben wir
(4) a=2.sin (3a), b=2.sin (3b), c=2.sin (3g).
Im Dreieck  A@BC  folgt mit dem Sinussatz

(5)
|B, A@|
sin (g)

=
a

sin (180-b-g)
=[(4)]=

2.sin (3a)

(sin (b+g))
=[(4)]=

2.sin (3a)
sin (60-a)

.

Also  |B, A@|=2.sin (3a).sin (g)/sin (60-a). Mit Hilfe der Formeln von Moivre

folgt  sin (3a)=3.sin (a)-4.sin3 (a)=4.sin (a).((√ 3
2

)2
-sin2 (a))=

=4.sin (a).(sin2 (60)-sin2 (a))=[u2-v2=(u+v).(u-v)]=

=4.sin (a).(sin (60)+sin (a)).(sin (60)-sin (a))=

=4.sin (a).2.sin (60+a

2
).cos (60-a

2
).2.sin (60-a

2
).cos (60+a

2
)=

=4.sin (a).sin (60+a).sin (60-a).
In  (5)  eingesetzt ergibt dies  |B, A@|=8.sin (a).sin (g).sin (60+a). Analog be-
kommt man  |B, C@|=8.sin (g).sin (a).sin (60+g). Mit Hilfe des Cosinussatzes be-
rechnen wir nun
(6) |A@, C@|2=|B, A@|2+|B, C@|2-2.|B, A@|.|B, C@|.cos (b)=

64.sin2 (a).sin2 (g).(sin2 (60+a)+sin2 (60+g)-2.sin (60+a).

sin (60+g).cos (b)).

Wegen  (3)  existiert ein Dreieck  XYZ  mit den Winkeln  (60+a), (60+g)  und  b.
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X Y

Z

60+a 60+g

b

G084

Wir wählen ein solches Dreieck, für welches noch zusätzlich der Umkreisradius  gleich  1
ist. Aus dem Sinussatz folgt für die Seiten dieses Dreieckes:

|X, Y|
sin (b)

=
|Y, Z|

sin (60+a)
=

|Z, X|
sin (60+g)

=2, also

|X, Y|=2.sin (b), |Y, Z|=2.sin (60+a), |Z ,X|=2.sin (60+g). Somit ergibt der
Cosinussatz für dieses Dreieck  XYZ  die Beziehung

sin2 (b)=sin2 (60+a)+sin2 (60+g)-2.sin (60+a).sin (60+g).cos (b).
Dies ist gerade der letzte der vier Faktoren von  (6). Wir setzen dies also in  (6)  ein,
so bekommen wir

|A@,C@|2=64.sin2 (a).sin2 (g).sin2 (b)  und analog bekommt man
|B@, A@|2=64.sin2 (b).sin2 (a).sin2 (g)  und
|C@, B@|2=64.sin2 (g).sin2 (b).sin2 (a).

Also gilt
|A@, C@|2=|B@, A@|2=|C@, B@|2. ˝

Dieser Beweis wird  D.O.Shklyarsky, N.N.Chentsov, Y.M.Yaglom zugeschrieben.

7102: Man lege durch einen Eckpunkt eines Viereckes eine Gerade, welche das Viereck
in zwei flächengleiche Teile zerlegt.

Lösung: Siehe Skizze. M  ist der Mittelpunkt der Strecke  BD1. AM  ist eine der
gesuchten Geraden.

A

G167B

C

D

D1

M

7103: Ist  ABCD  ein Trapez mit der Grundlinie  AB, der Decklinie  CD  und den
Seitenlinien  AD  und   BC  und der  Höhe  h, so ist bei festegehaltenem  |A, B|, |C, D|
und  h  die Summe

|A, D|+|B, C|  am kleinsten, wenn  |A, D|=|B, C|.
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B1

X

Y

Z

G243
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Lösung: Wir gehen von einem Trapez  ABCD  aus, bei dem etwa der Schenkel  BC
länger als der Schenkel  AD  ist. Die Seitensymmetrale von  DC  möge die Grundlinie
AB  in einem Punkt  V  schneiden. Der Punkt  B1  ist auf  AB  so gewählt, dass

|A, V|=|V, B1|.
Das Dreieck  BCB1  wird durch den Punkt  X (Skizze!)  zu einem Parallelogramm
ergänzt, dessen Mittelpunkt  Y  heissen möge. Es ist dann  |B1, Y|=|Y, B|  und wir
wir verlängern die Grundlinie bei  A  so bis zu einem Punkt  Z, dass  |Y, B|=|Z, A|.
Im Parallelogramm  BCB1X  lesen wir ab:
(3) |C, X|<|C, B|+|B, X|.
Nun ist

|C, X|=2.|C, Y|=|C, Y|+|D, Z|  und es ist
|B, X|=|C, B1|=|D, A|. In  (3)  eingesetzt ergibt dies

(4) |C, Y|+|D, Z|<|C, B|+|D, A|.
Damit ist für das gleichschenkelige Trapez  DZYC  (welches gleiche Grundlinie, gleiche
Decklinie und gleiche Höhe wie  ABCD  hat) die Summe der Schenkel kleiner als für das
ursprüngliche Trapez  ABCD. ˝


