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§1. Ad-hoc-Methoden zur Flächen- und
Volumsbestimmung

Wir wollen zwei Aspekte auseinanderhalten:
1. die Definition des Mehrfachintegrals,
2. die Zurückführung des Mehrfachintegrals auf die einfache Integration.

Die Definition des Mehrfachintegrals
Zwei Arten der Mehrfachintegration haben sich durchgesetzt:
1. das Riemann-Integral,
2. das Lebesgue-Integral.

Das Lebesgue-Integral ist eine Verfeinerung (Verbesserung) des Riemann-Integrals. Jede Rie-
mann-integrierbare Funktion ist Lebesgue-integrierbar, aber nicht umgekehrt.

Wir beginnen mit den Volumsbegriffen. Die Integralbegriffe wollen wir auf die Volumsbegriffe
zurückführen.

(1) Physikalische Volums- und Dichtebestimmung.

G

V1

V0

Im Wasserbad wird das Volumen
V=V1-V0  [cm3=ml]

eines unregelmässigen Körpers bestimmt.
Auf der Waage wird das Gewicht

G (=Kraft  [dyn], mit der die Erde den Körper anzieht) bestimmt.
Es wird dann durch die Fallbeschleunigung (=Erdbeschleunigung)

g=981  [cm/s2]  dividiert und hierauf die Masse
M=M1-M0=G/g  [g]  errechnet.

Die Dichte des Körpers ergibt sich als
r=M/V  [g/cm3].

Das spezifische Gewicht des Körpers ist
s=G/V=r.M/V=r.g  [dyn/cm3].
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Im Mathematikunterricht sollte die Behandlung von Volumina unbedingt mit den Begriffen Ge-
wicht und Dichte verbunden werden, weil sich so eine wesentlich bessere Motivation des Stoffes
ergibt. In der folgenden Tabelle sind Dichten angeführt. Die Dichten fettgedruckter Stoffe sollte
man als gebildeter Mensch in etwa auswendig wissen.

(2) Spezielle Dichten in  g/cm3 (ohne Gewähr):
Wasser  (bei  4o  Celsius) 1
Meerwasser  (bei  4o  Celsius) 1,026
75% Wasser+25% Kochsalz  (bei  18o  Celsius) ca. 1,19
Olivenöl ca . 0 ,915
Benzin 0,7
Alkohol bei 18o Celsius 0,791
Glycerin 1,26
Papier, geschichtet 1,1
Gartenerde, feucht ca. 1,7
Luft (bei  0o Celsius und Normaldruck 1013 hPa) 0,00129
Wasserstoff (bei  0o Celsius und Normaldruck 1013 hPa) 0,00009
Helium (bei  0o Celsius und Normaldruck 1013 hPa) 0,00018
Kohlendioxid=CO2 (bei  0o Celsius und Normaldruck 1013 hPa) 0,00198
Knochen ca . 1 , 7
Eiweiss ca . 1 , 0 4
Zucker,weiss 1,61
Steinsalz 2,15
Magermilch ca. 1,030
Vollmilch ca. 1,028
Wachs ca. 0,96
Gummi 1 - 2
Braunkohle 1,2 - 1,5
Beton ca. 2,5
Kalkstein ca. 2,2 - 2,8
Ziegelmauerwerk, nass-trocken ca. 1,8 - 1,45
Fichtenholz, Tannenholz ca 0 , 5 5
Buchenholz, Eichenholz ca 0 , 8
Kork 0,2 - 0,35
Fluor-Kronglas (kleine Brechzahl, kleine Dispersion) 2,28
Fensterglas ca. 2,6
Schwer-Flintglas (grosseBrechzahl, grosse Dispersion) 5,13
Titan 4,5
Gusseisen, Stahl 7,25 - 7,85
Aluminium 2 , 6 9
Kupfer 8,7 - 8,9
Blei 11,35 - 11,4
Quecksilber 13 ,595
Silber 10,6 - 11,42
Wolfram 19,1
Gold 19,25 - 19,5
Uran 18,7
Platin 21,45
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(3) Masssysteme:

CGS-System:
Länge in  cm, Masse in   g=Gramm, Zeit in  s=Sekunden, Kraft in  dyn=Dyn.
1 dyn=1 g.1 cm/s2=Kraft, welche notwendig ist, um eine Masse von einem Gramm mit
 1cm/s2  zu beschleunigen.

MKS-System:
Länge in  m, Masse in   kg=Kilogramm, Zeit in  s=Sekunden, Kraft in  N=Newton.
1 N=1 kg.1 m/s2=Kraft, welche notwendig ist, um eine Masse von einem Kilogramm mit
1m/s2  zu beschleunigen. Daraus folgt:
1 N=1000 g.100 cm/s2=105 dyn.

Technisches Masssystem:
Kraft in  Pond  bzw. in  kpond (Kilopond).
1 kpond ist die Kraft mit der die Erde eine Masse von 1 kg  anzieht, bzw. die Kraft, welche not-
wendig ist, um eine Masse von  1 kg  mit  9,80665  m/s2=g  zu beschleunigen. Es folgt
1 kpond=1 kg.9,80665 m/s2=9,80665 N.
Dyn und Pond waren nur bis 31.12.1977  gesetzlich zugelassen und finden sich in alten Schul-
büchern.

P

Im Gegensatz zur Physik und der Technik sind in der Mathematik grundsätzlich alle Grössen di-
mensionslos.
p

Allgemeine Prinzipien der Volumsbestimmung
auf elementarem Niveau

Diese Methoden gehören zum bürgerlichen Bildungsgut, das heisst, sie sollten jedem gebildeten
Menschen bekannt sein.

(4) Achsenparallele Einheitsquader
Ein achsenparalleler Einheitsquader

Qn=[0, 1]fi9fi[0, 1]œ¸n

hat das  n-dimensionale Volumen
Voln(Qn)=1.

Verwendet man physikalische Maßeinheiten, so hat man  z.B.
Vol1(Q1)=1 cm (Vol1=Länge)
Vol2(Q2)=1 cm2 (Vol1=Flächeninhalt)
Vol3(Q3)=1 cm3 (Vol1=Volumen)

(5) Das Prinzip der Additivität
Haben  n-dimensionale Körper  K1,9, Kr  höchstens Randpunkte gemeinsam, so gilt

Voln(K1•9•Kr)=Voln(K1)+9+Voln(Kr).

(6) Das Prinzip der Monotonie
Gilt für n-dimensionale Körper  K1, K2œ¸n, dass
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K1œK2,  so folgt  Voln(K1)œVoln(K2).

(7) Das Prinzip der Bewegungs- und Spiegelungsinvarianz
Geht ein  n-dimensionaler  Körper  K2  aus einem  n-dimensionalen Körper  K1  durch Bewegung
oder durch Spiegelung hervor, so gilt

Voln(K2)=Voln(K1).

Bewegung

Bewegung+Spiegelung

in der Ebene

              

im Raum

Spiegelung

Bemerkung: Bei einem "Situs inversus totalis" sitzen sämtliche innere Organe spiegelsymme-
trisch zur normalen Anordnung. Da alle Distanzen, Flächen und Volumina unverändert bleiben,
kommt es zu keinen Problemen. Tritt bei etwa 200 000 Menschen einmal auf.
Die Spiegelung eines Gegenstandes im  ¸3  ist durch "bürgerliche Manipulationen" nicht möglich.
Darum haben Schüler diesbzüglich keine Anschauung, auf welche sie zurückgreifen können. Es
besteht also auch kein anschaulicher Grund, die Spiegelungsinvarianz des Volumens zu postulie-
ren. Andererseits besteht dagegen auch kein natürtlicher Vorbehalt.

Bespiele:

Achsenparallele Quader
Ein achsenparalleler Quader

Q=[a1, b1]fi9fi[an, bn]œ¸n  (a1≤b1,9, an≤bn)
hat das  n-dimensionale Volumen

Voln(Q)=(b1-a1).9.(bn-an).
Für eine erste Orientierung ist es günstig einen leicht durchschaubaren Spezialfall zu betrachten:
Das Rechteck

[2, 5]fi[1, 3]œ¸2  setzt sich aus  3.2=6  Quadraten mit der Seitenlänge  1  zusammen.
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2 5

1

3

Jedes dieser Quadrate entsteht durch Bewegung aus dem Einheitsquadrat und hat daher den Flä-
cheninhalt  1. Somit ist

Vol2 ([2, 5]fi[1, 3])=(5-2).(3-1)=3.2=6.
Damit ist der Satz für achsenparallele Quader  Q=[a1, b1]fi9fi[an, bn]œ¸n  mit

 a1≤b1,9, an≤bn  und  ai, biæˇ  klar.

Wählt man die Maßeinheit genügend klein, so kann man mit genügender Genaugigkeit annehmen,
daß  ai, biæˇ. Damit ist für den bürgerlichen Bedarf der Satz auch schon hinreichend bewiesen.

Im allgemeinen Fall schließt man etwa so (Wir beschränken uns wieder auf den Fall  n=2):

Teilt man das Einheitsquadrat  [0, 1]fi[0, 1]  in  n2  gleiche Teilquadrate der Seitenlänge  
1
n ,

so haben diese alle denselben Flächeninhalt und daher hat eines dieser Teilquadrate den

Flächeninhalt   
1
n2 .

Sei nun
Q=[0, a]fi[0, b]  ein Rechteck der Seitenlängen  a>0  und  b>0.

Ist  n  genügend groß gewählt, so gilt
j
n≤a≤

j+1
n   und  

k
n≤b≤

k+1
n   für passende  j, kæ›.

0

0

1/n

1/n 1

1

(j+1)/n

j/n

(k+1)/n

k/n

a

b
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Wählt man nur  n  genügend groß, so kann man

 
j
n   und  

j+1
n   beliebig nahe bei  a  sowie  

k
n   und  

k+1
n   beliebig nahe bei  b  haben.

Somit folgt

[0, 
j
n ]fi[0, 

k
n ]œ[0, a]fi[0, b]œ[0, 

j+1
n  ]fi[0, 

k+1
n ],

und aus dem Prinzip der Monotonie folgt

Vol2 ([0, 
j
n ]fi[0, 

k
n ])œVol2 ([0, a]fi[0, b])œVol2 ([0, 

j+1
n  ]fi[0, 

k+1
n ]).

Nun können wir aber

[0, 
j
n ]fi[0, 

k
n ]

mit  j.k-vielen Teilquadraten der Seitenlänge  
1
n   und des Flächeninhaltes  

1
n2    auslegen,

und daher ist

Vol2 ([0, 
j
n ]fi[0, 

k
n ])=

j.k
n2

und anolog ist

Vol2 ([0, 
j+1

n  ]fi[0, 
k+1

n ])=(j+1).(k+1)
n2 .

Somit haben wir die Abschätzung
j.k
n2  ≤Vol2 ([0, a]fi[0, b])≤(j+1).(k+1)

n2 .

Für  n–Á  geht  
j.k
n2  =

j
n .

k
n   gegen  a.b.

Ebenso geht  
(j+1).(k+1)

n2 =
j+1

n .
k+1

n   gegen  a.b. Daher gilt

a.b≤Vol2 ([0, a]fi[0, b])≤a.b   und somit

Vol2 ([0, a]fi[0, b])=a.b.

Spezial- und Sonderfälle:
Die Teilmenge

Q*=[-2, 1]fi[3, 7]fi{0}=[-2, 1]fi[3, 7]fi[0, 0]œ¸3

hat das  3-dimensionale Volumen (=Rauminhalt)
Vol3(Q*)=3.4.0=0.

Das Intervall
I=[5, 7]œ¸=¸1

hat das  1-dimensionale Volumen (=Länge)
Vol1(I)=2.

Ausblick: Im Wesentlichen führen diese Ideen als Axiome verwendet zusammen mit der Le-
besgueschen technischen Verbesserung zum sog. Haarschen Mass auf lokalkompakten topolo-
gischen Gruppen. Dasselbe Konzept wurde allerdings schon früher von M.A.Zorn in einer
Vorlesung dargelegt. Portrait

Alfréd Haar  (1885-1933)
Max August Zorn (1906-1993)
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Der Flächeninhalt des Dreiecks
Wegen der Bewegungsinvarianz können wir das Dreieck  D  mit Grundlinie  g  und  Höhe  h  so
legen, daß eine Seite (dann die Grundlinie oder Basis)  achsenparallel ist.

D

P

D*

g

R

g

hh

Aus der Skizze ist ersichtlich:
1.Schritt: Wir ergänzen das Dreieck zu einem Parallelogramm  P  mit doppeltem Flächeninhalt.
2.Schritt: Wir fügen ein passender Stelle ein weiteres Dreieck  D*  hinzu, welcher wir an einer
anderen passenden Stelle wieder abziehen, sodaß ein zum Parallelogramm flächengleiches Recht-
eck  R  entsteht.
Einerseits hat dann das entstehende Rechteck  R  den  Flächeninhalt  g.h. Andererseits hat das
Dreieck  D  den halben Flächeninhalt des Rechteckes. Somit gilt

Fl (D)=
g.h
2

.

Der Flächeninhalt des Trapezes

A

A1 B1

C

B

g1

g

h-
h 1

h 1

h

m

Ein Trapez  T≠ABB1B  ist ein Viereck, welches zwei gegenüberliegende parallele Seiten  AB
und  A1B1  hat. Die anderen beiden Seiten  AA1  und  BB1, welche sich ebenfalls gegenüberliegen,
schneiden sich in einem Punkt  C.
Wie aus der Skizze ersichtlich, ist der Flächeninhalt des Trapezes  T=ABB1B  gleich dem
Flächeninhalt des Dreieckes  D≠ABC  minus dem Flächeninhalt des Dreieckes  D1≠A1B1C.
Also

Fl (T)=Fl (D)-FFl (D1)=2.(g.h-g1.h1).
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Aus dem Strahlensatz ersehen wir
g:h=g1:h1, also  h.g1-h1.g=0.

Daraus folgt
Fl (T)=2.(g.h+0-g1.h1)=2.(g.h+h.g1-h1.g-g1.h1)=

=[mit  m≠2.(g+g1)]=h.m-h1.m=m.(h-h1).
Mit  H≠h-h1  bekommen wir die in der Schule gebräuchliche Formel

Fl (T)=2.(g+g1).H.

Der Flächeninhalt des Kreises in der Art von Archimedes

Archimedes (287-212 v.Chr.) Portrait

Aus dem Prinzip der Monotonie erfließt:
Ein Kreis  K  welcher von einem  n-Eck  A  umschlossen wird und ein  n-Eck  B  umschließt hat
einen Flächeninhalt  Fl (K), für welchen gilt

Fl (B)≤Fl (K)≤Fl (A).
Kennt man  Fl (B)  und  Fl (B), so hat man obere und untere Schranken für  Fl (K).
Seit Archimedes bestimmt man so näherungsweise den Flächeninhalt des Kreises.
Die Zahl  p  kann definiert werden als der Flächeninhalt des Einheitskreises

K={(x, y):x2+y2=1},
also
(3) p≠Fl ({(x, y):x2+y2=1}).
(4) Alternativ dazu definert man die Zahl  p  auch als den halben Umfang des Einheitskreises.
Verwendet man die Defintion  (3), so hat man  (4)  als Satz zu beweisen.
Verwendet man die Defintion  (4), so hat man  (3)  als Satz zu beweisen.
Beide Formeln  (3)  und  (4)  als Definitionen gleichzeitig darf man nicht verwenden, weil sich ja

(3)  und  (4)  widersprechen könnten.
Aufklärung über den Zusammenhang von  (3)  und  (4)  bekommen wir aber durch die folgende
elementare Überlegung:
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Zusammenhang zwischen Umfang und Flächeninhalt des Kreises

U

r

Man teilt den Kreis regelmässig in Sektoren (zweckmässigerweise 24).
Aus der obigen rechten Skizze kann man dann ablesen, dass der Flächeninhalt des Kreises

FlKreis=24.Sektorfläche§24.Dreiecksfläche=24.
Grundlinie.Höhe

2
=

=[weil Grundlinie§Kreisumfang/24=UKreis/24]=
UKreis.Radius

2
.

Ist also der Radius gleich  1, so folgt

FlEinheitskreis=
UUmfangeinheitskreis

2
.

Damit ist also gezeigt, daß die Defintionen  (3)  und  (4)  äquivalent sind, bzw. daß sie
auseinander wechselseitig als Satz folgen.
Somit genügt es, die Zahl  p  entweder als den Flächeninhalt des Einheitkreises oder als den halben
Umfang des Einheitkreises zu definieren. Es folgt dann jeweils entweder

UEinheitskreis=2.1.p=2p
oder

FlEinheitskreis=
2.p

2
=p.

Beides Mal kann man (theoretisch beliebig genau) den Wert von  p  experimentell bestimmen.
Die Fläche des Einheitskreises bestimmt man durch Exhaustion (Kästchenzählen):

Wir bekommen durch Kästchenzählen eine untere und obere Abschätzung. Wissenschaftstheore-
tisch gesehen ist diese Methode genau so gut wie jede andere Methode um Dezimalstellen von  p
zu bestimmen.
Schranken für den Umfang des Kreises bestimmt man dagegen, indem man z.B. den Umfang
eines eingeschriebenen und eines umgeschriebenen  2n-Eckes berechnet (Dies war die historische
Vorgangsweise von Archimedes zur Bestimmung der Zahl  p.) oder bei einer entsprechenden
Zeichnung abmisst. Diese Messung ist aber ein numerisch schlechtes Experiment, weil für große  n
sich der Meßfehler rasch unangenehm bemerkbar macht.
Die Exhaustionsmethode wurde als solche vom Jesuiternpater
Gregorius a San Vincention (1584-1667) Portrait
benannt.

Der Umfang und der Flächeninhalt eines beliebigen Kreises
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Wir bekommen, falls wir  n  genügend groß wählen, den Umfang  UKreis(r)  eines Kreises mit
Radius  r  beliebig gut genähert als Umfang  Un-Eck(r)  eines regelmäßigen  n-Eckes mit Umkreis-
radius  r.
Wie bereits besprochen, kann man  p  als den halben Umfang des Einheitskreises definieren.
Somit hat der Einheitskreis den Umfang  UKreis(1)=2p. Das bedeutet, daß für genügend große  n
das regelmäßige  n-Eck  mit Umkreisradius  1  einen Umfang  Un-Eck(1)  hat, welcher beliebig
nahe bei  2p  liegt. (In der Schule könnte man sagen:"Man kann durch die Wahl eines großen  n
erreichen, daß  Un-Eck(1)  und  2p  auf 100 Stellen übereinstimmen.")
Also

Un-Eck(1)–2p  für  n–Á.
Weiters haben wir

Un-Eck(r)–UKreis(r)  für  n–Á
(In der Schule könnte man argumentieren: "Man kann durch die Wahl eines großen  n  erreichen,
daß noch zusätzlich  Un-Eck(r)  und  UKreis(r)  auf 100 Stellen übereinstimmen.")

Mit Hilfe des Strahlensatzes bekommen wir nun einfach den Umfang eines regelmäßigen  n-Eckes
mit Umkreisradius  r.

1 r

s1 sr

Es gilt nämlich, wie aus der Skizze ersichtlich,  1:s1=r:sr, also  sr=r.s1, also
Un-Eck(r)=n.sr=n.r.s1=r.n.s1=r.Un-Eck(1).

Somit gilt für  n–Á
r.Un-Eck(1)–r.2p  (In der Schule: "Wir können  n  so groß wählen, daß  r.Un-Eck(1)

und  r.2p  auf  100  Stellen übereinstimmen.")  und
r.Un-Eck(1)=Un-Eck(r)–UKreis(r) (In der Schule: "Wir können  n  so groß wählen,

daß  r.Un-Eck(1)  und  UKreis(r)  auf  100  Stellen übereinstimmen.").
Also gilt

UKreis(r)=r.2p  (In der Schule: "Daher stimmen auch  r.2p  und  UKreis(r)  auf mindestens
100  Stellen überein. Und da wir  n  so groß wählen hätten können, daß wir die Übereinstimmung
auch auf mindestens  1000  oder 1000 000  Stellen erschließen hätten können, sehen wir, daß

r.2p  und  UKreis(r)  überhaupt übereinstimmen.).
Zusammen mit der Formel  (xxx), also

FlKreis(r)=
UKreis(r).r

2
  folgt

FlKreis(r)=r2.p.

Ludolf von Ceulen verwendete ein  262-Eck.
Ludolf von Ceulen (1540-1610) Portrait
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Der Flächeninhalt des Kreissektor
Bezeichne nun  W  das Maß der vollen Winkels in irgend einem Winkelmaß (z.B. Altgrad,
Neugrad, Radian). Es ist also  Wæ{360, 400, 2.p}.
Teilt man den Kreis mit Radius  r  in  n  Sektoren mit jeweils demselben Maß

zn=
W
n   des Zentriwinkels,

so folgt aus dem Prinzip der Bewegungsinvarianz, daß jeder dieser  n  Sektoren denselben Flä-
cheninhalt hat.
Aus dem Prinzip der Additivität folgt sodann, daß der gesamte  Kreis den n-fachen Flächeninhalt
von einem einzelnen Sektor hat. Daher hat ein Sektor den  n-ten Teil der Flächeninhaltes des ge-
samten Kreises.
Fügt man also  k  solcher aneinandergrenzender Sektoren

S0, S1,9, Sk-1

zu einem neuen Sektor
S0•S1•9•Sk-1  zusammen,

so hat dieser den  
k
n  - fachen Flächeninhalt des gesamten  Kreises, d.h.

Fl (S0•S1•9•Sk-1)=
k
n .r2.p.

Weiters sei nun  læ(0, 1)œ¸  (l muß also nicht von der Form 
k
n   sein, das heißt  l  darf auch

irrational sein) und  l.W  das Maß des Zentriwinkels eines beliebigen Sektors  S  des Kreises. Die

Zahl  100.l  ist also der "Prozentsatz des Zentriwinkels am vollen Winkel". Dann kann man  l
einschließen in ein Intervall der Form

[ k
n , 

k+1
n ]  mit  næ›  und  1≤k≤n-1

und hat somit

(3)
k
n≤l≤

k+1
n .

Wir teilen nun den Kreis in  n  gleiche Sektoren  S0, S1,9, Sn-1  ein, sodaß
S0•S1•9•Sk-1œSœS0•9•Sk  gilt.

Aus dem Prinzip der Monotonie folgt

Fl (S0•S1•9•Sk-1)=
k
n .r

2.p≤Fl (S)≤
k+1

n .r2.p=Fl (S0•9•Sk),

also
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(4)
k
n≤

Fl (S)
r2.p

≤
k+1

n .

Aus  (3)  und  (4)  zusammen folgt

|l-Fl (S)
r2.p

|≤1
n ,

und da   n  beliebig groß gewählt werden kann ist

|l-Fl (S)
r2.p

|=0,

und wir bekommen so schließlich
Fl (S)=r2.p.l.

Der Flächeninhalt des Kreisringsektor
Bezeichne wieder  W  das Maß der vollen Winkels in irgend einem Winkelmaß (z.B. Altgrad,
Neugrad, Radian). Es ist also  Wæ{360, 400, 2.p}  und sei  læ(0, 1).
Wir berechnen nun den Flächeninhalt eines Kreisringsektors KRS, welcher entsteht, wenn man
von einem Kreisring mit den Radien  0< r<R  einen Sektor mit dem Winkelmaß  l.W
ausschneidet.

R

r l
.
W

K
R

S

             

r

h

m

(R
+

r)
/2R

Dieser Flächeninhalt ergibt sich zu:
FKRS=R2.p.l-r2.p.l.

Eine leichte Umformung liefert eine interessante Formel:

FKRS=R2.p.l-r2.p.l=(R+r).(R-r).p.l=
(R+r)

2
.(R-r).2p.l=

=[mit  m=
(R+r)

2
.2p.l  und  h=R-r]=m.h.

Dabei ist  m  die Länge des strichlierten Mittelbogens und  h  die Dicke des Kreisringes.

Fortgeschrittene Ad-hoc-Techniken
Exhaustionsmethode
Scherungsmethode
Verzerrungsmethode
Volumina von Zylindern
Volumina von Kegeln

(8) Die Exhaustionsmethode (=Ausschöpfungsmethode)
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Der  n-dimensionale Körper  K  wird durch eine endliche Vereinigung
K1•9•KrœK  ausgeschöpft.

Dabei haben die  Ki  höchstens Randpunkte gemeinsam und die n-dimensionalen Volumina
Voln(Ki)  sollen bekannt sein.

Weiters wird  K  in einen  n-dimensionalen achsenparallelen Quader  Q  eingeschlossen.
Auch der Körper

Q\K  wird durch eine endliche Vereinigung
K1@•9•Ks@œQ\K  ausgeschöpft.

Kj@

Ki

Q

Es gilt dann
Voln(K1)+9+Voln(Kr)≤Voln(K)≤Voln(Q)-(Voln(K1@)+9+Voln(Ks@)).

Bei Verfeinerung der Exhaustion gilt
Voln(K1@)+9+Voln(Ks@)+(Voln(K1)+9+Voln(Kr))  ÷  Voln(Q)  undMOVoln(Ki)  ÷  Voln(K).

Diese Methode dient
1. zur Abschätzung von Voln(K),
2. zur exakten Defintion von  Voln(K)  in der Jordan'schen Masstheorie,
3. zur intuitiven Herleitung der Scherungs- und der Verzerrungsmethode.

Die Exhaustionsmethode ist keine systematische Vorgangsweise, sondern sie ist
eine Ad-hoc-Methode, bei der man für jeden konkreten Fall angepasst vorgeht.

(9) Die Scherungsmethode (=Prinzip von Cavalieri)

Eine Demonstration mit Münzen zeigt, warum es geht. Volumina bleiben bei Scherungen unverän-
dert.
Bonaventura Francesco Cavalieri ( 1598-1647) Portrait
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(10) Die Verzerrungsungsmethode

Wird ein  n-dimensionaler Körper in eine beliebige Richtung um das  k-fache gezerrt, so ändert
sich sein Volumen um das  k-fache.
Dies ist leicht mit einer Skizze plausibel zu machen.

Länge

B
re

ite

k.Länge

B
re

ite

Achtung:
Mit der Verzerrungsmethode kann man i.A. keine Kurvenlängen berechnen.
Als Beispiel möge dienen:
Der Umfang eines achsenparallelen Quadrates mit Seitenlänge  1  ist gleich  4.
Staucht man das Quadrat in  x-Richtung mit dem Faktor  k=2, so ist der Umfang des dabei
entstehenden Rechteckes gleich  3  und nicht gleich   2.4=2.
So kann man mit Hilfe der Verzerrungsmethode auch nicht den Umfang einer Ellipse berechnen,
welche ja durch (affine) Verzerrung aus einem Kreis entsteht.
Für den Umfang einer Ellipse gibt es überhaupt keine Formel, und diese Problematik führt zu den
sogenannten "elliptischen Integralen".

Die Ellipse als verzerrter Kreis:

b.sin (t)=k.a.sin (t)

a.cos (t)

a
a.sin (t)

b=k.a

P

E

U
O

Q
t

OQ:OP=b:a=k

Strahlensatz:
EU:PU=k

Der Kreis mit dem Radius  a  wird durch Verzerrung mit dem Faktor  k  in Richtung  y-Achse in
eine Ellipse mit den Achsen  a  und  b≠k.a  verwandelt.
Ist der Kreis durch

j:[0, 2p]–¸2:t—(a.cos (t), a.sint (t))  parametrisiert,
so geht durch die Verzerrung die Parametrisierung über in

h:[0, 2p]–¸2:t—(a.cos (t), k.a.sint (t))=(a.cos (t), b.sint (t)).
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Es ist also für jeden Punkt  (x, y)  der durch  h  parametrisierten Kurve
x=a.cos (t)  und  y=b.sint (t)  für ein geeignetes  t.

Daraus folgt
x2=a2.cos2 (t)  und  y2= b2.sint2 (t),

also
x2

a2+
y2

b2=1,

was ja die Gleichung der Ellipse mit Halbachsen  a, b  in der ersten Hauptlage ist.

Man kann aus der obigen Skizze eine sehr einfache Ellipsenkonstruktion ablesen:
1. Man zeichnet zwei konzentrische Kreise mit Radien  a  und  b.
2. Man zeichnet einen beliebigen Durchmesser, welcher etwa in einem Winkel mit Bogenmass  t

die x-Achse schneidet.
3. Dieser Durchmesser schneidet die Kreise in den Punkten  P  bzw. Q.
4. Sodann zeichnet man das rechtwinklige, achsenparalle Dreieck  PQE, und man erhält so den 

Ellipsenpunkt  E  mit den Koordinaten  (a.cos (t), b.sint (t)).

Nun berechnen wir den Flächeninhalt der Ellipse mit der Verzerrungsmethode:

FlächeEllipse=k.FlächeKreis=k.a2.p=a.b.p.

(11) Volumina von Zylindern
Gerader Zylinder (Mantellinien senkrecht auf Grundfläche)

kleiner Quader

H
öh

e

Aus einer Ausschöpfung der Grundfläche mit Rechtecken kann eine Ausschöpfung des geraden
Zylinders mit kleinen Quadern gewonnen werden. Daraus ergibt sich

Vol3(Zylinder)=Vol2(Grundfläche).Höhe
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(12) Mit der Methode der Scherung erkennen wir, dass diese Formel auch für schiefe Zylinder gilt.

H
öh

e

(13) Volumina von Kegeln

s

s

s

Zuerst zerlegen wir einen Würfel mit der Seitenlänge  s  in  6  deckungsgleiche Pyramiden
P1,9, P6

mit jeweils quadratischer Grundfläche, sodass deren gemeinsame Spitze im Mittelpunkt des
Würfels liegt und jede Würfelseite eine Grundfläche einer dieser Pyramiden bildet.
Die  6  Pyramiden  Pi  haben wegen des Prinzips der Bewegungsinvarianz gleiches Volumen, und
da sie nur Randpunkte gemeinsam haben, gilt wegen des Prinzips der Additivität, dass

s3=Vol3(Würfel)=6.Vol3(Pi), woraus

Vol3(Pi)=
s3

6
  für jeder der Pyramiden  P1,9, P6  folgt.

Da die Höhe der Pyramiden gleich

H=
s
2

  ist, folgt  s=2.H  und somit

Vol3(Pi)=
s3

6
 =

s2

6
.s=

s2

6
.2.H=

s2

3
.H.

Durch die Verzerrungsmethode bekommen wir das Volumen einer geraden Pyramide  P  mit recht-
eckiger Grundfläche der Länge  a  und der Breite  b  und einer Pyramidenhöhe  h  als

Vol3(P)=
a
s
.

b
s
.

h
H
.Vol3(Pi)=

a
s
.

b
s
.

h
H
.

s2

3
.H=a.b.

h
3

.
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a

b

h

a

b

h

Aus der Scherungsmethode folgt, dass diese Volumsformel auch für schiefe Pyramiden mit recht-
eckiger Grundfläche gilt.
Mit Hilfe der Exhaustionsmethode sind wir nun in der Lage das Volumen von Kegeln zu berech-
nen, welche eine beliebige Grundfläche haben:
Von einer Exhaustion der Grundfläche mit Rechtecken ausgehend bekommen wir eine Exhaustion
des Kegel mittels schiefer Pyramiden  Ki, welche Rechtecke  Gi  als Grundfläche haben.
Daraus folgt dann

(14) Vol3(Kegel)=MNOVol3(Ki)=MNOVol2(Gi).
h
3=

=
h
3 .MNOVol2(Gi)=

Vol2(Grundfläche).Höhe
3

.

Fußpunkt
der Spitze

Spitze

H
öh
e

h
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(15) Als Analogon zum Volumen des dreidimensionalen Zylinders kann man den Flächeninhalt des
Dreieckes im  ¸2  sehen:

g

h

g

Das Rechteck mit der Grundlinie  g  und der Höhe  h  wird durch eine Diagonale in zwei dek-
kungsgleiche Dreiecke geteilt. Somit hat ein rechtwinkliges Dreieck den Flächeninhalt

Fl(rechtwinkliges Dreieck)=
g.h
2

.

Mit Hilfe der Scherung erkennt man, dass diese Formel auch für nicht-rechtwinklige Dreiecke gilt.

Polygone und Polyeder

Definition:
Eine ebene Fläche, welche durch endlich viele gerade Strecken begrenzt ist, heißt Polygon.
Ein 3-dimensional räumlicher Körper, welcher durch endlich viele ebene Flächen (das sind dann
Polygone, deren Begrenzungsstrecken Kanten genannt werden) begrenzt ist, heißt Polyeder.
Zwischen der Anzahl der Ecken, der Kanten und der Begrenzungspolygone eines konvexen
Polyeders besteht eine berühmte Relation, die sogenante Eulersche Polyederformel:

Anzahl der Ecken + Anzahl der Flächen = Anzahl der Kanten + 2 .
Diese Formel kann elementar bewiesen werden (was wir hier aber nicht durchführen wollen).
Beispiele:
1. Der Symplex (=dreieckige Pyramide):

Anzahl der Ecken = 4, Anzahl der Flächen = 4, Anzahl der Kanten + 2 = 6+2 = 8.
2. Der Würfel:

Anzahl der Ecken = 8, Anzahl der Flächen = 6, Anzahl der Kanten +2 = 12+2 = 14.

Die Flächeninhalte von Polygonen (und damit die Inhalte der Oberflächen von Polyedern)  und die
Volumina von Polyedern können elementar berechnet werden.
Um den Flächeninhalt eines Polygons zu berechnen zerlegt man das Polygon in Dreiecke.
Um das Volumen eines Polyeders zu berechnen, zerlegt man das Polyeder in dreieckige Pyrami-
den.
Mit diesem Lösungsschema kann man als Lehrer viele schöne Übungsaufgaben zusammenstellen.
Leonhard Euler (1707-1783)  Portrait

(17) Nach Archimedes bestimmen wir das Volumen der Halbkugel
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y y

r

y-r-r r r

r r

d

x
Wir betrachten
(1) links eine Halbkugel mit dem Radius  r  und
(2) rechts jenen Körper, der entsteht, wenn aus einem Kreiszylinder mit Radius  r  und Höhe  r

ein Kegel mit Radius  r  und Höhe  r  weggenommen wird.
In der Höhe  y  schneiden wir aus beiden Körpern eine Scheibe sehr kleiner Dicke  d  heraus.
Die Scheibe aus der Kugel hat das Volumen

r2.p.d=x2.p.d=(r2-y2).p.d.
Die Scheibe aus dem Zylinder minus dem Kegel hat das Volumen

r2.p.d-y2.p.d=(r2-y2).p.d.
Somit sind die Volumina der beiden Scheiben gleich.
Daraus folgt - ähnlich wie beim Prinzip von Cavalieri -

VolHalbkugel=VolZylinder-VolKegel=r2.p.r-r2.p.
r
3=2.r3. p

3
.

Also bekommen wir für das Kugelvolumen die Formel

VolKugel=
4.r3.p

3
.

(18) Zusammenhang zwischen Oberfläche und Volumen der Kugel

Gi

r

Ki

Man kan sich die Kugel in lauter Kegel  Ki  zerlegt denken, deren Spitzen im Kugelmittelpunkt
liegen und deren Grundflächen  Gi  jeweils einen kleinen Teil der Kugeloberfläche bilden. Wegen
der Kleinheit dieser Grundflächen können sie als kleine ebene Flächen  Gi  betrachtet werden. Es
ist also

Kugel=K1•K2•9•Kn.
Daher ist dann das Kugelvolumen

VolKugel=VolK1+VolK2+9+VolKn=[Volumsformel für Kegel]=

=FlG1.
r
3
+FlG2.

r
3
+9+FlGn.

r
3
=

=(FlG1+FlG2+9+FlGn).
r
3
=OberflächeKugel.

r
3

.

Mit der Formel von  1.1.(17)  folgt

OberflächeKugel=
3
r .VolKugel=4.r2.p= das Vierfache der Fläche eines Grosskreises auf

der Kugel.
Beachten Sie die Analogie zwischen den Vorgangsweisen bei 1.1.(16)  und bei  1.1.(18)!
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Wir können die archimedische Methode leicht verallgemeinern, um
(18a) das Volumen der Kugelkalotte und der Kugelzone

zu bestimmen.

h

-r-r r r

r r

Q*K*

h

Sei die K* jener Teil der Halbkugel, dessen Punkte  z-Koordinaten haben, welche zwischen  0
und  h  (mit  0<h<r)  liegen, also

K*≠{(x, y, z):x2+y2+z2≤r2  und  0≤z≤h}.
Dasselbe Volumen wie  K*  hat wiederum nach der Idee von Archimedes der Körper  Q*, welcher
entsteht, wenn man vom Zylinder von Radius  r  und der Höhe  h  den Kegel vom Radius  h  und
der Höhe  h  wegnimmt.
Es ist also

Vol (K*)=r2.p.h-
h2.p.h

3
=h.p.(r2-

h2

3
).

Die Kugelkalotte

h

-r-r r r

r r

Q*K*

h

Kal≠{(x, y, z):x2+y2+z2≤r2  und  h≤z≤r}  hat demnach das Volumen

Vol Kal=VolHalbkugel-Vol (K*)=2.r3. p
3
-h.p.(r2-

h2

3
)=p.

2.r3-3.r2.h+h3

3
.

Ist  0<h1<h<r, so hat die Kugelzone

-r r

r

h
h1

KZ≠{(x, y, z):x2+y2+z2≤r2  und  h1≤z≤h}=
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={(x, y, z):x2+y2+z2≤r2, 0≤z≤h}\{(x, y, z):x2+y2+z2≤r2, 0≤z≤h1}
ist die Differenz zweier Kugelkalotten und hat demnach das Volumen

Vol KZ=h.p.(r2-
h2

3
)-h1.p.(r2-

h1
2

3
)=p.

3.r2.(h-h1)-(h3-h1
3)

3
.

Ist  0<h<r, so heißt die Menge
KS≠{(l.x0, l.y0, l.z0):x0+y0+z0=r2  und  h≤z0≤r}  ein Kugelsektor.

-r r

r

h

Wir denken uns einen solchen Kugelsektor in naheligender Weise als Vereinigung einer
Kugelkalotte mit einem Kegel.
Die diesbezügliche Kugelkalotte hat das Volumen

V1=p.
2.r3-3.r2.h+h3

3
  und der Kegel hat das Volumen

V2=(r2-h2).p.
h
3

.

Somit hat der Kugelsektor das Volumen

VKS=V1+V2=p.
2.r3-3.r2.h+h3

3
+(r2-h2).p.

h
3
=

=p.
2.r3-3.r2.h+h3+r2.h-h3

3
=p.(2.r2-2.r.h).

r
3

.

Analog wie wir den Zusammenhang zwischen Oberfläche und Volumen der Kugel erschlossen
haben, bekommen wir nun für die gekrümmte Fläche der Kugelkalotte den Flächeninhalt

FKal=p.(2.r2-2.r.h)=2.r.p.(r-h).

Daraus wiederum ergibt sich für die gekrümmte Fläche der Kugelzone der Flächeninhalt
FKZ=2.r.p.(r-h1)-2.r.p.(r-h)=2.r.p.(h-h1)

als Differenz zweier Kalottenflächen.
Die Formel dieses Zonen-Flächeninhaltes ist auch die Formel für den Flächeninhalt des Mantels
eines Zylinders mit Radius  r  und Höhe  h-h1. Somit gilt der folgende

Hilfssatz:
Schreibt man um eine Kugel mit Radius  r  einen Zylinder mit Radius  r, und schneidet man
senkrecht zur Zylinderachse mit zwei Ebenen  e, e1  im Abstand  h-h1  sowohl den Zylinder als
auch die Kugel, so hat der entstehende Zylindermantel  F2  denselben Flächeninhalt wie die
krumme Fläche  F1  der entstehenden Kugelzone.
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-r r

r

h
h1

e

e1

F1F2

Die geographischen Koordinaten auf einer Kugelfläche
Die Menge

K={(x, y, z):x2+y2+z2=r2}
ist eine Kugelfläche vom Radius  r  um den Mittelpunkt  (0, 0, 0).
In der Geographie verwendet man Altgradæ[0, 360]  als Winkelmaß.
Man beachte beim Verwenden eines Taschenrechners, das man bei der Verwendung von Winkel-
funktionen von Radian auf Altgrad umstellen muß. Die Wunkelfuntionen beziehen sich dann auf
Winkel, welche in Altgrad gemessen werden.
Der mittlere Erdradius wird mit  r§6300 km  angesetzt.
Ist  -90<b<90, so schneidet die Ebene mit der Gleichung

z=sin (b)
den Breitenkreis

Kb={(x, y, z):x2+y2+z2=r2, z=sin (b)}  aus der Kugelfläche.

Äquator

15o nörliche Breite

30o nörliche Breite

45o nörliche Breite

15o südliche Breite

30o südlichee Breite

45o südliche Breite

Nordpol

Südpol

Erdachse

b=45o

Ist  -180<j≤180, so schneidet die Ebene mit der Gleichung
x.sin (j)=y.cos (j)

den Meridiankreis
Mj={(x, y, z):x2+y2+z2=r2, x.sin (j)=y.cos (j)}  aus der Kugelfläche.

Es ist
Mj=Mj+180

und jeder Meriadiankreis geht sowohl durch den Nord- als auch den Südpol der Kugel.
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Die Breitenkreise sind mit Ausnahme des Äquators sogenannte Kleinkreise, d.h. ihr Radius ist
kleiner als der Kugelradius. Die Meriadiankreise und der Äquator sind sogenannte Großkreise,
d.h. ihr Radius ist gleich dem Kugelradius und ihr Mittelpunkt ist der Kugelmittelpunkt.

Unter dem Meridianhalbkreis  Hj  zum Winkel  j  verstehen wir jene von
N=(0, 0, r) (Nordpol)  nach
S=(0, 0, -r) (Südpol)  gehende Hälfte von  Mj, welche durch den Äquatorpunkt
Q=(r.cos (j), r.sin (j), 0)  geht.

Äquator

M
eridian

Breitenkr
eis

Nordpol

Südpol

Mit Ausnahme des Nordpols  N  und des Südpols  S  ist jedem Kugelflächenpunkt  P  eindeutig
ein Breitenkreis  Kb  und ein Meridianhalbkreis  Mj  zugeordnet, auf deren Schnittpunkt  P
liegt. Man nennt  b  die geographische Breite  und  j  die geographische Länge von  P.

Historie: Geographische Koordinaten hatte schon
Claudios Ptolomaios (87-150)  Portrait
gefordert.
Breitenbestimmungen waren einfach. Jedoch die Längenbestimmung machte wegen ungenauer
Uhren grosse Scwierigkeiten.
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(19) Die Mantelfläche eines geraden Kreis-Kegelstumpfs

      

S

s

U

u

R

Hh

S
s

a

r

Wir betrachten einen geraden Kegelstumpf mit einem Basiskreis, welcher den Radius  R,  und
einem Deckkreis, welcher den Radius  r  hat. Die Höhe des Ausgangskegels sei  H  und die Höhe
des weggeschnittenen Kegels sei  h.
Der Umfang des Basiskreises ist

U=2.R.p  und der Umfang des Deckkreises ist
u=2.r.p.

Der halbe Öffnungswinkel des Kegels ist  a, wobei laut Skizze

tan (a)=
R-r
H-h

=
R
H=

r
h .

Die Mantellinienlänge des Ausgangskegels ist

S=accbbbbcR2+H2  und die Mantellinie des weggeschnittenen Kegels ist

s=accbbbcr2+h2 .
Demnach ist die Mantelfläche des Ausgangskegels gleich

2.U.S  und die Mantelfläche des weggeschnittenen Kegels ist

2.u.s.
Die Mantelfläche des Kegelstumpfes ist daher

F=2.U.S-2.u.s=2.(2.R.p.accbbbbcR2+H2-2.r.p.accbbbcr2+h2 )=

=p.(R.H.accbccccccR2

H2+1-r.h.accbcccccr2

h2+1 )=
=p.(R.H.accbbbbbbbc1+tan2 (a)-r.h.accbbbbbbbc1+tan2 (a))=
=p.accbbbbbbbc1+tan2 (a).(R.H-r.h).

Nun ist
R:H=r:h, also
r.H=R.h.

Somit bekommen wir
R.H-r.h=[wir erzeugen mit  R.h  ein sog. "Teleskop"]=
=R.H-R.h+R.h-r.h=R.H-R.h+r.H-r.h=
=R.(H-h)+r.(H-h)=(H-h).(R+r).

Dies wiederum ergibt

F=p.accbbbbbbbc1+tan2 (a).(R.H-r.h)=p.accbbbbbbbc1+tan2 (a).(H-h).(R+r).
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(20) Die flächentreue Abbildung der Kugelfläche auf den Zylinder (=Lambertsche
Zylinderprojektion)
Umschliesst man eine Kugelfläche  S3  vom Radius  R  mit einem Kreiszylindermantel  Z  des glei-
chen Radius, so kann man die Punkte der Kugelfläche senkrecht zur Zylinderachse auf den
Zylindermantel projizieren.
Dabei wird ein Punkt  PS auf der Kugelfläche zuerst senkrecht zur Zylinderachse auf die Zylinder-
achse projiziert, was den Punkt  PA  auf der Zylinderachse ergibt. Sodann wird der Punkt  PS  vom
Punkt  PA  aus auf den Zylindermantel projiziert, was den Punkt  PZ  ergibt.

PS

PA

PZ

x-Achse

Somit haben wir die Projektion
(21) p:S3–Z:PS—PZ  definiert.

Diese Projektion ist flächentreu, das heisst Teilstücke  A  der Kugelfläche werden durch  p  in
Teilstücke  p(A)  des Zylindermantels übergeführt, wobei  A  und  p(A)  denselben Flächeninhalt
haben.
Man sieht dies so:

Wir denken uns die Kugelfläche aus lauter Kegelstumpfmänteln mit sehr kleinem
Dx=H-h  zusammengesetzt.

Den Kugelmittelpunkt  M denken wir uns auf der  x-Achse gelegen und in der  x-z-Ebene wählen
wir einen Punkt  U  auf der Kugelfläche. Seine Projektion auf die  x-Achse möge  A  heissen. Den
Ursprung  O  legen wir so, dass die Tangente in der  x-z-Ebene an die Kugel im Punkt  U  durch
den Ursprung geht. Dann hat der Punkt  A  eine  x-Koordinate, welch wir mit  x   bezeichnen.

r(x)

x-Achsex

R

x+Dx
a

r(x+Dx)
a

O A

M

U

Der sehr kleine Flächeninhalt eines solchen Kegelstumpfmantels ist dann nach der oben
abgeleiteten Formel für den Kegelstumpfmantel gleich
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(22) DF=p.accbbbbbbbc1+tan2 (a).(H-h).(R+r)=

=p.accbbbbbbbc1+tan2 (a).Dx.(r(x+Dx)+r(x))§[hier wird  r(x+Dx)=r(x)  genommen]§

§p.accbbbbbbbc1+tan2 (a).Dx.2.r(x).

M

U

A

x

a

a

r(x)

O
t

Mit  t≠d(A, M) ist nun

r(x)=accbbbcR2-t2.
Das Dreieck  UOA  ist dem Dreieck  MUA  ähnlich und daher ist

tan (a)=
r(x)

x =
t

r(x)
=

t

accbbbcR2-t2
.

Es folgt

DF§p.accbbbbbbbc1+tan2 (a).Dx.2.r(x)=p.
R

accbbbcR2-t2
.Dx.2.accbbbcR2-t2=2.R.p.Dx.

Dies ist aber gerade der Flächeninhalt des Mantels des Zylinders mit Radius  R  und Höhe  Dx.

x-Achse

R

Dx

x+Dxx

Es wird also durch  p  der Kugelflächenring
SRing≠{(a, b, g):a2+b2+g2=1  und  x≤a≤x+Dx}

auf den flächengleichen Zylindermantelring
ZRing≠{(a, b, g):b2+g2=1  und  x≤a≤x+Dx}  abgebildet.

Teilt man nun (siehe Skizze unten!) den Kugelflächenring radial in  n  gleiche Teile  S*, so hat
jeder dieser Teile den gleichen Flächeninhalt

Fl(S*)=
DF
n .

Bei der Projektion  p  gehen diese  n  Teile  S*  in  n  Teile  Z*  des Zylindermantelringes über,
welche wiederum aus Symmetriegründen alle denselben Flächeninhalt haben.
Somit hat auch jeder Teil  Z*  den Flächeninhalt
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Fl(Z*)=
DF
n .

R

S*

Z*(nur in der Projektion sichtbar)

Ist nun WœS3  eine beliebige Teilfläche der Kugeloberfkläche  S3, deren Flächeninhalt
Fl(W)   mit Hilfe von Exhaustion durch Teile vom Typus  S*  bestimmt werden kann,

so geht diese Fläche bei der Projektion  p  in eine Teilfläche
p(W)œZ  des Zylindermantels über. Die Exhaustion von  W  geht dabei in eine Exhaustion

durch Teile vom Typus  Z* von  p(W)  über, wobei einander entsprechende Teile
S*  und  Z*=p(S*)  jeweils den gleichen Flächeninhalt haben.

Somit folgt
(23) Fl(W)=Fl(p(W)).

Der Witz der ganzen  Vorgangsweise liegt nun darin, dass der Flächeninhalt
Fl(p(W))  wesentlich leichter bestimmt werden kann als der Flächeninhalt  Fl(W), da der

Zylindermantel flächentreu in die Ebene abgewickelt werden kann, und dann ist nur mehr der
Flächeninhalt des dann ebenen Flächenstückes  p(W)  zu messen.

(24) Beispiel (Der Inhalt eines "kleinen" Kreises auf der Erdoberfläche):
Wir bestimmen den Flächeninhalt einer Kugelkalotte  k  vom Radius  r, welcher "krummlinig" ge-
messen wird (Auf der Erde merkt man bei Kreisen mit kleinem Radius  r  nicht, daß der Radius  r
krummlinig gemessen wird.).

R

r

a H

Erdradius R§6 360 km

Die Höhe der Kugelkalotte beträgt
H=R-R.cos (a)=R.(1-cos (a)), mit

a=2.p.
r

2.R.p
=

r
R .

Somit hat der Zylinder
p(k)  ebenfalls die Höhe  H  und daher gilt

(25) Fl (k)=Fl (p(k))=2.R.p.H=2.R2.p.(1-cos (a)).

Für  r<<  R bekommen wir eine sehr kleine Winkelmasszahl  a  und somit
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1-cos (a)=1-(1-a2

2! +
a4

4! 9)§a2

2! =
r2

R2.2
.

Es folgt
(26) Fl (k)=2.R2.p.(1-cos (a))=r2.p.

Dies bedeutet: Auf der Erde spielt für  Fl (k)  bei kleinem  r  der Radius  R  keine Rolle.

Flächeninhalt von Mantelflächen von Rotationskörpern
Wir denken uns eine Rotationsfläche aus lauter Kegelstumpfmänteln mit infinitesimal kleinem

dx=H-h  zusammengesetzt.

Rotationsachse

r

xa bx+dx

r(x) r(x+dx)

Der infinitesimal kleine Flächeninhalt eines solchen Kegelstumpfmantels ist dann gleich

dF=p.accbbbbbbbc1+tan2 (a).(H-h).(R+r)=
=[R+r  geht in  2.r(x)  über und  tan (a)=r@(x)]=

=p.accbbbbbb1+r@2 (x).2.r(x).dx.
Somit ergibt sich als Flächeninhalt der gesamten Rotationsfläche

(27) Frot=2.p.1accbbbbbb1+r@2 (x).r(x) dx.

(28) Beispiel: Sei  a=0 und  0<b  und  r(x)=x2.

0 b

Dann folgt

r@(x)=2.x  und daher  accbbbbbb1+r@2 (x)=accbbbbcc1+4.x2 .
Der Inhalt der Rotationsfläche ist somit
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Frot=Taccbbbbcc1+4.x2.2.p.x2 dx.

Wir substituieren:  2x=sinh (t)  und somit gehen die Grenzen
x=0  in  t=0  sowie  x=b  in  t=arsinh (2b)Fu  über.

Aus

accbbbbcc1+4.x2   wird  cosh (t)  und aus  x2  wird  4.sinh2 (t).

Aus  dx wird  2.cosh (t) dt.
Somit ist

Frot=T.Vcosh2 (t).sinh2 (t) dt=T.V( e+t+e-t

2 .
e+t-e-t

2 )2
dt=

= p

64
.V(e2t-e-2t)2 dt= p

64
.V(e4t-2+e-4t) dt=

= p

64
.V(e4t+e-4t) dt- p

64
.2.Vdt= p

32
.Vcosh (4t) dt- p

32
.u=

= p

128
.sinh (4u)- p

32
.u.

(29) Beispiel: Sei  a=-R und  b=R  und  r(x)=accbbbbR2-x2.
Wir berechnen also die Oberfläche der Kugel mit Radius  R. Es gilt

r@(x)=
-x

accbbbbR2-x2
  und daher  accbbbbbb1+r@2 (x)=

R

accbbbbR2-x2
.

Der Inhalt der Rotationsfläche ist somit

Frot=1accbbbbbb1+r@2 (x).2.p.r(x) dx='
-R

R

2.p.R.
accbbbbR2-x2

accbbbbR2-x2
 dx=4.p.R2.

(30) Übung: Man berechne den Flächeninhalt des Mantels eines Rotationskegels
1. elementar aus einer Abwicklung des Mantels in die Ebene,
2. nach der Formel für Rotationsflächen.

(31) Die Determinante, als Volumen gedeutet
Wir erinnern uns, dass eine Determinante ihren Wert nicht ändert, wenn in der ihr zugrunde liegen-
den Matrix ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert wird.
Hat man nun eine  (2, 2)-Matrix

(a11

a21

a12

a22

)=(a1 z a2)

mit Spaltenvektoren
a1=(a11, a21)  und  a2=(a12, a22)

vorgegeben, so spannen diese beiden Spaltenvektoren ein Parallelogramm  P=[O, A, B, C]  in
der Ebene auf.
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B"

B

a2

a1

A

C B'

A'O

l.a2

B'

A'O

CC"

a2

a1'

m.a1'

a2'

a1

a1'

Dieses Parallelogramm führen wir nun in ein flächengleiches Rechteck  R=[O, A@, B”, C”], wie
aus obiger Skizze ersichtlich, über:
1. Schritt:  Das Parallelogramm  P=[O, A, B, C]  in das Parallelogramm  P@=[O, A@, B@, C]
durch Addieren eines passenden  l-fachen von  a2  zu  a1.
Das neue Parallelogramm  P@=[O, A@, B@, C]  wird von den Vektoren

a1@≠a1+l.a2  und
a2  aufgespannt.

Der Vektor  a1@  hat die Form
a1@=(a, 0)  mit  aæ¸.

2. Schritt:  Das Parallelogramm  P@=[O, A@, B@, C]  in das Rechteck   R=[O, A@, B”, C”]
durch Addieren eines passenden   m-fachen von  a1@  zu  a2.
Das Rechteck  R=[O, A@, B”, C”]  wird von den Vektoren

a1@  und
a2”≠a2+m.a1@  aufgespannt.

Der Vektor  a2@  hat die Form
a2@=(0, b)  mit  bæ¸.

Wie aus der Zeichnung ersichtlich, hat das Parallelogramm
P  denselben Flächeninhalt wie das Parallelogramm  P@

und das Parallelgramm
P@  hat denselben Flächeninhalt wie das Rechteck  R.

Somit ist
(3) Flächeninhalt (P)=Flächeninhalt (R).
Wir erinnern uns nun, dass eine Determinante ihren Wert nicht ändert, wenn in der ihr zugrunde
liegenden Matrix ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen Spalte addiert wird. Daraus folgt

(4) Det (a11

a21

a12

a22

)=Det (a1 z a2)=Det (a1+l.a2 z a2)=Det (a1@ z a2)=Det (a1@ z a2+m.a1)=

=Det (a1@ z a2@)=Det(a

0

0

b
)=a.b=Flächeninhalt (R).

Somit folgt aus  (3)  und (4), dass

(5) Det (a11

a21

a12

a22

)=Flächeninhalt (P).

Hätten wir die Spalten von  (a11

a21

a12

a22

)  von Anfang an vertauscht, aber sonst dieselbe Prozedur

vorgenommen, so hätten wir



3 3

1. Kapitel: Propädeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

R.Liedl: Volumen und Oberfläche Mon, 27. Aug 1956  20:39:51 Uhr

Det (a11

a21

a12

a22

)=-Flächeninhalt (P)  bekommen.

Es gilt also ganz allgemein

Flächeninhalt (P)=|Det (a11

a21

a12

a22

)| .

Es ist klar, dass man in höheren Dimensionen zu einem analogen Resultat kommt.
Da die Determinante sich bei der Transposition einer Matrix nicht ändert, bekommen wir so:

(32) Satz:
Die Determinante einer (n, n)-Matrix ist bis auf das Vorzeichen gleich dem n-dimensionalen Volu-
men des von den Spaltenvektoren (Zeilenvektoren) der Matrix aufgespannten Parallelepipeds.

(33) Flächeninhalt und affine Verzerrungen:

e1

e2

e2
*

e1
*

b

affine Verzerrung (=Abbildung)

Eine (nicht ausgeartete) affine Verzerrung der Ebene  ¸2  ist eine Funktion des Typus
a:¸2–¸2:(x, y)=x.e1+y.e2—x.e1

*+y.e2
*+b,wobei

e1
*=(a11, a21)  und  e2

*=(a12, a22)  linear unabhängige Vektoren und
b=(b1, b2)  ein beliebiger Vektor ist.

 Es ist also

a(x

y
)=x.e1

*+y.e2
*+b=x.(a11

a21

)+y.(a12

a22

)+(b1

b2

)=(x.a11

x.a21

)+(y.a12

y.a22

)+(b1

b2

)=

=(x.a11+y.a12

x.a21+y.a22

)+(b1

b2

)=(a11

a21

a12

a22

).(x

y
)+(b1

b2

).
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Mit

A≠(a11

a21

a12

a22

)=(e1
*z, e2

*),  x≠(x

y
)  und  b≠(b1

b2

),

hat also eine affine Verzerrung die Form
a:¸2–¸2:x—A.x+b.

b

G

H

R

P

Ein für eine Exhaustion verwendetes Reckeck  R, mit dem
linken unteren Eckpunkt (r, s),
rechten unteren Eckpunkt (r+h, s),
linken oberen Eckpunkt (r, s+k)  und
rechten oberen Eckpunkt (r+h, s+k)

geht bei der affinen Verzerrung in das Parallelogramm   P  über, wobei dieses
die Eckpunkte

a(r, s)=A.(r, s)+b=A.(r.e1+s.e2)+b=r.e1
*+s.e2

*+b,
a(r+h, s)=A.(r.e1+s.e2+h.e1)+b=r.e1

*+s.e2
*+h.e1

*+b,
a(r, s+k)=A.(r.e1+s.e2+k.e2)+b=r.e1

*+s.e2
*+k.e2

*+b  und
a(r+h, s+k)  hat.

Es wird also von den Vektoren

a(r+h, s)-a(r, s)=h.e1
*=h.(a11

a21

)  und

a(r, s+k)-a(r, s)=k.e2
*=k.(a12

a22

)
aufgespannt und hat daher den Flächeninhalt

(35) Fl(P)=h.k.|Det (a11

a21

a12

a22

)|.

Sei nun eine Familie
{Rl}læL

von Rechtecken gegeben, welche zur Exhaustion eines Bereiches
Bœ¸2  dient.
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Durch die affine Verzerrung entsteht aus der Familie  {Rl}læL  von Rechtecke eine Familie
{Pl}læL  von Parallelogrammen, welche eine Exhaustion des durch affine Verzerrung von

G  entstandenen Bereiches  H  darstellt.
Der Exhaustions-Näherungswert für den Flächeninhalt des Bereiches  G  ist

MNO
læL

Fl(Rl)=MNO
læL

hl.kl§Fl(G).

Der Exhaustions-Näherungswert für den Flächeninhalt von  H  ist

MNO
læL

Fl(Pl)=MNO
læL

hl.kl.|Det (a11

a21

a12

a22

)|=|Det (a11

a21

a12

a22

)|.MNO
læL

hl.kl§Fl(H),

woraus wir sehen, daß

(36) Fl(H)=|Det (a11

a21

a12

a22

)|.Fl(G)    gilt.

Die Lineare Algebra (lineare Abhängigkeit, Basen, Dimension, reeller Vektorraum,
Determinantenrechnung, ...) und deren Zusammenhang mit der Ausdehnungslehre wurde von

Hermann Günter Grassman (1809-1877) Portrait

eingeführt, aber von seinen grossen Zeitgenossen (Gauss, Möbius) nicht als bedeutend erkannt.

Erst Guiseppe Peano (1858-1932) Portrait

machte das Werk Grassmans einer breiten Öffentlichkeit zugängig.
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§2. Systematische Flächen - und  Volumsberechnung

1. Elementare Integration

Wie bereits gesagt, der Inhalt eines krummlinig begrenzten Flächenstückes  F  wird abgeschätzt,
indem ein geradlinig begrenztes Flächenstück  F1  eingeschrieben (Exhaustion!)  und ein gerad-
linig begrenztes Flächenstück  F2  umgeschrieben wird. Es ist dann
(3) Fl (F1)≤Fl (F)≤Fl (F2).
Diese Ungleichung galt in den Anfängen der Mathematik als evident (in der Antike bezeichnete
man eine solche Evidenz als Axiom - heute ist ein Axiom eine Definition oder ein Teil einer Defini-
tion), erst später diente sie zur Definition von  Fl (F).
Es fällt auf, dass zur Definiton von  Fl (F)  durch  (3)  der Begriff des Infimums bzw. des Supre-
mums verwendet werden muss:

Fl (F)≠inf {Fl (F2)|FœF2  und  F2  ist geradlinig begrenzt}  bzw.
Fl (F)≠sup {Fl (F1)|FŒF1  und  F1  ist geradlinig begrenzt}.

In der Tat war auch dies für die Griechen der Antike bereits unproblematisch, wenn auch die ent-
spechenden Begriffsbildungen expressis verbis nicht vorhanden waren.
Der grosse Vorteil dieser Exhaustionsmethode liegt darin, dass die Intuition schon sehr starke
Sätze bereitstellen kann. Sie ist ist daher die Methode der ersten Wahl für die Schule.
Für die Volumsbestimmung eines krummflächig begrenzten Körpers im  ¸n  geht man analog vor.
Dabei wird z.B. für Flächen im  ¸2  als unmittelbar einsichtig postuliert:

(a) Der Flächeninhalt von Rechteckflächen (bzw.Quadern)
ist Länge mal Breite (bzw. L.B.H).

(b) Der Flächeninhalt kongruenter Flächen (bzw. Körper) ist gleich.
(g) Der Flächeninhalt zusammengesetzter Flächen (bzw. Körper) ergibt sich als Summe

der Flächeninhalte (bzw. der Volumina) der Teile.
Will man jedoch  (a), (b), (g)  begründen (etwa von der Lebesgue'schen Masstheorie aus), so
erweisen sich diese Tatsachen als höchst nichttrivial.

Die Exhaustionsmethode liegt auch dem sog. elementaren Integralbegriff zugrunde.

a
b

ai-1 ai

mi

Mi
f

Sei  f:[a, b]–¸  stetig  und  f(x)≥0  für  alle  xæ[a, b].
Wir unterteilen nun beliebig das Intervall  [a, b]  in kleinere Teilintervalle  [ai-1, ai]œ[a, b]
durch eine sogenannte Zerlegung

Z: a=a0<a19<an=b.
Da  f  als stetig vorausgesetzt ist, nimmt  f  über jedem dieser Teilintervalle  [ai-1, ai]  ein
Minimum  mi  und ein Maximum  Mi  an.
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So bekommen wir als Näherungen des Wertes des Integrals eine sogenannte Untersumme zur
Zerlegung  Z  mit

�Z(f)≠#mi.(ai-ai-1)  sowie

die Obersumme zur Zerlegung  Z  mit

�Z(f)≠#Mi.(ai-ai-1).

Diese beiden Zahlen entsprechen der Summe der Flächeninhalte der Rechtecke
ri≠[ai-1, ai]fi[min {0, mi}, max {0, mi}]  bzw.
Ri≠[ai-1, ai]fi[min {0, Mi}, max {0, Mi}],

wobei allerdings Flächeninhalte von Rechtecken  ri  bzw.  Ri, welche unterhalb der  x-Achse liegen
negativ gezählt werden.
Bildet man die Stufenfunktionen

�:[a, b]–¸:x—{mi

beliebig

falls xæ(ai-1, ai)

falls x ein Unterteilungspunkt ist
 ,

und

�:[a, b]–¸:x—{Mi

beliebig

falls xæ(ai-1, ai)

falls x ein Unterteilungspunkt ist
 ,

so ist

1�(x) dx≠�Z(f)  und  1�(x) dx≠�Z(f)  die einfachste Version einer Integration,

nämlich die Integration über Stufenfunktionen.

a b

obere Schranke von  f

untere Schranke von  f

S

s

ai-1 ai

mi

Mi

Der Zusammenhang mit der Exhaustionsmethode geht aus der obigen Skizze hervor.

Die zu einer Unterteilung  Z  gehörige Untersumme bzw. Obersumme gestatten eine Abschätzung

des zu berechnenden Integrals 1f(x) dx, nämlich durch die Ungleichungen

(3) �Z(f)≤1f(x) dx≤�Z(f).

In der modernen Analysis wird aber  (3)  verwendet, um den Wert von  1f(x) dx  überhaupt zu

definieren. Dies geschieht folgendermaßen:

(1) Definition:
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Ist  f:[a, b]–¸  eine stetige Funktion, so ist

1f(x) dxæ¸

j e n e  Zahl, für welche bei  j e d e r  Unterteilung  Z  von  [a, b]  gilt

�Z(f)≤1f(x) dx≤�Z(f).

Man muß natürlich in der Hochschulmathematik zeigen, daß durch diese Defintion die Zahl

1f(x) dxæ¸  eindeutig bestimmt ist.

Dies ist aber keine schwierige Sache, wenn man weiß, daß stetige Funktionen über einem abge-
schlossenen Intervall gleichmäßig stetig sind.

In der Schule darf man annehmen, daß die eindeutige Existenz von  1f(x) dx unmittelbar klar ist:

1f(x) dx  wird einfach als

1f(x) dx≠Fl(fpos)-Fl(fneg)  laut Skizze eingeführt, wobei  Fl(fpos)  und  Fl(fneg)

Flächeninhalte sind, welche mittels Exhaustion erklärt sind.

a
b

f

fpos

fneg

 Die Ungleichung  (3)  dient in der Schule nur Abschätzung des Wertes von  1f(x) dx.

Achtung:  Bei Integranden  f, die nicht nur positive Werte annehmen, werden Flächestücke, wel-
che unter der  x-Achse liegen, negativ gezählt. Dies hat viele Vorteile. Ohne diese Eigenschaft des
Integrals hätten wir z.B. nicht:

1.) 1(f(x)+g(x)) dx=1f(x) dx+1g(x) dx,

2.)      Aus  F(x)≠‡f(x) dx    folgt  F@(x)=f(x)  (Satz von der Ableitung eines Integrals

nach der oberen Grenze).

Will man aber sowohl den Flächeninhalt von
fpos={(a, b):a≤a≤b  und  0<b<f(a)}

als auch von
fneg={(a, b):a≤a≤b  und  0>b>f(a)}

positiv zählen, so muß man das Integral
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1|f(x)| dx  berechnen.

Dies geschieht meistens so, daß man das Integrationsintervall in Teilintervalle zerlegt, über denen
die Funktion  f  keinen Vorzeichenwechsel hat. Über den einzelnen Teilintervallen hat man dann
höchstens eine Vorzeichenkorrektur zu berücksichtigen.
Beispiel:

'
-2p

p

|sin (x)| dx='
-2p

-p

sin (x) dx-'
-p

0
sin (x) dx+'

-0

p

sin (x) dx.

-2p -p p0

sin

Georg Friedrich Berhard Riemann (1826)-1866) Portrait

(2) Der Geltungsbereich des elementaren Integrals
Das elementare Integral dient zur Berechnung von

1f(x) dx  für stetige Funktionen  f:[a, b]–¸ mit  a, bæ¸  und  a≤b.

Für die praktische Berechnung ist entweder
a. die Kenntnis einer Stammfunktion  F  von  f  notwendig um dann sehr einfach

1f(x) dx=F(b)-F(a)  rechnen zu können oder

b. der Einsatz einer numerischen Methode angebracht. Die elementaren numerischen
Methoden wie die Simpsonregel sind schon äusserst effizient und sollten in der Schule besprochen
und mit Hilfe des Taschenrechners angewandt werden.

(3) Bemerkungen
(a) Gibt es keine Stammfunktion von  f  in dem Sinne, dass man  F  nicht mit Hilfe der elementar-
transzendenten Funktionen  exp, ln, cos, sin, arccos, arcsin ausdrücken kann, so wird in einigen
wichtigen Fällen eine neue transzendente Funktion

F(x)≠#f(t) dt  definiert und tabelliert oder eben bei Gebrauch jeweils neu numerisch

berechnet.

(4) Beispiel:  Die Funktion

Fs:¸–¸:x—vjs(t) dt  mit

js:¸–¸:x—
1

s.accb2.p
.exp (- x2

2.s2 )  (sæ�)

heisst Gauß'sches Fehlerintegral  zur Streuung  s. Diese Funktion lässt sich zwar einfach als
uneigentliches Integral (mit dem Argument der Funktion an der oberen Grenze des Integrals)
hinschreiben, aber nicht durch einen Term mit  exp, ln, cos, sin, arccos, arcsin  ausdrücken.
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Carl Frierich Gauß (1777-1855) Portrait

(b) Für  a=b  und  a>b  wird das elementare Integral in der Schule ad hoc definiert

Üf(x) dx≠0  und  1f(x) dx≠-Öf(x) dx.

Man kann dann für  a, b, gæ[a, b]  (beliebig angeordnet) die Formel

'b
a
f(x) dx+'g

b
f(x) dx='g

a
f(x) dx  beweisen.

Aber auch weitere Theoreme der Integralrechnung sind von dieser Konvention abhängig, so z.B.
der Satz von der Ableitung eines Integrals nach der oberen Grenze.

(c) In natürlicher Weise kann das elementare Integral auf stückweise stetige Funktionen
f:[a, b]–¸  erweitert werden.

Bezeichne  [a, b]œ¸  (a<b)  ein endliches, abgeschlossenes (also kompaktes) Intervall.
Definition: Eine Funktion

f:[a, b]–¸  heißt stückweise stetig, falls es eine Zerlegung
Z≠{[ak-1, ak]}k=1, 2,9, n  des Intervalls  [a, b]  und stetige Funktionen
f1:[a0, a1]–¸, f2:[a1, a2]–¸,9 , fn:[an-1, an]–¸  gibt, sodaß
f(x)=fk(x)  für alle  xæ(ak-1, ak)  gilt.

Die Zerlegung  Z  heißt in diesem Fall eine zu  f  passende Zerlegung (Unterteilung).
Ist der Definitionsbereich einer Funktion  f:I–¸  ein beliebiges Intervall, so heißt die
Funktion  f  stückweise stetig, wenn für jedes endliche, abgeschlossene Intervall

[a, b]œI  (a<b)  die Einschränkung  f|[a, b]  stückweise stetig ist.

a=α0 b=α5α1 α2 α3

α4

keine Elelmente des Graphen von f

Elelmente des Graphen von  f

f1

f2

f3

f4 f5

Man definiert dann

1f(x) dx≠¬f1(x) dx+√f2(x) dx+9+ƒfn(x) dx.

(d) Das elementare Integral wird durch Grenzübergänge zum uneigentlichen (elementaren) Integral
erweitert. Dieses dient zur Defintion und Berechnung von Integralen wie

ëdx
x2 =1, ëdx

x
=Á, q dx

1+x2=p, õ dx

acx
=2, õ dx

x
=Á,

bei denen unbeschränkte Integranden, unbeschränkte Integrationsintervalle und als Ergebnis  ±Á
auftreten können.
Dabei definiert man z.B.:
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ëdx
x2 ≠ lim

M÷Á
'

1

M dx
x2 , ëdx

x
≠ lim

M÷Á
'

1

M dx
x , q dx

1+x2≠ lim
M÷-Á
N÷Á

'
M

N dx
1+x2 ,

õ dx

acx
≠lim

eó0
'
e

1 dx

acx
, õ dx

x
≠lim

eó0
'
e

1 dx
x

, und so hat man dann die uneigentlichen Inte-

grale auf eine elementare Integration zurückgeführt.

Man kann ohne Übertreibung sagen, dass in der Praxis das elementare Integral
mit seinen besprochenen Erweiterungen vollständig ausreicht.
Die praktische Berechnung von Mehrfachintegralen wird auf die Berechnung von
Einfachintegralen zurückgeführt.
Damit ist auch hier das elementare ((((Einfach-))))Integral vollständig ausreichend.

Eine Theorie der Mehrfachintegrale ist jedoch nicht befriedigend durch eine Erweiterung des ele-
mentaren Integralbegriffes auf höherdimensionale Integrationsbereiche zu erreichen. Die höherdi-
mensionalen Integrationsbereiche selbst sind es, welche sich einer eleganten elementaren Beschrei-
bung entziehen. Wir führen daher die Theorie nur für einen (fast immer ausreichenden)  Teil der
möglichen Integrationsbereiche, nämlich für die elementar zusammengesetzten Bereiche
durch, welche wir aber ebenfalls nur in der Ebene  ¸2  und schon nicht mehr im  ¸3  elegant be-
schreiben können. Bei unserer Besprechung des Jordanmasses und des Lebesguemasses können
Sie erfahren, mit welchen Methoden die Theorie der Mehrfachintegrale heute operiert um auch die
höherdimensionalen Integrationsbereiche befriedigend in den Griff zu bekommen.

Bestimmung eines Flächeninhaltes mittels eines 1-dimensionalen Inte-
grals

Sei  [a, b]  ein endliches Intervall und seien
fu, fo:[a, b]–¸  stetige Funktionen, für welche
fu(x)≤fo(x)  für alle  xæ[a, b]  gilt.

Es muss aber nicht - wie der Skizze -  fu(a)=fo(a)  und  fu(b)=fo(b)  gelten.
Wir bestimmen nun den Flächeninhalt der Menge

A≠{(a, b):a≤a≤b  und  fu(a)≤b≤fo(a)}œ¸2.

fu

fo

a b

x+dxx

fo(x)

fu(x)
x

y

Der infinitesimal schmale Streifen mit Grundlinie  [x, x+dx]  und Höhe  fo(x)-fu(x) hat den
infinitesimalen Flächeninhalt

dF=(fo(x)-fu(x)).dx  und daher ergibt die Integration
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(5) Fl(A)=1dF=1(fo(x)-fu(x)) dx  den Flächeninhalt der Fläche  A.

Bestimmung eines Volumens mittels zweier 1-dimensionaler Integrale

Seien  c, d  reelle Zahlen mit  c<d  und  sei
Gœ¸3  ein abgeschlossener beschränkter Körper, für welchen gilt:

(1) Ist  (a, b, g)æG, so folgt  c≤g≤d.
(2) Ist  gæ¸  und gilt  c≤g≤d, so existiert ein Punkt  (a, b, g)æG.
(3) Ist  gæ[c, d], so ist die Menge

Ag≠{(a, b):(a, b, g)æG}œ¸2  nicht leer, und es gibt ein Intervall
[ag, bg]  (mit  ag≤bg)  und stetige Funktionen
fug, fog:[ag, bg]–¸  mit  fug(x)≤fog(x)  für alle  xæ[ag, bg]  und
Ag={(a, b):ag≤a≤bg  und  fug(a)≤b≤fog(a)}œ¸2.

x

y

z

c

d

z

z+dz

G

Az

Die infinitesimale Scheibe, welche von dem Körper  G  durch die mit den zur  x, y - Ebene paralle-
len Begrenzungsebenen bei  z  und  z+dz  abgeschnitten wird, hat das infinitesimale Volumen

dV=Fl(Az).dz  und daher ergibt die Integration

(6) Vol(G)=adV=aFl(Az) dz.

Verwendet man noch die Formel von  1.2.(5),  um  Fl(Az)  zu bestimmen, so kommt man auf die
zweifache Integration

(7) Vol(G)=a('
az

bz
(foz(x)-fuz(x)) dx) dz.

Beispiele:

1 Der Flächeninhalt des Kreises
Wir bestimmen zuerst den Flächeninhalt des Einheitskreises

K1≠{(a, b):a2+b2≤1}.
Wir haben  [a, b]=[-1, 1]  und

fo:[-1, 1]–¸:x—abbbcc1-x2   sowie

fu:[-1, 1]–¸:x—-abbbcc1-x2 .
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Es folgt mit  1.2.(5)

Fl(K1)=Ó2.abbbcc1-x2 dx=[x=sin (t)
dx=cos (t) dt
x=-1≈t=-R
x=+1≈t=+R

]=µ2.cos2 (t) dt.

Auch in der Schule ist es nun besser, dieses Integral nicht mit partieller Integration, sondern mit
Hilfe der folgenden Rechnung zu bestimmen:
(a) 1=cos2 (t)+sin2 (t)  und mit Hilfe des Additionstheorems für den Cosinus
(b) cos (2.t)=cos (t+t)=cos (t).cos (t)-sin (t).sin (t)=cos2 (t)-sin2 (t).
Durch Addition der beiden Formeln folgt

cos (2.t)+1=2.cos2 (t), hingegen durch Subtraktion die ebenfalls brauchbare Formel
1-cos (2.t)=2.sin2 (t).

Wir rechnen also beim Integral weiter:

Fl(K1)=µ2.cos2 (t) dt=µ(cos (2.t)+1) dt=µcos (2.t) dt+µdt=

=p+µcos (2.t) dt=[2.t=s
dt=2 ds
t=-R≈s=-p
t=+R≈s=+p

]=p+2.7cos (s) ds=p.

Nun verzerren wir den Einheitskreis in zwei aufeinander senkrecht stehenden Richtungen mit je-
weils dem Faktor  R  und bekommen so als den Flächeninhalt des Kreises mit dem Radius
R  die Zahl

(8) Fl(Kr)=R2.p.

2 Das Volumen der Kugel
Wir bestimmen zuerst das Volumen der Einheitskugel

K1≠{(a, b, g):a2+b2+g2≤1}.

x
y

z

x

y

z

dx

dy

dz

Q S

D

Dabei demonstrieren wir die praktische Vorgangsweise bei der Berechnung solcher Volumina
Schritt für Schritt.
Sei   (x, y, z)æK1  ein beliebiger Punkt. Wir denken uns in diesem Punkt einen achsenparallelen
Quader  Q  mit den infinitesimal kleinen Kantenlängen  dx, dy, dz  plaziert. Sein Volumen ist
demnach das infinitesimal kleine Volumen
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dVQ=dx dy dz=(dz dy) dx.
Nun betrachten wir den infinitesimal dünnen Stab  S, welcher durch den Punkt  (x, y, z)  parallel
zur  x-Achse verläuft und von dem Kugeloberflächenpunkt

(-abbbbbbccc1-y2-z2 , y , z)  zum Kugeloberflächenpunkt  (abbbbbbccc1-y2-z2 , y , z)  reicht und einen

rechteckigen achsenparallelen Querschnitt mit den infinitesimal kleinen Kantenlängen  dy, dz  hat.
Das Volumen dieses Stabes ist wiederum infinitesimal klein und hat den Wert (Integration entlang
der  x-Richtung über die Volumina  dVQ)

dVS='
-abbbbbbbbb1-y2-z2

abbbbbbbbb1-y2-z2
(dz dy) dx=(dz).('

-abbbbbbbbb1-y2-z2

abbbbbbbbb1-y2-z2
dx).dy.

Nun betrachten wir die infinitesimal dünne Scheibe  D  der Dicke  dz, welche parallel zur  x,y-
Ebene in der Höhe  z  aus der Kugel herausgeschnitten wird. Sie hat eine kreisförmige

Grundfläche und reicht in der  y-Richtung von  -accbccc1-z2  bis  accbccc1-z2. Das Volumen dieser
Kreisscheibe  D  ist wieder infinitesimal klein und hat den Wert (Integration entlang der  y-
Richtung über die Volumina  dVS)

dVD='
-abbbbc1-z2

abbbbc1-z2
(dz).('

-abbbbbbbbb1-y2-z2

abbbbbbbbb1-y2-z2
dx) dy=

=('
-abbbbc1-z2

abbbbc1-z2 ('
-abbbbbbbbb1-y2-z2

abbbbbbbbb1-y2-z2
dx).dy) dz.

Schließlich gibt es solche infinitesimal dünnen Kreisscheiben von  z=-1  bis  z=+1.
Das Volumen der Einheitskugel  K1  ist nun endlich groß und hat den Wert (Integration entlang der
z-Richtung über die Volumina  dVD)

Vol(K1)=Ó('
-abbbbc1-z2

abbbbc1-z2 ('
-abbbbbbbbb1-y2-z2

abbbbbbbbb1-y2-z2
dx).dy) dz.

Nun muß man dieses "3-fach iterierte Integral" sukzessive berechnen, was aber in diesem
speziellen Fall sehr leicht möglich ist:
Man beginnt "von innen her"

'
-abbbbbbbbb1-y2-z2

abbbbbbbbb1-y2-z2
dx='

-abbbbbbbbb1-y2-z2

abbbbbbbbb1-y2-z2
1.dx=x |

-abbbbbbbbb1-y2-z2

abbbbbbbbb1-y2-z2
=2.abbbbbbccc1-y2-z2 .

Daher ist weiters

'
-abbbbc1-z2

abbbbc1-z2 ('
-abbbbbbbbb1-y2-z2

abbbbbbbbb1-y2-z2
dx).dy='

-abbbbc1-z2

ËÈÈÈÈÈÈÈÈÍ1-z2
abbbbbbccc1-y2-z2 dy=

=[es handelt sich um die Grundfläche der infintesimal dünnen Kreisscheibe in der Höhe
z]=(1-z2).p.

Demnach ist schließendlich

Vol(K1)=Ó('
-abbbbc1-z2

abbbbc1-z2 ('
-abbbbbbbbb1-y2-z2

abbbbbbbbb1-y2-z2
dx).dy) dz=

=Ó(1-z2).p dz=p.(2-
z3

3 ü)=p.(2-3-3)= 4.p
3

.

Die Kugel  KR  mit Radius  R  entsteht aus der Einheitskugel durch Zerrung in drei aufeinander
senkrecht stehenden Richtungen mit jeweils dem Faktor  R. Demnach ist das Kugelvolumen

(9) Vol(KR)=R3.
4.p
3

.

3 Das Volumen des Kegels
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Gegeben sei ein gerader Kegel (=Rotationskegel mit einer Grundfläche senkrecht auf der Rota-
tionsachse)  mit Grundkreisradius  R  und Höhe  H.
Also

Kegel={(a, b, g):a2+b2≤( R
H .g)

2
  und  0≤g≤H}

z

0

r(z)

z

R

H

R

z

x

y

z

dz R

H

D

Die ersten beiden Integrationen überspringen wir, indem wir sofort sehen, daß die infinitesimal
dünne Kreisscheibe

D={(a, b, g):(a, b, g)æKegel  und  z≤g≤z+dz}
das infinitesimal kleine Volumen

dVD=(R
H .z)

2
.p.dz  hat.

Daher ist das Volumen des Kegels  KR,H  gleich

(10) Vol(KR,H)=¿(R
H .z)

2
.p.dz=

R2

H2 .
z3

3
.p¡=R2.p.

H
3

.

4 Volumina von Rotationskörpern allgemein
Dieser Stoff sollte in der Schule gebracht werden, und wir können dort folgendermaßen argumen-
tieren:
Ein Rotationskörper  KRot  ist durch eine erzeugende Funktion

r:[c, d]–¸  mit  r(z)≥0  für alle  zæ[c, d]  gegeben.
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Rotationsachse

r

zc dz+dz

r(z)

z

Die Scheibe  D  mit der infinitesimalen Dicke  dz  beim Argument  z  hat den Radius  r(z), sodass
sie das infinitesimale Volumen

dVD=r2(z).p.dz  hat.
Daher hat der gesamte Rotationskörper das Volumen

(11) V(Krot)=adVD=ar2(z).p dz.

2. Das Jordan'sche und das Lebesgue'sche Mass

Der Jordan'sche Massbegriff führt etwas weiter als die Exhaustionsmethode und er ist der elemen-
tare Massbegriff schlechthin. Er soll uns aber vor allem die technische Überleitung zum Lebes-
gue'schen Massbegriff erleichtern.
Wir wollen nun den jordanschen und den lebesgueschen Massbegriff für die Dimension  d=2  er-
läutern. Dabei können wir alle (auch für  d>2)  essentiellen Aspekte beobachten.
Ausgangspunkt für diese Massbegriffe im  ¸2  ist eine beliebige Teilmenge  Bœ¸2, welche be-
schränkt sein soll und welche wir uns daher in einem Quader

Q=[a, b]fi[c, d]œ¸2  mit  a, b, c, dæ¸, a<b  und  c<d,  eingeschlossen vorstellen
können, sodass also

BœQ  gilt.

(12) Nun kommt der Begriff einer höchstens abzählbaren Überdeckung mit offenen Quadern
von  B  ins Spiel. Dies ist eine Familie

{Ql}læL  von offenen Quadern
Ql=(al, bl)fi(cl, dl)  mit  al, bl , cl,  dlæ¸, al<bl  und  cl<dl, sodass

(3) ÇQlŒB, also dass für jedes  bæB  mindestens ein  læL  existiert, für welches

bæQl  gilt, und dass
(4) L=Ø  oder

L={1, 2,9, n} (næ›)  oder
L=›  ist.

Beispiel: L={1, 2, 3}
Je grösser man  L  wählt, um so sparsamer kann man im Allgemeinen  B  überdecken.
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Jordan

Q1

Q2Q3

Q

B

Wesentlich beim jordanschen Massbegriff ist nun, dass man den Fall  L=›  (im Gegensatz zum
lebesgueschen Massbegriff) nicht verwendet, dass also für  L  nur endliche Indexmengen verwen-
det werden dürfen. Dies ist also der wichtige Unterschied zum lebesgueschen Integralbegriff, bei
dem auch die abzählbar unendliche Indexmenge  L=›  herangezogen werden kann.

Die Idee (sowohl beim jordanschen, als auch beim lebesgueschen Massbegriff) ist nun die fol-
gende:
Wenn  der Menge  BœQ   in sinnvoller Weise ein Flächeinhalt  Fl (B)æ¸  zugeordnet werden
kann (also die Zahl  Fl (B)  definiert werden kann), dann muss für diese Zahl  Fl (B)  die
Ungleichung

Fl (B)≤ZFl (Ql)  gelten, wobei

ZFl (Ql)≠0,  falls  L=Ø,

ZFl (Ql)≠(b1-a1).(d1-c1)+9+(bn-an).(dn-cn),

falls  L={1, 2,9, n}, und

ZFl (Ql)≠1(bk-ak).(dk-ck),

falls  L=› (es kann also  ZFl (Ql)=Á  sein).

Setzt man

a (B)≠inf{ZFl (Ql):{Ql}læL   ist eine höchstens abzählbare Überdeckung mit

offenen Quadern von  B  und  (L=Ø  oder  L={1, 2,9, n}, næ›)}
und

c (B)≠inf{ZFl (Ql):{Ql}læL  ist eine höchstens abzählbare Überdeckung mit

offenen Quadern von  B},

so müsste für den zu definierenden Flächeninhalt  Fl (B)  sogar

Fl (B)≤a (B)  und

Fl (B)≤c (B)  gelten.

Die entsprechende Vorgangsweise ist nun wie folgt.

(13) Man bezeichnet
a (B)  als das äussere jordansche Mass von  B  und
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c (B)  als das äussere lebesguesche Mass von  B.
Da mit  L={1}  und  e>0  und  a1=a-e, b1=b+e, c1=c-e, d1=d+e, also

Q1=[a1, b1]fi[c1, d1]  und
{Ql}læL={Ql}læ{1}

auch schon eine höchstens abzählbare Überdeckung mit offenen Quadern von  B  gegeben ist, für
welche nun

ZFl (Ql)=(b-a+2e).(d-c+2e)=(b-a).(d-c)+2e.(b-a+d-c)+4e2  gilt,

ist also offensichtlich
a (B)≤(b-a).(d-c)+2e.(b-a+d-c)+4e2,  und da  e>0  beliebig wählbar ist, folgt

sogar
a(B)≤(b-a).(d-c).

Ebenso folgt
c (B)≤(b-a).(d-c).

Weil bei der Definition von  c (B)  die Indexmenge  L=›  noch zusätzlich zur Infimumsbildung
zugelassen ist, gilt
(a) c (B)≤a (B).
Offensichtlich hängen  a (B)  und  c (B)  nicht von der speziellen Wahl des Quaders

Q=[a, b]fi[c, d], welcher die Menge  B  umschliesst, ab.
Man kann nun auch für

◊B≠{b:bæQ  und  b%B}œQ  das äussere jordansche Mass
a (◊B)  und das äussere lebesguesche Mass
c (◊B)  betrachten.

Natürlich gilt auch
c (◊B)≤a (◊B)≤(b-a).(d-c).

Es hängt nun aber von der Kompliziertheit der Mengen  B  und  ◊B  ab, ob (wie man ja hoffen
könnte)
(1) a (B)+a (◊B)=(b-a).(d-c)  bzw.

c (B)+c (◊B)=(b-a).(d-c)  gilt,
oder aber, was leider in der Tat der allgemeine Fall ist, nur
(2) a (B)+a (◊B)>(b-a).(d-c)  bzw.

c (B)+c (◊B)>(b-a).(d-c)  gilt.
Es zeigt sich aber recht einfach, dass die Fälle
(3) a (B)+a (◊B)<(b-a).(d-c)  bzw.

c (B)+c (◊B)<(b-a).(d-c)
nicht vorkommen können (o.B.).

Im Fall
(b) a (B)+a (◊B)=(b-a).(d-c)  ist die Menge  B  so wenig kompliziert strukturiert, dass
das äussere jordansche Mass  a (B)  den Flächeninhalt von  B  (intuitiv)  beschreibt. In diesem
Fall definiert man dann

(14) m (B)≠a (B)
und bezeichnet  m (B)=a (B)  als das jordansche Mass (oder den Inhalt) von  B. Die Menge
B  wird als (2-dimensional) jordanmessbar bezeichnet.
Genauere Studien ergeben, dass die Zahl

m (B)  eine Verallgemeinerung jenes Flächeninhaltbegriffes ist, wie er sich aus der Exhaus-
tionsmethode herleitet, das heisst, dass

m (B)  mit dem Flächeninhalt, durch Exhaustionsmethode hergeleitet, übereinstimmt, falls
man eben elementar durch die Exhaustionsmethode zu einem Wert bekommt.
Aus  (b)  folgt unmittelbar:
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Die Menge B  ist genau dann jordanmessbar, wenn die Menge  ◊B  jordanmessbar ist.

Im Fall
(15) a (B)+a (◊B)>(b-a).(d-c)  hingegen ist die Menge  B  so kompliziert strukturiert,

dass das äussere jordansche Mass einen Flächeninhalt von  B  nicht zu beschreiben vermag. Man
bezeichnet in diesem Fall die Menge  B  als nicht-jordanmessbar.

(15a) Beispiel:
Die Menge

B≠{(a, b):0≤a≤1  und  a  rational und  0≤b≤1  und  b  beliebig reell}œ¸2

kann in den Quader
Q=[0, 1]fi[0, 1]  eingeschlossen werden.

Es gilt aber (leichte Überlegung)
a(B)+a(◊B)=1+1=2>(1-0).(1-0)=1.

Daher ist  B nicht jordanmessbar.

Aber wegen  (a)  kann im Falle des Fehlens der Jordanmessbarkeit trotzdem
c (B)+c (◊B)=(b-a).(d-c)  gelten.

Im Fall
(c) c (B)+c (◊B)=(b-a).(d-c)  (gleichgültig ob  (b)  gilt oder nicht gilt) ist die Menge  B
immer noch so wenig kompliziert strukturiert, dass wenigstens das äussere lebesguesche Mass den
Flächeninhalt von  B  (intuitiv)  beschreibt. In diesem Fall definiert man

m (B)≠c (B)  und bezeichnet  m (B)=c (B)  als das lebesguesche Mass von  B.
Die Menge  B  wird dabei als (2-dimensional) lebesguemessbar bezeichnet.

Beschränkte Mengen  Bœ¸2, welche nicht lebesguemessbar sind, können nicht so einfach ange-
geben werden. Man braucht dazu das Auswahlaxiom und deswegen entziehen sich solche Mengen
der Anschauung.

Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) Portrait

(16) Der lebesguesche Massbegriff wird noch auf nichtbeschränkte Teilmengen  Bœ¸2

ausgedehnt:
Bezeichnet für  m, næˇ

Bm, n≠BÆ(m, m+1]fi(n, n+1], so ist
Bm, nÆBr, s=Ø  für  m£r  oder  n£s  und es gilt

£Bm, n=B.

Man definiert nun: Die Menge  Bœ¸2  ist lebesguemessbar, wenn jede der Mengen  Bm, n
lebesguemessbar ist. In diesem Fall ist das Lebesguemass von  B  gleich

(17) m (B)≠¢m (Bm, n)æ[0, Á].

Da  m (Bm, n)≥0  für alle  m, næˇ, ist die Reihenfolge der Summierung für das Resultat
unmassgeblich.

Aus  (c)  folgt unmittelbar:

(18) Satz:
(1) Die Menge  B  ist genau dann lebesguemessbar, wenn die Menge  ◊B  lebesguemessbar ist.
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(2) Wegen  [vergl. (a)]
c (B)≤a (B)  und  c (◊B)≤a (◊B)  folgt aus der Eigenschaft  (b)  die Eigenschaft  (c),

und daher ist jede jordanmessbare Menge  B  auch lebesguemessbar. ˝

(19) Satz:
Im Fall einer jordanmessbaren Menge  B  gilt
(d) c (B)=a (B).
Beweis: Dies erschliesst man indirekt: Wäre

c (B)£a (B), so müsste wegen  (a)
c (B)<a (B)  gelten. Weil auch noch
c (◊B)≤a (◊B)  gilt, würde
c (B)+c (◊B)<a(B)+a(◊B)=(b-a).(d-c)=c (B)+c (◊B)

gelten, also ein Widerspruch folgen. ˝

Hier sehen wir also, dass der lebesguesche Massbegriff "stärker ist" als der jordansche
Massbegriff.

Henri léon Lebesgue (1875-1941) Portrait‚
Der folgende Satz ist ebenfalls wichtig.

(20) Satz:
Sind  B1, B2,9, Bn  endlich viele jordanmessbare Mengen, so sind auch die Mengen

B1•B2•9•Bn  und  B1ÆB2Æ9ÆBn  jordanmessbar.
Sind  B1, B2,9  abzählbar unendlich viele lebesguemessbare Mengen, so sind auch die Mengen

B1•B2•9  und  B1ÆB2Æ9  lebesguemessbar. ˝

Wie bereits gesagt, für höherdimensionale Bereiche verlaufen die Definitionen und gelten die Sätze
analog.

(21) Vereinigungs- und Druchschnittssatz
Sowohl für das Jordan- als auch für das Lebesguemass gilt die Formel

m(A•B)=m(A)+m(B)-m(AÆB)  bzw.
m(A•B)=m(A)+m(B)-m(AÆB).

Die Beweisidee ist einfach und kann schon mit simpler Exhaustion erfasst werden (siehe Skizze).

BA
AÆB

(22) Bürgerliche Bereiche
In der Schule wird weder von jordan- noch von lebesguemessbaren Bereichen gesprochen.
Es kommt vielmehr zu einer Behandlung einer Reihe von konkreten Typen von Bereichen.
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Dies sind im  ¸2:
Rechteck, regelmässiges n-Eck, Kreis, Ellipse, Kreis-, Ellipsen-, Parabel-Abschnitt, Kreissektor.
Das weitere ist der Phantasie des Lehrers und der Schüler überlassen.
Im  ¸3  werden Zylinder und Kegel mit Grundflächen, wie gerade aufgezählt, und die Kugel mit
Kugelsegment sowie Kugelsektor behandelt.
Dies sind die Bereiche, welche im bürgerlichen Leben  im wesentlichen Gegenstand mathemati-
scher Betrachtungen sind, und wir erlauben uns, diese Bereiche deshalb als "bürgerliche Bereiche"
zu bezeichnen.

Wir wollen aber hier den Typus der elementar zusammengesetzten Bereiche des  ¸2

definieren, welcher die bürgerlichen Bereiche des  ¸2  umfaßt. Dadurch werden wir in die Lage
kommen, Sätze über elementar zusammengesetzte Bereiche zu beweisen und damit auch Aussagen
über bürgerliche Bereich erhalten.

(23) Definition:  Seien  a, bæ¸, a<b  und  v:[a, b]–¸  stetig.
Dann bezeichnen wir eine injektive #-Funktion

j:[a, b]–¸2:t—(c(t), y(t))
als eine #-Parametrisierung des Graphen von  v, wenn entweder

j(a)=(a, v(a))  und  j(b)=(b, v(b))
oder

j(a)=(b, v(b))  und  j(b)=(a, v(a))
und wenn

v(c(t))=y(t)  für alle tæ[a, b]  gilt.

(24) Beispiel: a=0, b=1, j(t)=(c(t), y(t))=(t2, t).
Bei diesem Beispiel ist die Funktion  v  im Argument  0  nicht differenzierbar.
Wohl aber sind die Funktionen  j  und  y  differenzierbar.

1

10 s

j(t)=(t2, t)

v(s)=Ás

(25) Definition:  Sind  a, bæ¸  mit  a<b  und sind
v, w:[a, b]–¸

stetig und streng monoton und besitzen die Graphen von  v  und von  w  #-Parametrisierungen
und gilt
(1) w(s)≤v(s)  für alle  sæ[a, b]  und gilt

w(a)=v(a)  oder  w(b)=v(b), so heisse (nicht allgemein üblich!) die Teilmenge
E1≠{(a1, a2):a≤a1≤b, w(a1)≤a2≤v(a1)}

ein elementarer Bereich  1-ter Art.
(2) Setzt man

E2≠{(a2, a1):a≤a1≤b, w(a1)≤a2≤v(a1)}=
={(a1, a2):(a2, a1)æE1}, so heisse diese Teilmenge
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ein elementarer Bereich  2-ter Art.

a

w(b)=v(b)

E1

bs

v(s)

w(s)

a

b

E2

elementarer Bereich 1-ter Art elementarer Bereich 2-ter Art

(3) Ist  c≠min {v(a), v(b)}  und  d≠max {v(a), v(b)}, so mögen
E≠{(a1, a2):a≤a1≤b, c≤a2≤v(a1)}  und
F≠{(a1, a2):a≤a1≤b, v(a1)≤a2≤d}

als elementare Bereiche symmetrischer Art bezeichnet werden (symmetrisch bedeutet nicht,
dass eine Symmetrieachse für  E  bzw.  F  vorliegt, sondern dass sowohl Randfragmente (=Teil-
mengen der beteffenden Randlinien) parallel zur  x-Achse als auch Randfragmente parallel zur  y-
Achse verlaufen dürfen).

a

c

bs

v(s)

E

d

a

d

bs

v(s)
F

c

elementare Bereiche symmetrischer Art

(4) Ein elementarer Bereich der Ebene ist ein elementarer Bereich 1-Art, 2-Art oder symme-
trischer Art.
Die Berandung jedes elementaren Bereiches  B  sei so parametrisiert, dass die Randlinie den
Bereich im mathematisch positiven Sinne (=Gegenuhrzeigersinn) umläuft, das heisst,
dass der Bereich immer links von der Randlinie liegt. Man nennt dies eine "mathematisch
positive Orientierung".
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links
B

(26) Definition:
Ein ebener elementar zusammengesetzter Bereich ist eine Teilmenge  Dœ¸2, für welche
es endlich viele elementare Bereiche

D1,9, Dm  (erster, zweiter oder symmetrischer Art) gibt,
sodass  Di  und  Dk  (i£k)  höchstens Randpunkte gemeinsam haben und

D1•9•Dm=D  gilt.

(27) Bemerkung: Die in der Praxis vorkommenden kompakten Bereiche  Dœ¸2  sind im Wesentli-
chen alle elementar zusammengesetzt. Der skizzierte Bereich ist in elementare Bereiche symmetri-
scher Art zerlegt. Die Begriffe der elementaren und der elementar zusammengesetzten Bereiche
sind nicht allgemein üblich.

(28) Der Flächeninhalt elementar zusammengesetzter ebener Bereiche
Ist

D=D1•9•Dm
ein elementar zusammengesetzter Bereich, wobei D1,9, Dm  elementare Bereich erster, zweiter
oder symmetrischer Art sind, sodass  Di  und  Dk  (i£k)  höchstens Randpunkte gemeinsam
haben, so gilt für seinen Flächeninhalt

Fl (D)=Fl (D1)+9+Fl (Dn).
Der Flächeninhalt der elementaren Bereiche  Di  kann durch einfache Integration berechnent
werden. Wir zeigen dies am Beispiel an einem elementaren Bereich der ersten Art (liegt die zweite
Art vor, so spiegeln wir um die Mediane und bekommen so die erste Art ohne den Flächeninhalt
dabei zu ändern)

Di=E1≠{(a1, a2):a≤a1≤b, w(a1)≤a2≤v(a1)}.
Es gilt

Fl (Di)=1(v(x)-w(x)) dx.

Elementare und elementar zusammengesetzte Bereiche des  ¸3  zu definieren ist schon etwas
aufwendiger und für unser Verständnis der Integralrechnung auch nicht notwendig. 

(29) Eine Methode, welche bei höherdimensionalen, komplizierteren Bereichen sehr angebracht ist,
heisst Monte-Carlo-Methode, weil sie einen Zufallsgenerator benützt.

Beispiel:
Sei

D1≠{(a, b, g):a2+b2-g2≤1},

D2≠{(a, b, g):(2-abbbbcca2+g2)2+b2≤1}
und
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D≠D1ÆD2.
Will man nun das Volumen von  D  berechnen, so kann man folgendermassen vorgehen:
Man sieht leicht, dass es für  |b|>1  keine Punkte in  D2 gibt.
Weiters gibt es für  a2+g2>9  keine Punkte von  D2.
Somit gilt

D=D1ÆD2œD2œ[-3, 3]fi[-1, 1]fi[-3, 3]FUœ¸3.

Nun ist  Vol3(U)=6.2.6=72.
Wir erzeugen nun mit Hilfe eines Zufallsgenerators  (RNDæ[0, 1])  eine "gleichverteilte" Folge
von Punkten [vergleiche Liedl/Kuhnert 2.1.(24)]

P1=(RND.6-3, RND.2-1, RND.6-3),
P2=(RND.6-3, RND.2-1, RND.6-3),
P3=(RND.6-3, RND.2-1, RND.6-3),
9, und wir setzen für  n=1, 2, 3,9
j(n)≠Anzahl der Punkte aus  {P1, P2,9, Pn}, welche in  D  liegen.

Aus naheliegenden Gründen ist nun
Vol3 (D)=72.4Ä.j(n).

Für grosse  n  gibt nun  Ä.j(n).100 %  schon recht gut den Prozentsatz der Punkte der Folge  j
an, welche in  D  liegen. Dies ist aber auch der Prozentsatzes des Volumens von  D  in  U.
Daher gilt

Vol3 (D)=72.4Ä.j(n).

 
Das Riemannintegral und das Lebesgueintegral.

Eng mit dem jordanschen Massbegriff ist das Riemannintegral und analog mit dem lebesgueschen
Massbegriff das Lebesgueintegral verbunden. Beide Integralbegriffe sind in natürlicher Weise für
Integrationsbereiche  Bœ¸d  (dæ›)  ausgelegt. Es genügt exemplarisch den Fall  d=2  zu be-
handeln.

(30) Definition: Ist  Bœ¸2  beliebig und  f:B–¸  eine beliebige Funktion, so heisst
fpos≠{(a, b, g):(a, b)æB  und  0<g≤f(a, b)}œ¸3  der Positivteil von  f  und
fneg≠{(a, b, g):(a, b)æB  und  0>g≥f(a, b)}œ¸3  der Negativteil von  f.

Die Punkte
(a, b, g)  mit  (a, b)æB  und  f(a, b)=0  brauchen wir nicht zu betrachten, weil sie

keinen Beitrag zum Integral ergeben sollen.

Die Skizze zeigt den Positiv- und den Negativteil einer Funktion
f:B–¸  für den Fall  d=1, also
Bœ¸.

fpos

fneg

f(x)

x
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Nun zurück zum Fall  Bœ¸2.

Beim Riemannintegral wird eine beliebige beschränkte Funktion
f:B–¸, wobei  Bœ¸2  eine beschränkte Menge ist, betrachtet. Wir denken uns daher
Bœ[a, b]fi[c, d]  mit  a, b, c, dæ¸, a<b  und  c<d, und weiters
s≤f(a, b)≤S  (mit s, Sæ¸)  für alle  (a, b)æB.

(31) Definition: Die Funktion  f:B–¸  heisst nun riemannintegrierbar, wenn
(1) der Definitionsbereich  B  von  f  2-dimensional jordanmessbar ist und
(2) der Positivteil von  f,

fposœ[a, b]fi[c, d]fi[s, S],  sowie der Negativteil von  f,
fnegœ[a, b]fi[c, d]fi[s, S],  3-dimensional jordanmessbar sind.

In diesem Fall ist das (2-dimensionale) Riemannintegral über  f

øf(x, y) dx dy≠m (fpos)-m (fneg)æ¸.

Das Symbol  "m"  bedeutet hier das 3-dimensionale Jordanmass.
Diese Definition zeigt den Zusammenhang mit dem jordanschen Massbegriff, ist aber sonst nicht
üblich.
Meistens verwendet man eine damit äquivalente Definition, welche im eindimensionalen Fall
quasi die Umkehrung eines wohlbekannten Satzes der Integralrechnung ist. Diesen wollen wir hier
kurz wiederholen.
Notationen: Sei

f:[a, b]–¸  eine stetige Funktion. Ist
Z≠a=a0<a1<9<an=b  eine Unterteilung (=Zerlegung) des Intervalls
[a, b], so bezeichnet
|Z|=max{ai-ai-1:i=1,9, n}  die Feinheit der Zerlegung  Z.

Zu jeder Zerlegung  Z  gehört eine Stufenfunktion
�:[a, b]–¸:x—

—{ max {f(x):xæ[ai-1, ai]}

f(ai)

falls xæ(ai-1, ai) i=1,9, n

falls x=ai i=1,9, n
und eine Stufenfunktion

�:[a, b]–¸:x—

—{ min {f(x):xæ[ai-1, ai]}

f(ai)

falls xæ(ai-1, ai) i=1,9, n

falls x=ai i=1,9, n
.

Diesen beiden Stufenfunktionen kann man auf naivem Niveau ein Integral zuordnen, indem man
einfach die entsprechenden Rechteckflächen - mit dem richtigen Vorzeichen versehen - addiert und
die Werte der Stufenfunktionen bei den Unterteilungspunkten  ai  ignoriert.
Diese Integrale sind die Zahlen

I(�)≠�max {f(x):xæ[ak-1, ak]}.(ak-ak-1)  und

I(�)≠�min {f(x):xæ[ak-1, ak]}.(ak-ak-1).

 (32) Satz:  Ist  Z1 , Z2,9  eine Folge von Zerlegungen des Intervalls  [a, b], sodass
ã|Zs|=0, dann gilt:

I(f)=(=elementares eindimensionales Integral  1f(x) dx)=
=ãI(7)=ãI(6). ˝
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Weil wir dies als Ansatz für beliebige (i.A. nicht stetige) beschränkte Funktionen
f:[a, b]–¸  verwenden wollen, ersetzen wir  I(�)  durch

oRS (f, Z)≠�sup {f(x):xæ[ak-1, ak]}.(ak-ak-1)  und  I(�)  durch

uRS (f, Z)≠�inf {f(x):xæ[ak-1, ak]}.(ak-ak-1).

Dabei steht  oRS  für obere Riemannsumme und  uRS für untere Riemannsumme.

Nun definiert man im Eindimensionalen äquivalent zur schon gegebenen Definition 1.2.(22):

(33) Zweite Definition: Eine beschränkte Funktion  f:[a, b]–¸  heisst
riemannintegrierbar, wenn  für jede  Folge

Z1, Z2,9  von Zerlegungen des Intervalls  [a, b], für welche  ã|Zs|=0  ist,
die Gleicheheit
ãoRS (f, Zs)=ãuRS (f, Zs)  gilt.

Es stellt sich heraus, dass diese Zahl
ãoRS (f, Zs)=ãuRS (f, Zs)

im Falle der Riemannintegrierbarkeit unabhängig von der speziellen Wahl der Zerlegungsfolge
Z1, Z2,9  ist. Man schreibt also in diesem Fall einfach

1f(x) dx≠ãoRS (f, Zs)=ãuRS (f, Zs) und nennt diese Zahl das (eigentliche)

Riemannintegral über  f  auf dem Intervall  [a, b].

(34) Im zweidimensionalen Fall heisst eine beschränkte Funktion
f:B–¸  (Bœ[a, b]fi[c, d]œ¸2  ist ein beschränkter jordanmessbarer Bereich)

riemannintegrierbar, wenn für die "ergänzte" Funktion

f#:[a, b]fi[c, d]–¸:(a, b)—{ f(a, b)

0

falls (a, b)æB

falls (a, b)%B
und jede Folge

Z1, Z2,9  von Zerlegungen des Intervalls  [a, b], für welche  ã|Zs|=0  ist, und
jede Folge

S1, S2,9  von Zerlegungen des Intervalls  [c, d], für welche  ã|Ss|=0  ist,
gilt:

 ãoRS (f#, ZsfiSs)=ãuRS (f#, ZsfiSs).

Dabei bedeutet für Zerlegungen
Z≠{[aj-1, aj]}j=1, 2,9 , m  des Intervalls  [a, b]

und
S≠{[ck-1, ck]}k=1, 2,9 , n  des Intervalls  [c, d]

der Ausdruck  ZfiS  die "zweidimensionale Zerlegung"
ZfiS≠{[aj-1, aj]fi[ck-1, ck]}j=1, 2,9 , m, k=1, 2,9 , n

des  2-dimensionalen Quaders  [a, b]fi[c, d]  in  2-dimensionale Teilquader
Qjk≠[aj-1, aj]fi[ck-1, ck]

und es bedeutet

oRS (f#, ZfiS)≠n�sup {f#(x, h):(x, h)æQjk}.(aj-aj-1).(ck-ck-1)

und



5 7

1. Kapitel: Propädeutik des Integrals §2. Systematische Methoden

R.Liedl: Volumen und Oberfläche Mon, 27. Aug 1956  20:39:51 Uhr

uRS (f#, ZfiS)≠�inf {f#(x, h):(x, h)æQjk}.(aj-aj-1).(ck-ck-1).

Die Zahl
ãoRS (f#, ZsfiSs)=ãuRS (f#, ZsfiSs)

ist im Falle der Riemannintegrierbarkeit wieder unabhängig von der Wahl der Zerlegungsfolgen
Z1, Z2,9  und  S1, S2,9  ,

und man schreibt

øf(x, y) dx dy≠ãoRS (f#, ZsfiSs)=ãuRS (f#, ZsfiSs)

und bezeichnet diese Zahl als das (eigentliche) Riemannintegral über (den Integranden) f
auf dem zweidimensionalen Bereich  B.
Offensichtlich spielt die spezielle Wahl des Rechteckes  [a, b]fi[c, d], welches  B  umfasst, für
das Ergebnis keine Rolle.

Beim elementaren Integral  (also  f:[a, b]–¸  stetig) gilt mit
tkæ[ak-ak-1]  beliebig gewählt,

dass

ã?f(tk).(ak-ak-1)=1f(x) dx.

Beim Riemannintegral haben wir das Analogon (der leichteren Lesbarkeit halber eindimensional
formuliert):

(35) Satz:
Ist eine beschränkte Funktion  f:[a, b]–¸  riemannintegrierbar, so gilt

ã?f(tk).(ak-ak-1)=1f(x) dx,

wobei die Folge der Zerlegungen
Zs={[ak-1, ak]}k=1, 2,9, ns  und  tkæ[ak-1, ak]  wieder beliebig gewählt ist.

Beim Lebesgueintegral wird eine beliebige Funktion
f:B–¸  mit (i.A. nicht beschränktem)  Bœ¸2, B  lebesguemessbar, betrachtet.

(36) Definition:
(1) Die Funktion  f  heisst lebesguemessbar, wenn der Positivteil

fposœ¸3  und der Negativteil  fnegœ¸3  von  f  3-dimensional lebesguemessbar sind.
(2) Die Funktion  f  heisst lebesgueintegriebar, wenn sie lebesguemessbar ist und wenn

m (fpos)<Á  sowie  m (fneg)<Á  gilt. In diesem Fall heisst

øf(x, y) dx dy≠m (fpos)-m (fneg)æ¸

das (2-dimensionale) Lebesgueintegral über  f.
Man spricht auch von einem Bereichsintegral über dem Bereich  B.
Das Symbol  "m"  bedeutet hier das 3-dimensionale Lebesguemass.
Oft findet man auch die Schreibweise

øf dm≠øf(x, y) dx dy.
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(3) Die Funktion  f  heisst quadratisch lebesgueintegrierbar, wenn sie lebesguemessbar ist
und wenn

f2:B–¸:(a, b)—(f(a, b))2  lebesgueintegrierbar ist. (Es zeigt sich, dass  f2  au-
tomatisch lebesguemessbar ist, wenn  f  lebesguemessbar ist.)
(4) Ist  B=IfiJ  (I, Jœ¸  seien Intervalle),  und ist  f  eine Funktionen

f:IfiJ–¸,  welche nur partiell definiert ist, und ist
N≠{(a, b):(a, b)æIfiJ  und  f(a, b)  ist nicht definiert}  lebesguemessbar und ist
m (N)=0, so sagt man, dass  f  fast überall (oder für fast alle Argumente) definiert

ist.
In einem solchen Fall bezeichnet man  f  als lebesguemessbar bzw. lebesgueintegrierbar
bzw. quadratisch lebesgueintegrierbar, wenn die Funktion

f#:B–¸:(a, b)—{ f(a, b)

0

falls (a, b)æDef (f)

falls (a, b)%Def (f)
diese genannten Eigenschaften hat. Weiters setzt man

øf(x, y) dx dy≠øf#(x, y) dx dy.

(37) Definition:  Mengen  Nœ¸n, für welche das  n-dimensionale Lebesguemass
m(N)=0  ist, heissen (n-dimensionale)))) Nullmengen.

(38) Satz: Ist eine Funktion  f:B–¸  lebesgueintegrierbar, so ist auch
|f|:B–¸:(a, b)—|f(a, b)|  lebesgueintegrierbar.

Beweis: Weil  f  lebesgueintegrierbar ist, gilt
m (fpos)<Á  und  m (fneg)<Á. Offensichtlich ist
fposÆ{(a, b, -g):(a, b, g)æfneg}=Ø. Weil nun
|f|pos=fpos•{(a, b, -g):(a, b, g)æfneg}  und weil
m ({(a, b, -g):(a, b, g)æfneg})=m (fneg)  und weil
m (|f|neg)=m (Ø)=0,  gilt
m (|f|pos)+m (|f|neg)=m (|f|pos)=m (fpos•{(a, b, -g):(a, b, g)æfneg})=
=m (fpos)+m (fneg)=

=ø|f|(x, y) dx dy.

(39) Beispiele: Wir betrachten wieder den Fall  d=1.

(1) Sei  f:¸\{0}–¸:x—1/x. Es ist
fpos={(a, b):a>0  und  0<b≤1/a}  sowie
fneg={(a, b):a<0  und  0>b≥1/a}. Da für alle  m, næ¸
fposÆ((m, n]fi(m+1, n+1])  sowie  fnegÆ((m, n]fi(m+1, n+1])  einen elementa-

ren Flächeninhalt haben, sind  fpos  und  fneg  lebesguemessbar. Daher ist  f  lebesguemessbar.
Es ist aber

m (fpos)=m (fneg)=Á. Daher ist  f  nicht lebesgueintegrierbar.
Der Positivteil von  f2  hat ebenfalls das  Lebesguemass  Á. Daher ist  f  auch nicht quadratisch le-
besgueintegrierbar.

(2) Sei  f:[1, Á)–¸:x—1/x. Wiederum ist  f  lebesguemessbar, aber nicht lebesgue-
integrierbar. Da aber

ëdx
x2 =1, ist  f  quadratisch lebesgueintegrierbar.
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(3) Sei  f:(0, 1)–¸:x—1/ax. Es ist

õ dx

ax
=2, und somit ist  f  lebesgueintegrierbar.

Aber es ist

õ dx
x
=Á, und somit ist  f  nicht quadratisch lebesgueintegrierbar.

(4) Sei  f:[0, 1]–¸:x—{ 1

0

falls x rational

falls x irrational
.

Der Positivteil von  f  hat das  2-dimensionale Lebesguemass  0.
Dies sieht man so: Es ist  (Q  bezeichne die Menge der rationalen Zahlen)

fpos≠{(a, b):0<b≤f(a)}=(QÆ[0, 1])fi(0, 1]  und es ist
a1=0, a2=1, a3=1/2, a4=1/3, a5=2/3, a6=1/4, a7=3/4, a8=1/5, a9=2/5,9

eine Aufzählung der Elemente von  QÆ[0, 1]. Ist nun
e>0  beliebig gewählt, so ist mit
Q1(e)F(a1-e/21, a1-e/21)fi(0, 2), Q2(e)F(a2-e/22, a2-e/22)fi(0, 2),
Q3(e)F(a3-e/23, a3-e/23)fi(0, 2),9

die Familie  {Ql(e)}læL  mit  L=› eine abzählbare Überdeckung von  fpos. Es gilt

 ZFl (Ql(e))=(e+e/21+e/22+e/23+9).2=4.e.

Da  e  beliebig klein gewählt werden kann, folgt

0≤c (fpos)≤inf{ZFl (Ql(e)):e>0}=0. Also ist  c (fpos)=0.

Somit folgt wegen c (◊(fpos))≤1, dass

1=(1-0).(1-0)≤c (fpos)+c (◊(fpos))≤0+1=1. Daher ist  fpos  lebesguemessbar

und es ist
m(fpos)=c (fpos)=0.

Der Negativteil von  f  ist leer und hat daher das Lebesguemass  0.
Daher ist  f  lebesgueintegrierbar und quadratisch lebesgueintegrierbar und es ist

õf(x) dx=0.
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§3. Der Schwerpunkt

Einerseits ist der Schwerpunkt für das bürgerliche Leben ein sehr wichtiger Begriff. Andererseits
erlaubt er in der Schule eine anschauliche und einfache Anwendung der Integralrechnung.
Wir bauen den Stoff, so auf, daß eine Einführung des Schwerpunktes (Schwerpunkt eines
Massenpunktsystems) schon in der Unterstufe möglich ist und daß damit die Definition des
Schwerpunktes über die Integralrechnung motiviert wird.

a Schwerpunkte von Massenpunktsystemen
Ein Massenpunkt  P*  ist ein Punkt  Pæ¸n  zusammen mit einer Masse  m, welche wir uns in diesem
Punkt  P  konzentriert vorstellen. Genau genommen handelt es sich also um ein Paar  (P, m).
Wir betrachten die  x, y-Ebene  ¸2  als eine starre, gewichtslose Fläche. Nun denken wir uns in  ¸2

endlich viele Massenpunkte  P1
*,9, Pn

*  gegeben, wobei der Massenpunkt  Pi
*  die Koordinaten

Pi=(xi, yi)æ¸2  hat und mit einer Masse  mi>0  behaftet ist.
Wir müssen dabei auch den Fall betrachten, daß gewisse Massenpunkte  Pi

*  mehrfach auftreten, was
technisch ermöglicht wird, wenn man von einer Familie

{Pi
*}i=1,9 , n  von Massenpunkten ausgeht.

In der Unterstufe wird man aber mit der Bemerkung, daß gewisse Massenpunkte fallweise mehrfach
auftreten, auskommen.
Als erstes denken wir uns die Ebene um die  x-Achse als Drehachse frei drehbar. Dann erzeugen die
Massenpunkte  Pi

*  Drehmomente  Mi  um die  x-Achse, welche wir nach der Formel
"Drehmoment=Kraft.Kraftarm"

berechnen:
Mi=(mi.g).yi  (g=Erdbeschleunigung, mi.g  ist das Gewicht des Massenpunktes  Pi

*, also
die Kraft, mit der  Pi

*  in Richtung der negativen  z-Achse gezogen wird).

xS

P2
*

x1 x4 x3x2

y1

y2

y3
y4

yS
P3

*

P1
*

P4
*

Das gesamte Drehmoment um die  x-Achse ist dann gleich

Mx=#Mi=#(mi.g).yi.

Analog bekommen wir ein gesamtes Drehmoment um die  y-Achse, welches gleich

My=#(mi.g).xi  ist.

Ersetzen wir die Massenpunkte durch einen einzigen Massenpunkt  S*  mit passenden Koordinaten

S=(xS, yS)  und der Masse  mS≠#mi, so wollen wir diesen Massenpunkt  S* so platziert

haben, dass er alleine dieselben Momente  Mx  und  My erzeugt, wie die Punkte  Pi
*  es zusammen

tun. Wir suchen also  xS  und  yS  derart, dass

(3) mS.g.yS=Mx=#mi.g.yi
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und

mS.g.xS=My=#mi.g.xi.

Aus diesen Forderungen ergibt sich (die Erdbeschleunigung g  kürzt sich heraus)

(1) (3) xS=

#mi.xi

mS
=

#mi.xi

#mi

  und  yS=

#mi.yi

mS
=

#mi.yi

#mi

.

Vektoriell geschrieben lautet dies mit  Pi=(xi, yi):

S≠(xS, yS)=(#mi.xi

#mi

 , 

#mi.yi

#mi

)= (#mi.xi,#mi.yi)

#mi

=

#mi.Pi

#mi

. ˝

Diese vektorielle Schreibweise erlaubt eine unmittelbare Verallgemeinerung vom  ¸2  auf  den  ¸n.

(2) Der Punkt  S=(xS, yS)  wird der Schwerpunkt des Massenpunktsystems  {P1
*,9 , Pn

*}
genannt.
Unterstützt man nun die Ebene im Punkt  S  (das läuft daraus hinaus, dass man sich den Ursprung in
den Punkt  S  verlegt denkt), so sind bezüglich des neuen Ursprungs die neuen
Massenpunktkoordinaten gleich

Pi'=Pi-S=(xi-xS, yi-ys)=(xi', yi')
und daher die Momente um die neue x-Achse bzw. die neue  y-Achse gleich

Mx'=#mi.g.yi'=#mi.g.(yi-yS)=#mi.g.yi-(#mi).g.yS=[vergl. (3)]=

=mS.g.yS-mS.g.yS=0,
bzw. analog

My'=0.
Dies erleuchtet die physikalische Bedeutung des Schwerpunktes:
Unterstützt man die Ebene im Schwerpunkt eines Punktmassensystems, so sind die dabei erzeugten
Momente gleich  0  und daher kippt die Ebene unter der Last des Punktmassensystems nicht.

(3) Ganz allgemein ist die Formel
Drehmoment=Kraft.Kraftarm

folgendermassen zu interpretieren:
Die Kraft (durch einen Vektor mit Angriffspunkt der Kraft beschrieben) wirkt auf einen starren
Körper, welcher in einer Drehachse gelagert ist. Die Gerade durch den Angriffspunkt der Kraft in
Richtung der Kraft heißt die Wirkungslinie der Kraft. Der senkrechte Abstand der Drehachse zur
Wirkungslinie der Kraft ist der Kraftarm. Die Norm des Kraftvektors ist die Kraft in der Formel.
Nun wählt man eine Blickrichtung auf die Drehachse fix, sodaß diese als Punkt erscheint, und man
definiert noch ein Vorzeichen des Drehmomentes, indem man dieses Vorzeichen als positiv setzt,
wenn die Kraft den Körper um die Drehachse im Gegenuhrzeigersinn dreht bzw. als negativ setzt,
wenn die Kraft den Körper um die Drehachse im Uhrzeigersinn dreht.
In folgender Skizze schaut man in Richtung der Drehachse auf das Papier,was dadurch
symbolisiert ist, dass die Drehachse mit einem Kreuz markiert ist. Der Körper wird in
Uhrzeigerrichtung gedreht und daher das Drehmoment negativ gezählt.
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Wirkunslinie der Kraft

Norm der Kraft
Kraft

K
ra
ft
ar
m

Drehachse

(4) Übung: Man zeige: Wird die  x,y-Ebene  ¸2  um eine beliebige Gerade  gœ¸2, welche durch den
Schwerpunkt  S  eines Massenpunktsystems geht, drehbar gelagert (also nicht mehr speziell  g  als die
x-Chse oder als die  y-Achse gewählt), so ist das Drehmoment des Massenpunktsystems um diese
Gerade  g  gleich  0.

xS

P2
*

x1 x4 x3x2

y1

y2

y3
y4

yS

g

P3
*

P1
*

P4
*

(5) Das gewichtete Mittel
Eine mit der Schwerpunktsbildung unmittelbar verwandte Methode ist die gewichtete Mittelung.
Bei der arithmetischen Mittelungen eines n-Tupels  (y1, y2,9, yn)  von reellen Zahlen berechnet
man den Mittelwert

Aa=
1.y1+1.y2+9+1.yn

1+1+9+1
=

1
n .#yi.

Bei der gewichteten Mittelung werden die einzelnen Komponenten mit "Gewichten"
m1, m2,9, mnæ�

versehen und man berechnet

Ag=
m1.y1+m2.y2+9+mn.yn

m1+m2+9+mn
=

#mi.yi

#mi

 . Vergleiche dazu  (33)(3)!

Die Assoziativitätseigenschaft der Schwerpunktsbildung
(6) Satz: Hat man in der Ebene zwei Massenpunktsysteme  {P1

*,9, Pn
*}  und  {P1

*,9, Pd
*}

mit Koordinaten
P1=(x1, y1),9, Pn=(xn, yn)  und Massenbelegungen  m1,9, mn

bzw.
P1=(x1, y1),9, Pd=(xd, yd)  mit Massenbelegungen  m1,9, md  gegeben

und ist
S=(xS, yS)  der Schwerpunkt des ersten Systems, welchem die Massenbelegung
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mS=#mi  zugeordnet ist,

und ist analog
S=(xS, yS)  der Schwerpunkt des zweiten Systems, welchem die Massenbelegung

mS= mt  zugeordnet ist,

so folgt unmittelbar für den Gesamtschwerpunkt  S=(xS , yS)  beider Systeme

xS≠
m1.x1+9+mn.xn+m1.x1+9+md.xd

m1+9+mn+m1+9+md
=

mS.xS+mS.xS
mS+mS

  und

yS≠
m1.y1+9+mn.yn+m1.y1+9+md.yd

m1+9+mn+m1+9+md
=

mS.yS+mS.yS
mS+mS

.

Man kann sich also die Wirkung des gesamten Systems durch die Wirkung des zweipunktigen
Systems  {S*, S*}  mit den Massen  mS  bzw. mS  erzeugt denken.

P1
*

P2
*

P3
*

P4
*

P5
*

S*

P5
*

P4
*

P3
*

P2
* P1

*

S*S*

Bemerkung: Es kann vorkommen, daß  S=S, daß also die Massenpunkte  S* und  S*  sich am
gleichen Ort befinden. Dann befindet sich auch  S*  an diesem Ort.

(7) Satz aus der analytischen Geometrie:
Sind  a, bæ¸n, gilt  a£b  und sind  a, b>0  und ist  a+b=1, so liegt der Punkt

a.a+b.b  auf der Strecke zwischen  a  und  b.

Ist zudem  a=b=1/2, so liegt  a.a+b.b=
a+b

2
  in der Mitte der Strecke  von  a  nach  b.

Beweis:
1.) Wir wissen: Die Parameterdarstellung der Geraden durch  a  und  b  ist

x=a+l.(b-a)  mit dem Parameter  læ¸.
Für  l=0  ist  x=a  und für  l=1  ist  x=b. Für  læ(0, 1)  liegt der Punkt

x=a+l.(b-a)=(1-l).a+l.b  auf der Strecke zwischen  a  und  b.
2.) Wenn nun  a, b>0  und  a+b=1  ist, dann setzen wir eben

l=b  und es ergibt sich
a=1-l.

Wegen  a+b=1  folgt  a, bæ(0, 1)  und somit auch  l=bæ(0, 1). ˝
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a

b e1

e2

a.e1+b.e2
a.a+b.b

a

b

ba

Geometrische Veranschaulichung: In der linken Figur liest man ab, dass  a.e1+b.e2  auf der
Verbindungsgeraden von  e1  und  e2  liegt, falls  a+b=1.
Die rechte Figur geht aus der linken Figur durch eine affine Verzerrung des Koordinatensystems
hervor, welche

e1  in  a  und  e2  in  b  überführt. Dabei bleiben Längenverhältnisse erhalten!

Ist nun zudem  a=b=1/2, so gilt  
a+b

2
-a=b-

a+b
2
=

b-a
2

, d.h.

a+b
2

  liegt in der Mitte der Strecke  von  a  nach  b.  ˝

Das entsprechende Resultat über den Schwerpunkt eines  2-punktigen Massensystems lautet:

(8) Satz:
Liegt ein zweipunktiges Massenpunktsystem mit Koordinaten

P1=(x1, y1)  und  P2=(x2, y2)  und mit Massenbelegungen  m1  bzw.  m2  vor,
so liegt der Schwerpunkt des System auf der Strecke zwischen  P1  und  P2. Ist insbesondere

m1=m2, so liegt der Schwerpunkt auf dem Mittelpunkt der Strecke von  P1  zu  P2.
Beweis: Vektoriell geschrieben ist

S=
m1.P1+m2.P2

m1+m2
.

Mit  a≠
m1

m1+m2
  und  b≠

m2

m1+m2
  gilt nun

a, b>0  und  a+b=1  und

S=a.P1+b.P2.

Ist  m1=m2, so folgt  a=b=
1
2

  und  S=
P1+P2

2
.  ˝

(9) Satz: Ist  g  eine Gerade in der Ebene und
P1

*,9, Pn
* ein Massenpunktsystem, bei dem alle Massenpunkte auf der Geraden  g  liegen,

so liegt auch der Schwerpunkt  S  auf der Geraden  g.
Beweis: Wir verwenden die Assoziativitätseigenschaft der Schwerpunktbildung.
Da  P1  und  P2  auf der Geraden  g  liegen, liegt auch der Schwerpunkt  S12  von  {P1

*, P2
*}  auf der

Geraden  g.  Nun ist der Schwerpunkt
S123  von  {P1

*, P2
*, P3

*}  gleich dem Schwerpunkt von  {S12
*, P3

*}, und dieser liegt
wiederum auf der Garaden  g.  U.s.w.  schließen wir, daß der Schwerpunkt

S129n  von  {P1
*,9, Pn

*}  auf der Geraden  g  liegt. ˝
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(10) Der Punktschwerpunkt (=Schwerpunkt schlechthin) eines Dreieckes

A B

C

MAB

sC

hC MBCMCA

SABC
hC/3

Wir betrachten ein dreipunktiges Massenpunktsystem  {P1
*, P2

*, P3
*}, für welches

P1=A, P2=B, P3=Cæ¸2  und
m1=m2=m3=m>0.

Der Schwerpunkt des Massenpunktsystems  {P1
*, P2

*}  liegt auf dem Mittelpunkt
MAB  der Strecke  AB.

Somit liegt der Schwerpunkt  SABC  des Massenpunktsystems  {P1
*, P2

*, P3
*}  auf der Strecke  sC

von  C  nach  MAB, welche als die Schwerlinie des Dreieckes auf die Seite  AB  bezeichnet
wird.
Da analog  SABC  auch auf den Schwerlinien  sA  und  sB  liegt, schneiden sich alle drei Schwerlinien
in einem Punkt, nämlich dem Schwerpunkt  SABC.
Es gilt

SABC=
m.A+m.B+m.C

3m
=

A+B+C
3

.

Legt man das Dreieck so, daß die Seite  AB  sich auf der  x-Achse befindet, so ist
A=(a, 0), B=(b, 0)  und  C=(c, hC),

wobei  hC  die Höhe des Dreieckes auf die Seite  C  bezeichnet.
Daher ist

SABC=(Sx, Sy)=( a+b+c
3

, 
hC

3
),

was bedeutet, daß der Schwerpunkt in einem Drittel der Höhe des Dreieckes liegt.
Aus den Strahlensätzen folgt sofort, daß der Schwerpunkt die Schwerlinien im Verhältnis  1:2  teilt.

(11) Satz: Ist  {P1
*,9, Pn

*}  ein Massenpunktsystem, so liegt der Schwerpunkt  S  des Systems in der
konvexen Hülle der Punktmenge  {P1,9, Pn}.
Beweis: Die konvexe Hülle  H  der Punktmenge  {P1,9, Pn}  ist die kleinste Teilmenge des  ¸2,
welche die Eigenschaft hat, daß mit je zwei Punkten  P, QæH, die ganze Strecke von   P  nach  Q  in
H  liegt.
Wir verwenden nun wieder die Assoziativitätseigenschaft der Schwerpunktbildung.
Der Schwerpunkt  S12  des Punktmassensystems  {P1

*, P2
*}  liegt auf der Strecke von  P1  nach  P2

und somit in der konvexen Hülle von  {P1,9, Pn}. Der Schwerpunkt  S123  von  {P1
*, P2

*, P3
*}

ist der Schwerpunkt von  {S12
*, P3

*}  und dieser liegt auf der Strecke  von  S12  nach  P3  und somit
wieder in der konvexen Hülle von  {P1,9, Pn}.  U.s.w. ˝
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P1

P2

P3

P5

P4

P6

P7

P8 P9

P10

S

Konvexe Hülle von {P1, ..., P10}

b  Streckenschwerpunkte

(12) Der Schwerpunkt eines homogen mit Masse belegten Stabes
Wir nehmen an, daß eine Gesamtmasse  m>0  auf  n  (næ›)  Massenpunkte

P1
*,9, Pn

*  mit jeweils der Masse  mi=
m
n   verteilt ist, wobei die Koordinaten

P1,9, Pn  der entsprechenden Punkte äquidistant auf einer Strecke

A, B
___
œ¸2  verteilt sind.

B

A

P1
*

Pn
*

Pn-1
*

Pn-2
*

P2
*

P3
*

M

Wir berechnen den Schwerpunkt dieses Massenpunktsystems in Schritten nach dem Assoziativgesetz
für die Schwerpunktbildung:

Das Massenpunktsystem  {P1
*, Pn

*}  hat den Schwerpunkt bei  M=
A+B

2
,

Das Massenpunktsystem  {P2
*, Pn-1

*}  hat den Schwerpunkt ebenfalls bei  M=
A+B

2
,

Das Massenpunktsystem  {P3
*, Pn-2

*}  hat den Schwerpunkt ebenfalls bei  M=
A+B

2
,

u.s.w.
Ist  n  ungerade, so hat das in der Mitte verbleibende einpunktige Massenpunktsystem ebenfalls seinen
Schwerpunkt bei  M.
Somit hat das gesamte Massenpunktssystem

{P1
*,9, Pn

*}  seinen Schwerpunkt ebenfalls bei  M.
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(13) Unter einem homogenen Stab verstehen wir eine Strecke  A, B
___
œ¸2  oder  ¸3, welche

gleichmäßig mit Masse belegt ist. Dies wiederum können wir uns durch den Übergang für  n÷Á
für das soeben besprochene Massenpunktsystem  {P1

*,9, Pn
*}  entstanden denken.

Der homogene Stab hat somit seinen Schwerpunkt in seinem Mittelpunkt platziert. Die Massen-
belegung des Strecke (jetzt an Stelle eines Punktes) ist ein  m>0, welches man normalerweise als
m≠…A-B… (=Länge der Strecke)  wählt.

(14) c Der Schwerpunkt einer homogen mit Masse belegten Fläche.

k =Gitterkonstante

Wir legen über eine Fläche  A  mit Flächeninhalt  Aæ�  ein quadratisches Gitter, sodaß etwa  n
Gitterpunkte  P1, P2,9, Pn  auf der Fläche liegen. Diese belegen wir jeweils mit der Masse

mi=
A
n .

So bekommen wir ein Massenpunktsystem  {P1
*, P2

*,9, Pn
*}, dessen Schwerpunkt  S  mit der

Masse

m1+m2+9+mn=
A
n+

A
n+9+

A
n=A  belegt ist.

Es zeigt sich, daß  S  gegen einen Grenzpunkt   SA  konvergiert, wenn die Gitterkonstante
k  gegen  0  geht. Somit bezeichnet man  SA  als den Schwerpunkt der Fläche  A.

Physikalisch kann man sich in vieler Hinsicht das Flächenstück  A, welches gleichmäßig (genauer:
mit einer Masseneinheit pro einer Flächeneinheit)  mit Masse belegt ist, sodaß es die Gesamtmasse  A
hat, ersetzt denken durch das einpunktige Massensystem, welches aus dem Schwerpunkt  SA  belegt
mit der  Masse  A  besteht, ersetzt denken.

Wir entwickeln nun Methoden, den Flächenschwerpunkt von Flächenstücken explizit zu berechnen.

(15) Satz:
(a) Ist ein Flächenstück  A  symmetrisch um eine Achse  g, so liegt der Schwerpunkt des
Flächenstückes auf dieser Achse  g.
(b) Ist ein Flächenstück  A  zentrisch symmetrisch um ein Zentrum  Z, so ist dieses Zentrum  Z  der
Schwerpunkt des Fächenstückes.
Beweis:  ad (a)
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Je zwei symmetrisch liegende Massenpunkte
haben ihren gemeinsamen Schwerpunkt
auf der Symmetrieachse.

g

Bei geeigner Wahl des Gitters, kann man das Massenpunktsystem  {P1
*, P2

*,9, Pn
*}  in

Teilsysteme zerlegen, welche alle ihren Schwerpunkt auf der Symmetrieachse  g  haben.
Aus der Assoziativitätseigenschaft der Schwerpunktsbildung und aus dem Satz  (41)  folgt, daß der
Schwerpunkt des Gesamtsystems auf der Symmetrieachse liegt.

ad (b)

Je zwei zentrisch symmetrisch liegende
Massenpunkte haben ihren gemeinsamen
Schwerpunkt im Symmetriezentrum.

Z

Bei geeigner Wahl des Gitters, kann man das Massenpunktsystem  {P1
*, P2

*,9, Pn
*}  in

Teilsysteme zerlegen, welche alle ihren Schwerpunkt im Zentrum  Z  haben.
Aus der Assoziativitätseigenschaft der Schwerpunktsbildung folgt, daß der Schwerpunkt des
Gesamtsystems im Zentrum  Z  liegt. ˝

(16) Der Schwerpunkt von Rechtecken, Parallelogrammen und Kreisen
Rechtecke, Parallelogramme und Kreise sind zentrisch symmetrisch und haben daher ihren
Schwerpunkt in ihrem Mittelpunkt. Beim Rechteck und Kreis gibt es Symmetrieachsen, und somit
liegt der Schwerpunkt auf jeder dieser Symmetrieachesen und somit auf deren Schnittpunkt.

S Z S

S
S S

g

g@

g

g@

g

g@

g

g@

g

g@
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(17) Der Flächenschwerpunkt des Dreieckes

U V

A B

C

U V

A B

C

SUV

Wir überdecken das Dreieck  ABC  wie skizziert mit einem quadratischen Gitter und dem
entsprechenden Massenpunktsystem  {P1

*,9, Pn
*}. Diejenigen Massenpunkte, welche auf einer

Strecke  UV  parallel zur Seite  AB  liegen, bilden ein Massenpunktsystem, dessen Schwerpunkt  SUV

beliebig nahe beim Mittelpunkt der Strecke  UV  liegt, wenn nur die Gitterkonstante genügend klein
gewählt ist.
Alle Schwerpunkte des Typus  SUV  liegen als beliebig nahe auf der Schwerlinie des Dreieckes von  C
auf die Seite  AB, wenn nur die Gitterkonstante genügend klein gewählt ist. Somit liegt auch der
Schwerpunkt des Massenpunktsystems  {P1

*,9, Pn
*}  beliebig nahe auf dieser Schwerlinie. Geht

man also mit der Gitterkonstanten   k  gegen  0, so bekommt man als Grenzpunkt den
Flächenschwerpunkt des Dreieckes auf dieser Schwerlinie. Analog liegt der Flächenschwerpunkt des
Dreieckes auch auf den anderen Schwerlinien des Dreieckes und fällt somit mit dem
Punktschwerpunkt des Dreieckes zusammen. Man spricht daher vom Schwerpunkt des Dreieckes
schlechthin.

Anmerkung: Wahrscheinlich wurde der Begriff des Schwerpunktes von Archimedes eingeführt.
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§4. Doppel- und Dreifachintegrale

Im Unterschied zur Flächen- und Volumsbestimmung, bei denen es um die Integration (= unendliche
Aufsummierung)  von infinitesimal kleinen Flächen des Inhaltes

(1) dF=dx.dy  bzw. infinitesimal kleinen Volumina des Inhalts
dV=dx.dy.dz  geht,

handelt es sich bei den allgemeinen Doppel- und Dreifachintegralen um die Integration von mit
Faktoren  f(x, y)æ¸  bzw.  f(x, y, z)æ¸  behafteten infinitesimal kleinen Größen

f(x, y).dx.dy  bzw.  f(x, y, z).dx.dy.dz.
Soferne diese Faktoren nicht negativ sind, können sie als Dichten gedeutet werden, sodaß mit dem
Doppelintegral die Masse eines Flächenbereiches und mit dem Dreifachintegral die Masse eines
Volumsbereiches berechnet wird. Damit ergibt sich für die Schule eine einfache Motivation für diese
Art von Integralrechnung.
Als Integrationsbereich kommt vornehmlich jene Art von Flächenbereiche und Volumsbereiche vor,
für welche wir schon die Flächeninhalte bzw. die Volumina bestimmt haben.
Der Vorgang bei der Berechnung der Doppel- und der Dreifachintegrale ist genau der analoge, wie bei
der Berechnung von Flächeninhalten bzw. Volumina.

(2) Wir demonstrieren dies an einem Beispiel:
Ein Quader

Q=[a, b]fi[c, d]fi[e, f]œ¸3  besteht aus Gestein unterschiedlicher Dichte.
Die Dichtefunktion sei durch eine stetige Funktion

f:Q–¸:(x, y, z)—x.y2.(z+1)  gegeben.
Ist nun ein infinitesimal kleiner achsenparalleler Quader mit den Seitenlängen  dx, dy, dz  an der Stelle

(x, y, z)æQ  gegeben, so hat dieser das infinitesimal kleine Volumen  dx.dy.dz  und daher die
infinitesimal kleine Masse  f(x, y, z).dx.dy.dz.
Betrachten wir den infinitesimal dünnen Stab in Q  parallel zur  x-Achse durch den Punkt  (x, y, z),
welcher den achsenparallelen rechteckigen Querschnitt der Breite  dy  und der Länge  dz  hat, so hat
dieser die infinitesimal kleine Masse

(3) 1(f(x, y, z).dy.dz) dx=(1f(x, y, z) dx).dy.dz.

Nun gehen wir zur infinitesimal dünnen Scheibe in  Q  parallel zur  x,z-Ebene durch den Punkt
(x, y, z)  über. Sie ist die Vereinigung von Stäben - wie eben betrachtet - und somit bekommen wir
für ihre Masse den infinitesimal kleinen Wert

(4)  a(1f(x, y, z) dx) dy).dz=(a(1f(x, y, z) dx) dy).dz.

Schließlich summieren (=integrieren)  wir über diese infinitesimal dünnen Scheiben und bekommen
so die Gesamtmasse des Quaders

(5) M='f

e
(a(1f(x, y, z) dx) dy) dz.

Es ist unmittelbar inleuchtend, daß es auf die Reihenfolge der Integration nicht ankommt, das heißt
daß also z.B.

(6) M='f

e
(a(1f(x, y, z) dx) dy) dz=1(a(' f

e
f(x, y, z) dz) dy) dx.

(7) Man nennt diese Erkenntnis den Satz von der Vertauschung der Integrationsreihenfolge,
und beim Lebesgueintegral lautet die Bezeichnung: Satz von Fubini.
Wir demonstrieren diesen Satz nun an einem
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Beispiel: Sei
Q≠{(x, y):2≤x≤5, 1≤y≤3}œ¸2  und
f:Q–¸:(x, y)—x2+1/y.

Dann ist einerseits

'
1

3('
2

5
f(x, y) dx) dy='

1

3('
2

5
(x2+1/y) dx) dy='

1

3( x3

3
+

x
y
)|

x=2

x=5
dy=

='
1

3( 53-23

3
+

5-2
y

) dy='
1

3( 117
3
+

3
y
) dy=

=( 117.y
3
+3.ln (y))|

y=1

y=3
=117+ln (27)-

117
3 =

234
3 +ln (27).

Andererseits ist auch

'
2

5('
1

3
f(x, y) dy) dx='

2

5('
1

3
(x2+1/y) dy) dx='

2

5(x2.y+ln (y))|
y=1

y=3
dx=

='
2

5
(2.x2+ln (3)) dx=( 2.x3

3
+x.ln (3))|

x=2

x=5
=

=
2.(53-23)

3
+(5-2).ln (3)=

234
3 +ln (27).

Wegen dieser Möglichkeit der Vertauschung der Integrationsreihenfolge schreibt man auch einfach

(8) M=C
Q
f(x, y, z) dx dy dz=C

Q
f(ÿx )dÿx ,

und man nennt dieses Integral ein Dreifachintegral  (analog beim Doppelintegral).
Die Funktion  f:Q–¸  heißt der Integrand des Dreifachintegrals.

Wir haben bei unserem Beispiel einen besonders einfachen zweidimensionalen Integrationsbereich,
nämlich einen achsenparallelen Quader(=Rechteck)  Q  gewählt.

(9) Ist aber  Bœ¸n  (für  n  kommt vornehmlich  2  und  3  in Frage)  ein beliebiger beschränkter
"bürgerlicher" Bereich und ist als Integrand eine stetige Funktion

f:B–¸  gegeben, so kann man das Integral

A
B
f(x, y) dx dy

naheliegend definieren als das Integral

A
Q

f*(x, y) dx dy,

wobei
Q  ein achsenparalleler Quader ist, welcher den Bereich  B  umfaßt (also  BœQ)

und  f*:Q–¸  definiert ist durch

f*(x, y,)={f(x, y)

0

falls (x, y)æB

falls (x, y)%B
,

und so ist man wiederum auf den Fall des achsenpallelen Quaders als Integrationsbereich gekommen.
Allerdings hat man hier nur theoretisch einen Gewinn einen einfachen Definition und der Möglichkeit
der Anwendung des Satzes der Vertauschung der Integrationsreihenfolge, denn im Allgemeinen wird
nun der Integrand  f*  unstetig sein, was sich bei der praktischen Berechnung so auswirkt, daß die
zwei einfachen Integrationen (auf welche das Doppelintegral zurückgeführt wird)  über stückweise
stetige Integranden durchzuführen sind.
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Wir demonstrieren dies wiederum an einem
Beispiel: Sei

B={(x, y):(x-1)2+y2≤1  und  x≤1}œ¸2  und
f(x, y)=1 const  für alle  (x, y)æB.

Da die Funtion  f¢1  gewählt ist, ist der Wert von

A
B
f(x, y) dx dy=A

B
1 dx dy=

=Volumen des Zylinders mit der Grundfläche  B  und der Höhe  1=

=Flächeninhalt von  B=[Siehe Skizze]=R.

Wir wollen nun aber methodisch vorgehen und demonstrieren, wie dieses Doppelintegral im
allgemeinen Fall zu berechnen ist.

0

-1

1

1x

y

B

Q

a

b

Der Bereich  B  ist ein Halbkreis mit Radius  1. Der Bereich  Q  wird als Rechteck gewählt, welches
den Halbkreis umschließt. Wir wählen also

Q=[0, 1]fi[-1, 1].
Die Funktion  f  ist über dem Halbkreis konstant gleich  1. Über

Q\B  (dunkle Fläche in der Skizze)  setzen wir  f*  konstant gleich  0 und über dem Halbreis  B
(helle Fläche in der Skizze)  setzen wir  f*=f  also konstant  gleich 1. Wie  f*  auf dem Rand von  B
definert ist, ist egal, weil dies für das Doppelintegral nichts ausgibt.
Dann ist eben

A
B
f(x, y) dx dy=A

Q
f*(x, y) dx dy=[einerseits]='

-1

1('
0

1
f*(x, y) dx) dy=

=[andererseits, wegen der Möglichkeit der Vertauschung der Integrationsreihenfolge]=

='
0

1('
-1

1
f*(x, y) dy) dx.

Nun rechnet man etwa

'
-1

1('
0

1
f*(x, y) dx) dy=

=[siehe Skizze! - wir fassen  y  als eine Konstante auf, integrieren entlang der Linie  a  von  0
 bis  1  über  x  und zerlegen das Integrationsintervall des "inneren Integrals" in zwei Abschnit

te, über denen jeweils der Integrand stetig ist und somit eine Stammfunktion bestimmbar ist]=
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'
-1

1('
0

1
f*(x, y) dx) dy='

-1

1('
0

1-√1-y2

f*(x, y) dx+'
1-√1-y2

1
f*(x, y) dx) dy=

='
-1

1('
0

1-√1-y2

0.dx+'
1-√1-y2

1
1.dx) dy=

='
-1

1('
1-√1-y2

1
1.dx) dy='

-1

1(√1-y2 ) dy=R.

Oder wir wählen die andere Integrationsreihenfolge und bekommen auch so

'
0

1('
-1

1
f*(x, y) dy) dx=

=[siehe Skizze! - wir fassen  x  als eine Konstante auf, integrieren entlang der Linie  b
von  -1  bis  1  über  x  und zerlegen das Integrationsintervall des "inneren Integrals" in drei
Abschnitte, über denen jeweils der Integrand stetig ist und somit eine Stammfunktion
bestimmbar ist]=

='
0

1('
-1

-√1-x2

f*(x, y) dy+'
-√1-x2

√1-x2

f*(x, y) dy+ '
-√1-x2

1
f*(x, y) dy) dx=

='
0

1('
-1

-√1-x2

0 dy+'
-√1-x2

√1-x2

1 dy+ '
-√1-x2

1
0 dy) dx=

='
0

1('
-√1-x2

√1-x2

1 dy) dx='
0

1
(2.√1-x2 ) dx=R.

Der routinierte Doppelintegrierer wird natürlich die Teilintegrale, welche den konstanten Integranden
f*(x, y)=0  haben gleich gar nicht hinschreiben. Abert die Verwendung einer Skizze zur
Bestimmung der Integrationsgrenzen ist angezeigt.

Man sieht in unserem Beispiel,  bei dem  f(x, y)¢1  absichtlich sehr einfach gewählt wurde, daß sich
die Grenzen des "inneren Integrals" des Weitern unangenehm im Integranden des "äußeren Integrals"
bemerkbar machen. Daher kann man bei kompliziert berandeten Bereichen  B  davon ausgehen, daß
das Doppelintegral der geschlossenen Berechnung ernste Hindernisse bieten wird. Eine wichtige
Methode, gewisse Mehrfachintegrale besser in den Griff zu bekommen, ist die
Variablentransformation, welche wir nun anschließend besprechen wollen.

(10) Die Variablen  x, y, z  (bzw. ÿx ) heißen die Integrationsvariablen. Sie können, wie beim
einfachen Integral, durch neue Variable (welche noch nicht im Integral vorkommen dürfen)  ersetzt
werden, ohne daß sich sonst am Integral etwas ändert. Davon klar zu unterscheiden ist die
Substitution von neuen Variablen, wie wir sie ja schon vom einfachen Integral (bei der
Substitutionsformel) her kennen. Die Substitution von neuen Variablen wird beim mehrfachen
Intergral Variablentransformation genannt. Der Substitutionsformel beim einfachen Integral
entspricht beim mehrfachen Integral die sog. Variablentransformationsformel.
Wir wollen die Variablentransformation beim Doppelintegral besprechen (beim Dreifachintegral geht
alles analog)  und zwar gleich am Beispiel der "Polarkoordinaten", welches für die Schule das
Beispiel schlechthin ist.

Anstatt den Integrationsbereich durch Schnitte mit  x=const  und  y=const  in kleine achsenparalle
Rechtecke zu teilen, wählen wir nun Schnitte mit  r=const  und  q=const  um zu kleinen
Teilbereichen zu kommen, über welchen die Funktion  f  annähernd konstant ist.
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B
r=const

q=
const

q=0

+p

-p

B

x

y

Ist bei kartesischen Koordinaten der Flächeninhalt eines kleinen Teilbereiches einfach gleich  Dx.Dy,
so ist nun bei den Polarkoordinaten der Flächeninhalt eines kleinen Teilbereiches abhängig vom Ort
des Teilbereiches und muß erst berechnet werden.

      
Dx

Dy

           

A
B

D

C

Dq

Dr

q

q+
D
q

r+
Dr

r

In der Schule, der Technik und der Physik geschieht dies, indem der Teilbereich mit den Ecken  A, B,
C, D durch ein Rechteck approximiert wird, dessen Seitenlängen

l=Bogenlänge von  A  nach  C=r.Dq  und
b=Distanz von  A  nach  B=Dr

sind, sodaß man für den Flächeninhalt des Teilbereiches den Wert
DF=l.b=r.Dq.Dr  bekonmmt.

Will man methodisch vorgehen, sodaß der Prozeß auch auf andere Variblentrnsformationen (und dies
auch im  ¸n)  übertragbar ist, so approxiert man den kleinen Teilbereich mit den Ecken A, B, C, D
mit Hilfe des Parallelogramms, welches von den Vektoren

B-A   und  C-A  aufgespannt wird.
Man ersetzt also den Flächeinhalt des kleinen Teilbereiches durch den Flächeninhalt des besagten
Parallelogramms.
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A
B

D

C

Dq

Dr

q

q+
D
q

r+
Dr

r

Mit

r

q

x(r, q)

y(r, q)

x(r, q)=r.cos (q)  und
y(r, q)=r.sin (q)

bekommen wir
AF(Ax, Ay), BF(Bx, By), CF(Cx, Cy),

wobei
Ax=x(r, q),
Ay=y(r, q)

sowie

Bx=x(r+Dr, q)=x(r, q)+
¿x
¿r
(r, q).Dr,

By=y(r+Dr, q)=y(r, q)+
¿y
¿r
(r, q).Dr

sowie

Cx=x(r, q+Dq)=x(r, q)+
¿x
¿q
(r, q).Dq,

Cy=y(r, q+Dq)=y(r, q)+
¿y
¿qr
(r, q).Dq.

Somit ist

B-A=(Bx-Ax
By-Ay

)=(

¿x
¿r
(r, q).Dr

¿y
¿r
(r, q).Dr

)  und
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C-A=(Cx-Ax
Cy-Ay

)=(

¿x
¿q
(r, q).Dq

¿y
¿q
(r, q).Dq

).

Das von den beiden Vektoren  B-A  und  C-A  aufgespannte Parallelogramm hat den Flächeninhalt

DF=|Det (B-AzC-A)|=|Det  (

¿x
¿r
(r, q).Dr

¿y
¿r
(r, q).Dr

¿x
¿q
(r, q).Dq

¿y
¿q
(r, q).Dq

)|=

=|Det  (

¿x
¿r
(r, q)

¿y
¿r
(r, q)

¿x
¿q
(r, q)

¿y
¿q
(r, q)

)|.Dr.Dq.

Rechnen wir nun zur Probe

¿x
¿r
(r, q)=cos (q), 

¿y
¿r
(r, q)=sin (q), 

¿x
¿q
(r, q)=-r.sin (q), 

¿y
¿q
(r, q)=r.cos (q),

so bekommen wir

DF=|Det  (

¿x
¿r
(r, q)

¿y
¿r
(r, q)

¿x
¿q
(r, q)

¿y
¿q
(r, q)

)|.Dr.Dq=|Det  (
cos (q)

sin (q)

-r.sin (q)

r.cos (q)
)|.Dr.Dq=

=r.Dr.Dq,

also das gleiche Ergebnis wie es die Schul- und Physikermathematik liefert. Aber, wie gesagt, die
zweite Methode zeigt auf, wie bei Variablentransformationen allgemein vorgegangen werden kann.

der Ausdruck
DF=r.Dr.Dq  heißt das Flächenelement bezüglich der Polarkoordinaten. Bei einem

Dreifachintegral spricht man dann sinngemäß von einem Volumselement  DV.
Im allgemeinen Fall einer Variablentransformation bei einem  n-dimensionalen Bereichsintegral

x1=a1(x1,9, xn), 9, xn=an(x1,9, xn)
kommt man so zum n-dimensionalen Volumselement

DV=|Det  (¿x1

¿x1
(x1,9, xn)

aaa(x1,z, xn)

¿xn

¿x1
(x1,9, xn)

9

9

¿x1

¿xn
(x1,9, xn)

aaa(x1,z, xn)

¿xn

¿xn
(x1,9, xn)

)|.Dx1.9.Dxn.

Zurück zu den Polarkoordianten:
Es bleibt noch die Aufgabe über die Volumina der kleinen Säulen
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f(x, y)=f(r.cos (q), r.sin (q))

A B

DC

Dr

q

q+Dq

r
r+Dr

D
q

also über
f(x, y).DF=f(r.cos (q), r.sin (q)).r.Dr.Dq  zu summieren, bzw. im Grenzwert der

Verfeinerung der Unterteilung über
f(r.cos (q), r.sin (q)).r.dr dq  zu integrieren.

Die Integrationsvariablen sind nun  r  und  q. Wir müssen uns daher überlegen, welchen Bereich
B*  die Paare  (r, q)  überstreichen, wenn die zugehörigen  (x, y)  den ursprünglichen

Integrationsbereich  B  durchlaufen.
Es ist also

B*={(r, q):(x, y)  mit  x=r.cosx (q)  und  y=r.sin (q)  und  (x, y)æB}  zu bestimmen
und wir haben dann die Umformung (Variablensubstitution)

A
B
f(x, y) dx dy=A

B*
f(r.cos (q), r.sin (q)).r.dq dr

in der Hoffnung, daß das rechts stehende Doppelintegral leichter zu berechnen oder aussagekräftiger
ist als das linke Doppelintegral.
Die Bestimmung von  B*  ist eine gesonderte Arbeit, welche unter Umständen Mühe bereiten kann.

R

5

10

15

20

B*

q

r

0

r+Dr
r

q
+
D
q

q

In der Praxis gibt es aber hauptsächlich zwei Gründe, welche eine Variablentransformation nahe
legen:

1. Sowohl der Bereich  B*  ist für die Integration besser geeignet als der Bereich  B, als auch
der Integrand  f(r.cos (q), r.sin (q)).r.dq dr  ist für die Integration besser geeeignet als

der Integrand  f(x, y) dx dy.
2. Es kann sein, dass für theoretische Zwecke die Variablen  r  und  q  aussagekräftiger sind als
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die Variablen  x, y. Dann ist aber meistens der numerische Wert des Doppelintegrals gar
nicht

das Ziel der Untersuchungen und daher braucht man den Bereich  B*  gar nicht explizit
auszurechnen.

Wir beschließen das Thema Variablentransformation bei Gebietsintegralen mit zwei signifikanten
Beispielen.

Beispiel 1:
Sei  B={(x, y):x2+y2≤R}  mit  R>0  ein kreisförmiger Integrationsbereich.
Weiters sei

f:B–¸:(x, y)—√x2+y2.
Wir transformieren das Bereichsintegral

A
B
√x2+y2 dx dy  in Polarkoordianten.

Es ist offensichtlich
B*={(r, q):(x, y)  mit  x=r.cosx (q)  und  y=r.sin (q)  und  (x, y)æB}=
=[0, R]fi[0, 2p]

und es ist

f(x, y)=√x2+y2=√(r.cos (q))2+(r.sin (q))2=r.

Somit bekommen wir

A
B
√x2+y2 dx dy=A

B*
r.r. dq dr='

0

R('
0

2p
r2.dq)dr='

0

R
2p. r2 dr=2p.

R3

3
.

Beispiel 2:
Ersetzen wir  x  und  y  durch die neuen Variablen

x=x+h

y=h,
so geht der Integrationsbereich

B={(x, y):(x-y)2+y2≤1  und  y≥0}
in den neuen Integrationsbereich

B*={(x, h):(x+h-h)2+h2≤1  und  h≥0}={(x, h):x2+h2≤1  und  h≥0}  über.
Ist etwa

f:B–¸:(x, y)—1  konstant,
so ist

A
B
f(x, y) dx dy=A

B
1 dx dy  gleich dem Flächeninhalt des Bereiches  B, welcher eine Hälfte

einer Ellipse ist, wobei allerdings nicht entlang einer Hauptachse halbiert wird.

x

y

x

h

B*B

0 0
-1 -11 1
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Als Flächenelement bekommen wir

DF=|Det  (

¿x
¿x
(x, h)

¿y
¿x
(x,h)

¿x
¿h
(x, q)

¿y
¿h
(x, h)

)|.Dx.Dh=|Det (1

0

1

1
)|.Dx.Dh=Dx.Dh.

Somit ist schließendlich

A
B
1 dx dy=[in  1  für  x  und  y  substituiert ergibt wieder  1]=A

B*
1 dx dh=

=[Flächeninhalt des halben Einheitskreises]=R.

Was ist nun eigentlich eine Variablentransformation?
(11) Deutet man Variable als Funktionen, so sind

x:¸2–¸:(a, b)—a

und
y:¸2:–¸:(a, b)—b  Projektionen.

Nun kann man mit den Funktionen  x, y  neue Funktionen bilden, wobei es allerding sein kann, dass
der Definitionsbereich der neuen Funktionen nicht ganz  ¸  ist.

(12) Beispiel:
Die Funktionen  r  und  q

(13) r:¸2–¸:(a, b)—abbbbba2+b2

q:¸2B{(a, b):a>0 oder b£0}FH–¸:{ atn ( ba )

+R-atn (a
b
)

-R-atn (a
b
)

für b>0

für b≤0 und a>0

für b≤0 und a<0

können durch die Funktionen  x  und y  ausgedrückt werden, nämlich:

r=abbbbcx2+y2

(14) q={ atn ( y
x )

+R-atn ( x
y
)

-R-atn ( x
y
)

für y>0

für y≤0 und x>0

für y≤0 und x<0

 .

Nun haben aber die Funktionen   r  und  q  die Eigenschaft, daß man umgekehrt  x  und  y  durch  r
und  q  ausdrücken kann, nämlich:

(15) x=r.cos (q)
y=r.sin (q).

(16) Es liegt somit die folgende Situation vor:
1. Wir haben offene Teilmengen

G1≠Hœ¸2  und  G2≠[0, Á)fi(-p, +p)œ¸2  gegeben.

2. Die Funktion
(r, q):G1–G2:(a, b)—(r(a, b), q(a, b))
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ist  #  (=alle partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung existieren).

3. Es existiert die Umkehrfunktion
(r, q)-1:G2–G1:(r, s)—(r.cos (s), r.sin (s))
und sie ist ebenfalls  #.

(a, b)

q(a, b)

p

x r(a, b)

θ(a, b)

y

r

q

(r, q)-1

H

(r, q)(a, b)

-p

r(
a
, b
)

(r, θ) = Polarkoordinaten

[0, Á)fi(-p, +p)

a

b

(17) Dies sind genau die Bedingungen, welche erfüllt sein müssen, damit wir von einer
"Variablentransformation" von  (x, y)  in  (r, q)  sprechen können.

Beispiel: Wir berechnen das Volumen des Drehparaboloids
D={(a, b, g):a2+b2≤g≤R2}.

R2

R

x

y

z

Es ist

Vol(D)=2f1(x, y) dx dy  mit  B1≠{(a, b):a2+b2≤R2}  und

f1:B1–¸:(a, b)—R2-a2-b2, also  f(x, y)=R2-x2-y2.
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Vernachlässigen wir die Punkte des Drehparaboloids, welch nicht über der nach links geschlitzten
Ebene  H  liegen, so können wir auf Polarkoordinaten übergehen und bekommen

B2=[0, R]fi(-p, +p)  und  f2(r, q)=f1(x, y)=R2-x2-y2=

=R2-(r.cos (q))2-(r.sin (q))2=R2-r2.

Somit ist

Vol(D)=2f1(x, y) dx dy=3f2(r, q). r.dr dq=3(R2-r2). r.dr dq=

='
-p

+p'
0

R

(R2-r2). r.dr dq='
-p

+p

(2.R2.r2-4.r4)�dq=4.R4.'
-p

+p

dq=R4.R,

und wenn nicht falsch gerechnet wurde, stimmt das Resultat heute noch.

Das Volumen von Rotationskörpern mit Hilfe des Doppelintegrals
Gegeben sei ein beschränkter "bürgerlicher" Bereich

Dœ¸fi[0, Á)œ¸2.
Denkt man sich diesen Bereich  D  um die  x-Achse rotierend, so entsteht ein Rotationskörper  KD
dessen Volumen man berechnen kann durch

(30) Vol (KD)=:2p.y dxdy.

Diese Formel kann man mit Hilfe der folgenden Überlegung leicht gewinnen:

D

y
dy

dx

x

y

x

Wir denken uns  KD  zerlegt in infinitesimal dünne Rotations-Kreisringe mit dem Querschnittes
[x, x+dx]fi[y, y+dy]  und mit dem Radius  y.

Jeder dieser Kreisringe hat ein infinitesimal kleines Volumen
dV=dx.dy.2p.y.

Die Integration ergibt dann die Formel  (30).

Der Flächeninhalt gekrümmter Flächen mit Hilfe des Doppelintegrals
Bei der Bestimmung des Flächeninhaltes gekrümmter Flächen steht man vor der Aufgabe zuerst zu
definieren, was unter diesem zu verstehen ist. Dies wird normalerweise in der Differential-
geometrie behandelt. Für die Schule und den Naturwissenschaftler bietet sich ein Weg an, bei dem
die Berechnung und die Definition des Flächeninhaltes in Einem geschieht:
Wir nehmen also an, daß wir eine (i.A. gekrümmte) Fläche durch eine #-Parametrisierung
gegeben haben, das heißt, daß ein "bürgerlicher" Bereich (der sog. "Parameterbereich")
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Pœ¸2  und eine injektive  #-Funktion

j:P–¸3:(l, m)–(j1(l, m), j2(l, m), j3(l, m))
gegeben ist, sodaß

{j(l, m):(l, m)æB}=Im (j)œ¸3

die Menge der Punkte der (i.A. gekrümmten) Fläche ist.
Damit die Fläche keinen "Knick" aufweist, also "glatt" ist, fordert man noch, dass

Rang (¿(j1, j2 ,j3)
¿(l, m)

)=2  über dem ganzen Parameterbereich.

j

Parameterbereich Im (j)

Parametrisierungen

Nun denken wir uns den Parameterbereich  P  in kleine Rechtecke
R=[l, l+Dl]fi[m, m+Dm]

zerlegt, welche durch  j  auf kleine Flächenstücke
QœIm (j)  abgebildet werden.

Sind nun die Rechtecke  R  genügend klein, so werden auch die entsprechenden Flächenstücke  Q
so klein, daß sie durch die von den Vektoren

v≠j(l+Dl, m)-j(l, m)  und
w≠j(l, m+Dm)-j(l, m)

aufgespannten Parallelogramme  P  ersetzt werden können, wenn es gilt, den Flächeninhalt von
Im (j)  zu bestimmen.

j(l+Dl, m)

j(l, m)
v

w

Pj(l, m+Dm)

j(l+Dl, m+Dm)

(l+Dl, m)

(l, m+Dm) (l+Dl, m+Dm)

(l, m)

j
R

Q

Die Vektoren  v  und  w  wiederum bestimmen wir mit Hilfe einer Taylorentwicklung von  j,
wobei wir diese nach den linearen Gliedern abbrechen dürfen, ohne uns im Endresultat einen
Fehler einzuhandeln.
Also



8 3

1. Kapitel: Propädeutik des Integrals §4. Doppel- und Dreifachintegrale

R.Liedl: Volumen und Oberfläche Mon, 27. Aug 1956  20:39:51 Uhr

v=j(l+Dl, m)-j(l, m), und somit komponentenweise
vi=ji(l+Dl, m)-ji(l, m)  für  i=1, 2, 3.

Es folgt wegen (eben die Taylorentwicklung)

ji(l+Dl, m)=ji(l, m)+
¿ji

¿l
(l, m).Dl+9,

daß

vi=ji(l+Dl, m)-ji(l, m)§
¿ji

¿l
(l, m).Dl,

und nach analoger Rechnung

wi§
¿ji

¿m
(l, m).Dm,

wobei wir ab jetzt, wie bereits gesagt, das  §-Zeichen durch das  =-Zeichen  ersetzen dürfen.
Somit ist

v=(v1, v2, v3)=(Dl. ¿j1

¿l
(l, m), Dl. 

¿j2

¿l
(l, m), Dl. 

¿j3

¿l
(l, m))  und

w=(w1, w2, w3)=(Dm. ¿j1

¿m
(l, m), Dm.

¿j2

¿m
(l, m), Dm.

¿j3

¿m
(l, m)).

Nach einer Formel der elementaren Vektorrechnung folgt
Fl (P)=…vfiw…=

=(Det2(¿j2

¿l
¿j3

¿l

¿j2

¿m
¿j3

¿m

)+Det2(¿j3

¿l
¿j1

¿l

¿j3

¿m
¿j1

¿m

)+Det2(¿j1

¿l
¿j2

¿l

¿j1

¿m
¿j2

¿m

))
2

(l, m).Dl.Dm.

Dies dürfen wir also auch gleich dem Beitrag  Fl (Q), den die kleine Teilfläche  Q  zum gesamten
Flächeninhalt von   Im (j)  leistet, setzen.
Geht man mit der Kleinheit der Rechtecke  RœP  gegen Null, so geht die Summe

MNO
RœP

 Fl (Q)=MNO
RœP

 …vfiw…  gegen

(31) Fl (Im (j))=A
P

(Det2(¿j2

¿l
¿j3

¿l

¿j2

¿m
¿j3

¿m

)+Det2(¿j3

¿l
¿j1

¿l

¿j3

¿m
¿j1

¿m

)+Det2(¿j1

¿l
¿j2

¿l

¿j1

¿m
¿j2

¿m

))
2

(l, m).dl.dm.

(32) Beispiel: Wir berechnen den Flächeninhalt  F  der oberen Einheitshalbkugel.
Als Parameterbereich wählen wir

P={(a, b):a2+b2≤1}.
Weiters setzen wir

j:P–¸3:(l, m)—(l, m, abbbbbbbc1-l2-m2)
Zwecks übersichtlicher Vorgangsweise berechnen wir zuerst die Funktionalmatrix von  j, also

¿(j1, j2, j3)
¿(l, m)

(l, m)≠(¿j1

¿l
¿j2

¿l
¿j3

¿l

¿j1

¿m
¿j2

¿m
¿j3

¿m

)(l, m)=( 1

0

-l

abbbbbbbc1-l2-m2

0

1

-m

abbbbbbbc1-l2-m2

) .

Somit ist
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(Det2( ¿j2

¿m
¿j2

¿m

¿j2

¿m
¿j2

¿m

)+Det2(¿j2

¿m
¿j2

¿m

¿j2

¿m
¿j2

¿m

)+Det2(¿j2

¿m
¿j2

¿m

¿j2

¿m
¿j2

¿m

))
2

(l, m)=

=(Det2( 0

¿j3

¿l

1

¿j3

¿m

)+Det2(¿j3

¿l

1

¿j3

¿m

0
)+Det2( 1

0

0

1
))
2

(l, m)=

=ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÍ(¿j3

¿l
)2
+(¿j3

¿m
)2
+12=ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÍ1

1-l2-m2 .

So ist also der Flächeninhalt der oberen Einheitshalbkugel gleich

F=A
P

ËÈÈÈÈÈÈÈÈÈÍ1
1-l2-m2 dldm=[Substitution durch Polarkoordinaten]=

=7õ 1

abbbc1-r2
. r.dr dq.

Wir rechnen nun das "innere Integral"

õ 1

abbbc1-r2
. r.dr=-õ -2.r

2.abbbc1-r2
dr=-abbbc1-r2™=1,

und bekommen somit

F=71 dq=2p.

Die Bogenlänge von Kurven

(33) Definition:
Die Länge einer geraden Strecke  S  im  ¸n, welche als  S≠Im (j)œ¸n  für

j:[0, 1]–¸n:t—a+t·b  mit  næ›, a, bæ¸n

gegeben ist, ist elementar durch die Distanz der beiden Punkte
j(0)=a  und  j(1)=a+b  definiert,

also durch die Zahl
d(j(0), j(1))=…a+b-a…=…b…æ¸.

(34) Satz und Definition:
Seien  a, bæ¸, a<b  und

j:[a, b]–¸n:t—(j1(t),9, jn(t))  ein injektiver  '-Weg.

Ist
Z:a=a0<9<am=b  eine Zerlegung des Intervalls  [a, b]  im Sinne des

Riemannintegrals, so bezeichne

lZ≠n…j(aj)-j(aj-1)…  die Länge des Streckenzuges (=Polygonzuges)

durch die Punkte
j(a)=j(a0),9, j(am)=j(b), welcher zur Zerlegung  Z  des Intervalls  [a, b]  gehört.

Geht nun die Feinheit  |Z|  der Zerlegung  Z  gegen  0, so geht  lZ  gegen die
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"Bogenlänge der Kurve"≠1…j@(t)… dt=1abbbbbbbbbbbbcj1@2(t)+j2@2(t) dt.

ϕ(aj-1)

ϕ(b)

ϕ(a) ϕ(aj)

= ϕ(aj)-ϕ(aj-1)

Diesen Satz beweist man in der Schule etwa so:
Es ist (Taylorentwicklung und Abbruch nach dem linearen Glied)  mit

Dj≠aj-aj-1
für  k=1,9, n

jk(aj)-jk(aj-1)=jk(aj-1+Dj)-jk(aj-1)=
=jk(aj-1)+jk@(aj-1).Dj+9-jk(aj-1)§
§jk@(aj-1).Dj.

Somit ist
j(aj)-j(aj-1)§j@(aj-1).Dj,

und daher
…j(aj)-j(aj-1)…§…j@(aj-1)….Dj

also

n…j(aj)-j(aj-1)…§n…j@(aj-1)….Dj÷1…j@(t)…dt,  wenn  |Z|÷0.

In der Tat wird in der Differentialgeometrie bewiesen, daß der Fehler durch den Abbruch der
Taylorentwicklung nach dem linearen Glied in Summe gegen Null geht, wenn die Feinheit der
Unterteilung gegen Null geht.

(35) Beispiele:
1. Die Berechnung des Umfangs des Kreises ist eine gute Probe für die Bogenlängenformel:
Sei eine Parametrisierung des Kreises durch

j:[-p, +p]–¸2:t—(R.cos (t), R.sin (t))  gegeben.
Diese Parametrisierung ist nicht injektiv, weil  j(-p)=j(+p), aber dieser eine "Doppelpunkt"
verfälscht das Ergebnis offensichtlich nicht.
Es folgt

Umfang des Kreises=7…j@(t)…dt=7…(-R.sin (t), R.cos (t))…dt=

= 7abbbbbbbbbbbbbbbcbbbcR2.sin2 (t)+R2.cos2 (t) dt=7R dt=R.2.p.

2. Den Umfang der Ellipse kann man leider nicht berechnen. Man kommt nämlich dabei auf ein
Integral, welches nicht mehr in "geschlossener Form "  sondern nur mehr nummerisch oder als
Reihenentwicklung berechnenbar ist. Dies führt zur Theorie der "elliptischen Integrale".
3. Ist  f:[a, b]–¸:t—f(t)  eine  '-Funktion, so ist

jf:[a, b]–¸2:t—(t, f(t))  eine injektive Parametrisierung des Graphen von  f
und ebenfalls eine  '-Funktion.
Es ist

…jf@(t)…=abbbbbbc1+f@2(t)  und daher die
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(3) Bogenläng des Graphen von f =1abbbbbbc1+f@2(t) dt.

Historisches Beispiel (die erste Bogenlängenberechnung einer gekrümmten Kurve mit Hilfe von
einfacher Integralrechnung):
Zu Ehren unserer Sekretärin wird der Graph der Funktion

f:(0, Á)–¸:x—c·ÊÈÈx=c·x3/2  (c£0)  als Neilsche Parabel bezeichnet.
Dabei ist allerdings ein Fehler unterlaufen, denn ihr richtiger Name lautet Gerda Nail.
Die Funktion  f  hat die Eigenschaft, daß
pf(x)=pc.exp (3/2·ln (x))=0  gilt.

Sie kann daher auf das Argument  0  stetig fortgesetzt werden, indem
f(0)≠0  definiert wird.

Die gesamte Neilsche Parabel setzt sich zusammen aus den Graphen der beiden Funktionen
f:[0, Á)–¸:x—±c·ÊÈÈx.

x

y

f(x) = cx3/2

f(x) = −cx3/2

c > 0

0

Für  f:[0, Á)–¸:x—c·accx3=c·x3/2  ist

f@(t)=3/2·c·t1/2=
3·c
2
·at  für alle  t≥0,

und somit gilt

accbbbbbc1+f@2(t)=abbbbbbbb1+
9.c2

4
.t=(1+

9·c2

4
·t)1/2

.

Eine Stammfunktion von accbcbbbb1+f@2(t)  ist durch

2
3
·

4
9·c2 ·(1+

9·c2

4
·t)3/2

  gegeben.

Die Länge des Graphen von  f|[a, b]  ist daher gleich

l=
8

27·c2 ·((1+
9·c2

4
·b)3/2

-(1+
9·c2

4
·a)3/2)

Durch die Berechnung dieser Bogenlänge wurde das Aristotelische Dogma von der
Unvergleichbarkeit des Geradlinigen mit dem Krummlinigen erschüttert [von John Wallis (1659)
und danach von William Neil  (1637-1670)], da für  a=0  die einfache algebraische Beziehung

l2=
64

729·c4 ·(1+
9·c2

4
·b)3

  besteht.

4. Die Bogenlänge in Polarkoordinaten:
Ist

y:[a, b]–[0, Á)fi(-p, +p):(r(t), q(t))
die  '-Parametrisierung einer Kurve und ist
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Z:a=a0<9<am=b  eine Zerlegung des Intervalls  [a, b]
im Sinne des Riemannintegrals, so entspricht dieser Parametrisierung eine Paramatrisierung in
kartesischen Koordinaten, nämlich

j=(r, q)-1°j:[a, b]–H:t—(r(t).cos (q(t)), r(t).sin (q(t)))F
F(j1(t), j2(t)).

Es ist daher
…j@(t)…=…r@(t).cos (q(t))+r(t).cos@ (q(t)), r@(t).sin (q(t))+r(t).sin@ (q(t))…=
=…r@(t).cos(q(t))-r(t).sin(q(t)).q@(t), r@(t).sin(q(t))+r(t).cos(q(t)).q@(t)…=
=(r@2(t).cos2 (q(t))-2.r(t).r@(t).cos (q(t)).sin (q(t)).q@(t)+
+r2(t).sin2 (q(t)).q@2(t)+r@2(t).sin2 (q(t))+
+2.r(t).r@(t).sin (q(t)).cos (q(t)).q@(t)+r2(t).cos2 (q(t)).q@2(t))2=
=(r@2(t).cos2 (q(t))+r2(t).sin2 (q(t)).q@2(t)+r@2(t).sin2 (q(t))+
+r2(t).cos2 (q(t)).q@2(t))2=(r@2(t)+r2(t).q@2(t))2,

und es folgt

(4) Bogenlänge in Polarkoordinaten= 1abbbbbbbbbbbbbbbr@2(t)+r2(t).q@2(t) dt.

Ist eine Kurve in der Form
r:[a, b]–¸:q—r(q)  gegeben, so kommt man durch
y(t)=(r(t), t)  wieder in den Anwendungsbereich der Formel  (4)

(es spielt offensichtlich keine Rolle, wenn  q%(-p, +p)), und wegen  q=t  gilt

q@(t)¢1  und  r@(t)=
¿r
¿q
(q)

und wir haben daher die Formel

(5) Bogenlänge in Polarkoordinaten= 1abbbbbbbbbbbbbbc( ¿r
¿q
(q))2

+r2(q) dt.

Das Standardbeipiel in der Schule ist die "archimedische Spirale"
r:[0, Á)–¸:q—r(q)=q.

Wählt man  [0, 2p]  als Parameterintervall, so folgt für die Bogenlänge der archimedischen
Spirale
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l=oaccbbcc1+q2 dq=[

x=Sinh (t)
dx=Cosh (t) dt
x=0≈t=0
x=2p≈t=ASinh (2p)

]='ASinh (2p)

0
Cosh2 (t) dt=

='ASinh (2p)

0
2.(Cosh (2t)+1) dt=2.(2.Sinh (2t)+t)|ASinh (2p)

0
=

=2.(Sinh (t).Cosh (t)+t)|ASinh (2p)

0
=2.(2p.Cosh (ASinh (2p))+ASinh (2p))=

=2.(2p.abbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbc-1+ASinh2 (ASinh (2p))+ASinh (2p))=
=2.(2p.accbbbbbc1+(2p)2+ln (2p+accbbbbbc1+(2p)2)).
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§5 Schwerpunkt und Integralrechnung

(1) Schwerpunktsdefintion mittels der Integralrechnung
Eine nicht elementare Schwerpunktsdefinition und Schwerpunktsfindung bekommen wir mit Hilfe der
Integralrechnung. Zu diesem Zweck führen wir in einer heuristischen Überlegung, welche für den
Mathematiker als Beweisidee, für die Schule und den Naturwissenschaftler aber als Beweis genügt,
den Grenzübergang durch, bei dem die Gitterkonstante  k  gegen  0  geht.

k

Ist nun ein quadratisches Gitter mit der Gitterkonstanten  k>0  über eine Fläche   A  mit
Flächeninhalt  Aæ� gelegt, und ist

{P1, P2,9, Pn}  die Menge der Gitterpunkte, welche in  A  liegen, und ist

mi=m=
A
n   für  i=1,9, n  die Massenbelegung der Punkte des Systems

{P1
*, P2

*,9 , Pn
*},

so können wir diese Punkte  Pi  als die Schwerpunkte der Quadrate
Qi  mit der Seitenlänge  k  und den Mittelpunkten  Pi  interpretieren.

Weiters ist

Fl(Qi)=k2§
A
n  =m=mi.

Der erste heuristische Schritt besteht nun darin, einzusehen, daß wir  (bei sehr kleinem  k)

k2=
A
n   annehmen dürfen, und daß somit  {P1

*, P2
*,9, Pn

*}  das System der Mittelpunkte

der Quadrate  Qi  - belegt jeweils mit der Masse  k2 -  ist.
Der Schwerpunkt des Massenpunktsystems  {P1

*, P2
*,9, Pn

*}  ist dann

S=

#mi.Pi

#mi

=

#k2.Pi

A
=(Sx, Sy).

Setzen wir
Pi=(xi, yi)  und
k2=Dx.Dy  (Dx  bzw.  Dy  bezeichenen die Seitelänge des Quadrates  Qi),

so bekommen wir komponentenweise
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Sx=

#xi.Dx.Dy

#Dx.Dy

  und  Sy=

#yi.Dx.Dy

#Dx.Dy

.

Nun sehen wir, daß der Grenzübergang für  k÷0  den Schwerpunkt  SA=(SAx, SAy)  der Fläche

A  ergibt mit

(2) SAx=

''
A

x dxdy

''
A

dxdy

  und  SAy=

''
A

y dxdy

''
A

dxdy

.

Diese Formel wird als Definition des Flächenschwerpunkts  SA  der Fläche  A  gewählt.

(3) Wir berechenen nun als Beispiel die  y-Koordinate des Schwerpunktes des Flächenstückes  G,
welches durch einen Funktionsgraphen wie folgt beschrieben wird:
Sei  f:[a, b]–¸  stetig und  G≠{(a, b):a≤a≤b, min {0, f(a)}≤b≤max {0, f(a)}}.

Dann ist

SGy=

''
G

y dxdy

''
G

dxdy

=

1'
min {0, f(x)}

max {0, f(x)}
y dydx

1'
min {0, f(x)}

max {0, f(x)}
dydx

=2.
1 sign (f(x)).f2(x) dx

1|f(x)| dx

.

f(x)

xa

b

G

y

  

(4) Die folgenden Beispiele gehören zusammen:

a2

a
-a

G3

G2G2

(1) Wählen wir konkret  a>0  und  f:[-a, a]–¸:x—a2, so folgt trivialerweise für
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G1=[-a, a]fi[0, a2]  daß

SG1y=
a2

2
und die Masse von  G1  ist gleich der Fläche

G1=2.a3.
(2) Wählen wir konkret  a>0  und  f:[-a, a]–¸:x—x2, so folgt für

G2={(a, b):-a≤a≤a  und  0≤b≤f(a)}, daß

SG2y=2.
1 sign (f(x)).f2(x) dx

1|f(x)| dx

=2.
kx4 dx

k x2 dx

=8.
i x4 dx

i x2 dx

=8.
a5/5
a3/3

=
3.a2

40 .

Die Masse dieses Schwerpunktes ist die Fläche unter der Parabel, also

G2=
2.a3

3 .

(3) Für die Flächenschwerpunkte gilt natürlich auch das Assoziativgesetz, d.h. wir können aus den
Schwerpunkten und deren Gewichten von Flächenteilen leicht auf den Flächenschwerpunkt der
Gesamtfläche schließen.
Wir betrachten nun noch die Fläche

G3={(a, b):-a≤a≤a  und  a2≤b≤a2}.
Bis auf Randpunkte gilt

G1=G2•G3  und  G2ÆG3=Ø.
Daher ist

G3=G1-G2=2.a3-
2.a3

3 =
4.a3

3 .

Weiters gilt

SG1y=
SG2y.G2+SG3y.G3

G1
, und somit folgt

SG3y=
SG1y.G1-SG2y.G2

G3
=
(a2/2).2.a3-(3.a2/40).(2.a3/3)

(4.a3/3)
=

57.a3

80
.

c Kurvenschwerpunkte
In analoger Weise können wir für eine stückweise differenzierbare Kurve

j:I–¸2:t—(j1(t), j2(t))=(jx(t), jy(t))
den sogenannten Kurvenschwerpunkt  Sj=(Sjx, Sjy)  definieren.
Wir denken uns die Kurve aus infinitesimal kurzen Stäben  zusammengesetzt.
Die Länge und damit die Masse eines solchen infinitesimal kurzen Kurvenstabes, welcher durch die
Einschränkung

j|
[t, t+dt]

  auf das infinitesimal kurze Intervall  [t, t+dt] parametrisiert ist,

ist
…j(t+dt)-j(t)…=…j(t)+j@(t).dt-j(t)…=…j@(t)….dt.

Der dazugehörige Schwerpunkt hat die Koordinaten  (jx(t), jy(t)).

Bildet man den gesamten Schwerpunkt der Kurve, so kommt man zur Definition

(5) Sj=(Sjx, Sjy)≠(

'
I
jx(t)…j@(t)… dt

'
I
…j@(t)… dt

, 

'
I
jy(t)…j@(t)… dt

'
I
…j@(t)… dt

 ),
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wobei

(6) …j@(t)…=accbbbbbbbbbbbbbbbbc(jx@(t))2+(jy@(t))2 .

Wir berechnen nun die  y-Koordinate des Schwerpunktes des Graphen einer Funktion.
Sei dazu

f:[a, b]–¸  stetig differenzierbar gegeben.
Eine Parametrisierung des Graphen bekommen wir durch

j:[a, b]–¸2:t—(t, f(t))=(jx(t), jy(t)).
In obige Formel eingesetzt ergibt dies für die  y-Koordinate  Sjy  des Kurvenschwerpunktes

(7) Sfy≠Sjy=

1f(t).accbbbbbc1+f@2(t) dt

1accbbbbbc1+f@2(t) dt

.

(8) Beispiele:
(1) Sei  j:[0, p]–¸2:t—(cos (t), sin(t)) die Parametrisierung des oberen

Einheitshalbkreises. Für die y-Koordinate  Sjy  des Kurvenschwerpunktes folgt

Sjy=

'
I
jy(t)…j@(t)… dt

'
I
…j@(t)… dt

 =

âsin (t).1 dt

â1 dt

=
2
p .

(2) Sei  f:[a, b]–¸:x—cosh (x)=
exp (x)+exp (-x)

2
.

Der Graph von  f  ist die sogenannte Kettenlinie. Die y-Koordinate  Sfy  des Kurvenschwerpunktes
ist somit

Sfy=

1f(t).accbbbbbc1+f@2(t) dt

1accbbbbbc1+f@2(t) dt

=

1cosh (t).accbbbbbbbc1+sinh 2(t) dt

1accbbbbbc1+sinh 2(t) dt

=

1cosh2 (t) dt

1cosh (t) dt

=

=2.
1(e2t+2+e-2t) dt

1cosh (t) dt

=

(2.e2t+2.t-2.e-2t)è
sinh (t)è

=9 .

(3) Der Umfangschwerpunkt eines Dreieckes:
Gegeben sind drei Punkte  A, B, C  im  ¸2, welche die Eckpunkte eines Dreieckes bilden.Wir
berechnen den Schwerpunkt des Umfanges des Dreieckes, indem wir zuerst die Schwerpunkte

Sa=2.(B+C), Sb=2.(C+A), Sc=2.(A+B)  der drei Seiten bilden.
Diese haben die die entsprechenden Seitenlängen als Gewichte  …C-B…, …A-C… bzw. …B-A….
Damit hat der Umfang des Dreieckes den Schwerpunkt

SU=
2.(B+C).…C-B…+2.(C+A).…A-C…+2.(A+B).…B-A…

…C-B…+…A-C…+…B-A…
.

In der Elementargeometrie lernt man, daß  SU  der Inkreismittelpunkt des "Mitten-Dreieckes"
Sa, Sb, Sc  ist.
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A

SU

SaSb

Sc
B

C

Die Guldin'schen Regeln

a Guldinsche Regel für das Volumen eines Rotationskörpers
Gegeben sei ein beschränkter "bürgerlicher" Bereich

Dœ¸fi[0, Á)œ¸2.
Denkt man sich diesen Bereich  D  um die  x-Achse rotierend, so entsteht ein Rotationskörper  KD
dessen Volumen man berechnen kann durch

Vol (KD)=:2p.y dxdy.

f:[a, b]–¸.
Wir betrachten die Fläche zwischen dem Graphen von  f  und der  x-Achse.
Wir hatten für die  y-Koordinate des Flächenschwerpunktes die Formel

ySF=2.
1f2(x) dx

1f(x) dx

.

Für das Volumen des entsprechenden Rotationskörpers mit der  x-Achse als Rotationsachse werden
wir die Formel

Vrot=p1f2(x). dx  bekommen (siehe Kap1.§2.(11)).

Daraus lesen wir jetzt ab:

(9) Vrot=2.p.ySF.1f(x) dx.

In Worten: Das Volumen des Rotationskörpers ist gleich dem Inhalt der Fläche unter dem Graphen
der erzeugenden Funktion, multipliziert mit dem Weg des Flächenschwerpunktes bei einer Drehung
um die Rotationsachse.

b Guldinsche Regel für den Inhalt der Fläche eines Rotationskörpers
Gegeben sei eine nicht negative, stetig differenzierbare Funktion

f:[a, b]–¸.
Wir betrachten den Graphen dieser Funktion als Kurve.
Wir hatten für die  y-Koordinate des Kurvenschwerpunktes die Formel
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ySK=

1f(x).accbbbbcbc1+f@2(x) dx

1accbcbbbbc1+f@2(x) dx

.

Für den Inhalt der entsprechenden Rotationsfläche mit der  x-Achse als Rotationsachse hatten wir die
Formel

Frot=2.p.1f(x).accbbbcbbc1+f@2(x) dx.

Daraus lesen wir ab:

(10) Frot=2.p.ySK.1accbbbcbbc1+f@2(x) dx.

In Worten: Der Inhalt einer Rotationsfläche ist gleich der Bogenlänge des Graphen der erzeugenden
Funktion, multipliziert mit dem Weg des Kurvenschwerpunktes des Graphen bei einer Drehung um
die Rotationsachse.

(11) Beispiel:
Das Paradebeispiel für die Anwendung der guldinschen Regeln sind die Berechnung des Volumens
und des Oberflächeninhalts eines Torus.
Wir haben dazu allerdings den Flächenschwerpunkt einer Kreisfläche und den Kurvenschwerpunkt
einer Kreislinie zu betrachten, was aus unserem einfachen Schema mit der erzeugenden Funktion

f:[a, b]–¸  herausführt.
In den Anwendungsfächern der Mathematik wird aber öfters ein mathematischer Satz nur unter
vereinfachenden Voraussetzungen bewiesen.

R

r

Der Flächenschwerpunkt des erzeugenden Kreises liegt aus Symmetriegründen im Mittelpunkt des
Kreises. Ebenso ist dies beim Kurvenschwerpunkt der Fall. Nun bekommen wir sehr einfach nach
Guldin:

RotationsflächeninhaltTorus=2.p.R.2.p.r=4p2.r.R  und
VolumenTorus=2.R.p.r2.p=2.R.r2.p2.

Die guldinschen Regeln können auch umgekehrt benutzt werden um die Schwerpunktskoordinaten zu
berechnen.

(12) Beispiel:
Von der Kugel kennen wir bereits das Volumen und den Inhalt der Oberfläche.
Daraus berechnen wir nun den Flächenschwerpunkt und den Kurvenschwerpunkt jenes Halbkreises,
der durch Rotation die Kugel erzeugt.
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Aus
VolKugel=4.R3.S  und

FlHalbkreis=R2.R  folgt mit der ersten guldinschen Regel

4.R3.S=R2.R.2.p.ySF, also

ySF=
4
3p .R

und aus
FlKugel=4.R2.p  und
LängeHalbkreis=R.p  folgt mit der zweiten guldinschen Regel
4.R2.p=R.p.2.p.YSK, also

ySK=
2
p .R.

Kurvenschwerpunkt
Flächenschwerpunkt


