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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

81. Ad-hoc-Methoden zur Flachen- und
Volumsbestimmung

Wir wollen zwei Aspekte auseinanderhalten:
1. die Definition des Mehrfachintegrals,
2. die Zurtckfuhrung des Mehrfachintegrals auf die einfache Integration.

Die Definition des Mehrfachintegrals

Zwei Arten der Mehrfachintegration haben sich durchgesetzt:
1. das Riemann-Integral,

2. das Lebesgue-Integral.

Das Lebesgue-Integral ist eine Verfeinerung (Verbesserung) des Riemann-Integrals. Jede Rie-
mann-integrierbare Funktion ist Lebesgue-integrierbar, aber nicht umgekehrt.

Wir beginnen mit den Volumsbegriffen. Die Integralbegriffe wollen wir auf die Volumsbegriffe
zuruckfihren.

Physikalische Volums- und Dichtebestimmung.

< <
o r
|

Im Wasserbad wird das Volumen
V=V; -V, [cm3=ml]
eines unregelmassigen K érpers bestimmt.
Auf der Waage wird das Gewicht
G (=Kraft [dyn], mit der die Erde den Korper anzieht) bestimmit.
Eswird dann durch die Fallbeschleunigung ( = Erdbeschleunigung)
vy =981 [cm/<?] dividiert und hierauf die Masse
M =M, - My=G/y [g] errechnet.
Die Dichte des Korpersergibt sich ds
p=M/V [g/cm3].
Das spezifische Gewicht des Korpersist
6=G/V=p-M/V=p-y [dyn/cm3].
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

Im Mathematikunterricht sollte die Behandlung von Volumina unbedingt mit den Begriffen Ge-
wicht und Dichte verbunden werden, weil sich so eine wesentlich bessere Motivation des Stoffes
ergibt. In der folgenden Tabelle sind Dichten angefiihrt. Die Dichten fettgedruckter Stoffe sollte
man al's gebildeter Mensch in etwa auswendig wissen.

Spezielle Dichten in  g/cm3 (ohne Gewéhr):

Wasser (bel 4° Celsius) 1
Meerwasser (bei 4° Celsius) 1,026
75% Wasser + 25% Kochsalz (bei 18° Celsius) ca 1,19
Olivendl ca. 0,915
Benzin 0,7
Alkohol bei 18° Celsius 0,791
Glycerin 1,26
Papier, geschichtet 1,1
Gartenerde, feucht ca 1,7

Luft (bel 0° Celsiusund Normaldruck 1013 hPa) 0,00129
Woasser stoff (bei 00 Celsius und Normaldruck 1013 hPa) 0,00009
Helium (bei 0° Celsius und Normaldruck 1013 hPa) 0,00018
Kohlendioxid = CO, (bei 0° Celsius und Normaldruck 1013 hPa)  0,00198
Knochen ca. 1,7
Eiweiss ca. 1,04
Zucker,weiss 1,61
Steinsalz 2,15
Magermilch ca 1,030
Vollmilch ca. 1,028
Wachs ca 0,96
Gummi 1-2
Braunkohle 12-15
Beton ca 25
Kakstein ca 22-28
Ziegelmauerwerk, nass-trocken ca 18-145
Fichtenholz, Tannenholz ca 0,55
Buchenholz, Eichenholz ca 0,8

Kork 0,2-0,35
Fluor-Kronglas (kleine Brechzahl, kleine Dispersion) 2,28
Fensterglas ca 2,6
Schwer-Flintglas (grosseBrechzahl, grosse Dispersion) 513

Titan 4,5
Gusseisen, Stahl 7,25 - 7,85
Aluminium 2,69
Kupfer 8,7 - 89
Ble 11,35- 114
Quecksilber 13,595
Silber 10,6 - 11,42
Wolfram 19,1
Gold 19,25 - 19,5
Uran 18,7
Platin 21,45
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

M asssysteme:

CGS-System:

Langein cm, Massein g=Gramm, Zeitin s= Sekunden, Kraftin dyn=Dyn.
1dyn=1g-1cm/s?=Kraft, welche notwendig ist, um eine Masse von einem Gramm mit
1cm/<? zu beschleunigen.

MK S-System:

Léngein m, Massein kg=Kilogramm, Zeit in s= Sekunden, Kraftin N =Newton.

1 N=1kg-1 m/s?= Kraft, welche notwendig ist, um eine Masse von einem Kilogramm mit
1m/<? zu beschleunigen. Daraus folgt:

1N =1000g- 100 cm/s? =105 dyn.

Technisches M asssystem:

Kraftin Pond bzw. in kpond (Kilopond).

1 kpond ist die Kraft mit der die Erde eine Masse von 1 kg anzieht, bzw. die Kraft, welche not-
wendig ist, um eine Massevon 1 kg mit 9,80665 m/s?=y zu beschleunigen. Esfolgt

1 kpond =1 kg- 9,80665 m/s? = 9,80665 N.

Dyn und Pond waren nur bis 31.12.1977 gesetzlich zugelassen und finden sich in aten Schul-
bichern.

Im Gegensatz zur Physik und der Technik sind in der Mathematik grundsétzlich alle Grossen di-
mensionslos.

Allgemeine Prinzipien der Volumsbestimmung
auf elementarem Niveau

Diese Methoden gehdren zum biirgerlichen Bildungsgut, das heisst, sie sollten jedem gebildeten
Menschen bekannt sein.

Achsenparallele Einheitsquader

Ein achsenparalleler Einheitsquader
Q,=[0,1]x --- x[0, 1] S RN

hat das n-dimensionale Volumen
Vol,(Q,) =1

Verwendet man physikalische Mal3einheiten, so hat man z.B.
Vol (Q)=1cm  (Vol;=Lénge)
Vol,(Q,)=1cm? (Vol; =Hacheninhalt)
Vol3(Qz)=1cm3 (Vol;=Volumen)

Das Prinzip der Additivitat
Haben n-dimensionale Kérper Ky, --- , K, hochstens Randpunkte gemeinsam, so gilt
Vol,(K{U --- UK)=Voal,(K))+ --- + Vol (K)).

Das Prinzip der Monotonie
Gilt fur n-dimensionale Korper K4, K, € RN, dass
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

K; € K,, sofolgt Vol (K;) € Vol (K,).

Das Prinzip der Bewegungs- und Spiegelungsinvarianz
Geht ein n-dimensionaler Korper K, auseinem n-dimensionalen Kdrper K, durch Bewegung
oder durch Spiegelung hervor, so gilt

Vol,(Ky) =Vol,(Ky).

im Raum
in der Ebene
\ [
% Spiegelung
. YGun —
Jpleﬂefu ’g +

Bemerkung: Bei einem "Situs inversus totalis' sitzen sémtliche innere Organe spiegel symme-
trisch zur normalen Anordnung. Da alle Distanzen, Flédchen und Volumina unveréndert bleiben,
kommt es zu keinen Problemen. Tritt bel etwa 200 000 Menschen einmal auf.

Die Spiegelung eines Gegenstandesim R3 ist durch "biirgerliche Manipulationen” nicht moglich.
Darum haben Schiler diesbziglich keine Anschauung, auf welche sie zuriickgreifen konnen. Es
besteht also auch kein anschaulicher Grund, die Spiegelungsinvarianz des Volumens zu postulie-
ren. Andererseits besteht dagegen auch kein natiirtlicher VVorbehalt.

Bespiele:

Achsenparallele Quader
Ein achsenparalleler Quader
Q=l[a, bilx - x[a, b, JESR" (g <by, - ,8,<Dby)
hat das n-dimensionale Volumen
Vol (Q)=(by—ay)- - -(by—&).
Fur eine erste Orientierung ist es glinstig einen leicht durchschaubaren Spezialfall zu betrachten:
Das Rechteck
[2,5]x[1,3] S R2 setzt sichaus 3-2=6 Quadraten mit der Seitenlange 1 zusammen.
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

Jedes dieser Quadrate entsteht durch Bewegung aus dem Einheitsquadrat und hat daher den Fl&
cheninhalt 1. Somit ist

Voal, ([2,5]x[1,3])=(5-2)-(3-1)=3-2=6.
Damit ist der Satz fur achsenparallele Quader Q=[a, b1 x --- x[&,, b,] € R" mit

a<by, - ,a,<b,und a,beZ Klar.

Wahit man die MalReinheit gentigend klein, so kann man mit genligender Genaugigkeit annehmen,
dal3 &, b, € Z . Damit ist fur den burgerlichen Bedarf der Satz auch schon hinreichend bewiesen.

Im allgemeinen Fall schliefdt man etwa so (Wir beschranken unswieder auf den Fall n=2):
Teilt man das Einheitsquadrat [0, 1]1x [0, 1] in n? gleiche Teilquadrate der Seitenlange ;,
so haben diese alle denselben Flacheninhalt und daher hat eines dieser Teilquadrate den
Flacheninhalt —.
n

Sei nun

Q=I[0, a]x[0,B] ein Rechteck der Seitenlangen o >0 und § > 0.
Ist n genugend grofd gewahlt, so gilt

i j+1 K k+1 o :
p Sos< und nS<SB<— fur passende j, ke IN.
(k+1)/n N
p 8 &9
k/n 1 L -0
-
Un
’ [ i T
0ln 1
jIn
o
(+D/n
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

Wahlt man nur n geniigend grof3, so kann man
Jﬁ und HTl beliebig nahebel o sowie % und I%l beliebig nahebei B haben.

Somit folgt

[o.3][o-n]=[os]x[on] o 5F ][0 5]

und aus dem Prinzip der Monotonie folgt

. k j+1 k+1
VO|2([0, Jﬁ}x [O, ﬁ})QVolz([o,a]x [O,B})gvob([o, JT }x [O, T])
Nun kénnen wir aber
i k
[O’ n ] x [0’ n }
mit j - k-vielen Teilquadraten der Seitenlénge % und des Flécheninhaltes % auslegen,
und daher ist

vl [o4] o 5] -

und anolog ist _ .
vOlz([o, jx1 }x[o, kgl]):(“l)r']ék”).
Somit haben wir die Abschétzung
8 v [« o] < 022
Fir n— o geht Jn—;( =Jﬁiﬁ< gegen o - B.
Ebenso geht wz“—l~kil gegen o -B. Daher gilt

n2 n

oc~BsVoI2([0,oc}x [Og] <o-B und somit

vay([0.] 0.8 =

Spezial- und Sonderfélle:
Die Tellmenge
Q' =[-21]1x[3,7]x{0}=[-2,1]x[3,7]x[0,0] € R3
hat das 3-dimensionale Volumen ( =Rauminhalt)
Vol3(Q*)=3-4-0=0.

DasIntervall
I=[57]1 S R=R?

hat das 1-dimensionale Volumen (=Lé&nge)
Vol (I)=2

Ausblick: Im Wesentlichen fuhren diese Ideen als Axiome verwendet zusammen mit der Le-
besgueschen technischen Verbesserung zum sog. Haarschen Mass auf |okalkompakten topolo-
gischen Gruppen. Dasselbe Konzept wurde allerdings schon friher von M.A.Zorn in einer
Vorlesung dargelegt. Portrait

Alfréd Haar (1885-1933)

Max August Zorn (1906-1993)
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

Der Flacheninhalt des Dreiecks
Wegen der Bewegungsinvarianz kénnen wir das Dreieck D mit Grundlinie g und Hoéhe h so
legen, dal eine Seite (dann die Grundlinie oder Basis) achsenparallél ist.

A

A
Y

Ausder Skizzeist ersichtlich:

1.Schritt:  Wir erganzen das Dreieck zu einem Parallelogramm P mit doppeltem Flacheninhalt.
2.Schritt:  Wir fligen ein passender Stelle ein weiteres Dreieck D*  hinzu, welcher wir an einer
anderen passenden Stelle wieder abziehen, sodald ein zum Parallelogramm fléchengleiches Recht-
eck R entsteht.

Einerseits hat dann das entstehende Rechteck R den Flacheninhalt g-h. Andererseits hat das
Dreieck D den haben Flacheninhalt des Rechteckes. Somit gilt

_gh
A D)="".

Der Flacheninhalt des Trapezes

c

~h-h><—— h{——>
< h—>

EinTrapez T :%f ABB,B ist ein Viereck, welches zwei gegentiberliegende parallele Seiten AB
und A;B; hat. Die anderen beiden Seiten AA; und BB, welche sich ebenfalls gegeniiberliegen,
schneiden sich in einem Punkt C.
Wie aus der Skizze ersichtlich, ist der Flécheninhalt des Trapezes T=ABBB gleich dem
Flacheninhalt des Dreieckes A :22 ABC minus dem Fl&cheninhalt des Dreieckes A, -2 A;B,C.
Also

F(M=AQ- L HA@)=%(@h-g-h).
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden
Aus dem Strahlensatz ersehen wir

g:h=g;:h;,dso h-g; —h;-g=0.
Darausfolgt

F(T)=%-(g-h+0-g-h)=%-(g-h+h-gy—h-g—gy-h)=

=[mit m:& L.(g+g)l=h-m-h;-m=m-(h-hy.

Mit H :&f h - h, bekommen wir diein der Schule gebréuchliche Formel
FI(T)=%-(g+gy)-H.

Der Flacheninhalt des Kreises in der Art von Archimedes

Archimedes (287-212 v.Chr.) Portrait

Aus dem Prinzip der Monotonie erflief3t:

Ein Kreis K welcher von einem n-Eck A umschlossen wird und ein n-Eck B umschliefdt hat

einen Flacheninhat F (K), fir welchen gilt
Fl (B) <F (K)<H (A).

Kennt man Fl (B) und Fl (B), so hat man obere und untere Schranken fir Fl (K).

Seit Archimedes bestimmt man so ndherungsweise den Flacheninhalt des Kreises.

DieZahl = kann definiert werden als der Flacheninhalt des Einheitskreises
K={(x,y):x2+y2=1},

aso

() B A{xy)x2+y2=1}).

(#) Alternativ dazu definert man die Zahl n auch als den halben Umfang des Einheitskreises.

Verwendet man die Defintion (), sohat man (%) as Satz zu beweisen.

Verwendet man die Defintion (%), sohat man (+) as Satz zu beweisen.

BeideFormeln () und (%) asDefinitionen gleichzeitig darf man nicht verwenden, well sich ja
() und (%) widersprechen konnten.

Aufkléarung Uber den Zusammenhang von (+) und (%) bekommen wir aber durch die folgende

elementare Uberlegung:
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

Zusammenhang zwischen Umfang und Fl&cheninhalt des Kreises

U

Y

Man teilt den Kreisregelméssig in Sektoren (zweckmassigerweise 24).

Aus der obigen rechten Skizze kann man dann ablesen, dass der Flacheninhalt des Kreises
Fl = 24- Sektorfléche ~ 24- Dreiecksflache=24- w -

— [weil Grundlinie ~ Kreisumfang/24=Uy 4 J/24] = @.

Ist dlso der Radius gleich 1, sofolgt
U

Fl Einheitskrels = Umfangeinheitskreis )
2
Damit ist also gezeigt, dal3 die Defintionen (+) und (%) &quivaent sind, bzw. dal} sie
auseinander wechselseitig als Satz folgen.
Somit genligt es, die Zahl © entweder as den Flécheninhalt des Einheitkreises oder a's den halben
Umfang des Einheitkreises zu definieren. Esfolgt dann jeweils entweder
Ukinheitskreis = 2 1- =2
oder
FlEinheitskreis = ZTE =T.
Beides Ma kann man (theoretisch beliebig genau) den Wert von n experimentell bestimmen.
Die Fléche des Einheitskreises bestimmt man durch Exhaustion (Késtchenzéhlen):

o

== ?

(o, O

Wir bekommen durch Kastchenzadhlen eine untere und obere Abschédtzung. Wissenschaftstheore-
tisch gesehen ist diese Methode genau so gut wie jede andere Methode um Dezimalstellen von n
Zu bestimmen.

Schranken fir den Umfang des Kreises bestimmt man dagegen, indem man z.B. den Umfang
eines eingeschriebenen und eines umgeschriebenen 2"-Eckes berechnet (Dies war die historische
Vorgangsweise von Archimedes zur Bestimmung der Zahl =.) oder bei einer entsprechenden
Zeichnung abmisst. Diese Messung ist aber ein numerisch schlechtes Experiment, weil fir grofe n
sich der Mef¥fehler rasch unangenehm bemerkbar macht.

Die Exhaustionsmethode wurde a's solche vom Jesuiternpater

Gregorius a San Vincention (1584-1667) Portrait

benannt.

Der Umfang und der Flacheninhalt eines beliebigen Kreises
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

Wir bekommen, fallswir n gentigend grofd wahlen, den Umfang Ug,s(r) €ines Kreises mit
Radius r beliebig gut gendhert als Umfang U, g (r) einesregelmaliigen n-Eckes mit Umkreis-
radius r.
Wie bereits besprochen, kann man = als den halben Umfang des Einheitskreises definieren.
Somit hat der Einheitskreis den Umfang Uy,qs(1) = 2r. Das bedeutet, dal? fur gentigend grofée n
das regelméflige n-Eck mit Umkreisradius 1 einen Umfang U,_g4 (1) hat, welcher beliebig
nahebel 2 liegt. (In der Schule kdnnte man sagen:"Man kann durch die Wahl eines grof3en n
erreichen, dad U, g (1) und 2r auf 100 Stellen tbereinstimmen.”)
Also

Unex(l) — 2n fir n— .
Weiters haben wir

Upneak(r) — Ugeis(h) flr n— o
(In der Schule kénnte man argumentieren: "Man kann durch die Wahl eines grof2en n erreichen,
daf3 noch zusétzlich U gy (r) und Ug,&s(r) auf 100 Stellen Gbereinstimmen.”)

Mit Hilfe des Strahlensatzes bekommen wir nun einfach den Umfang eines regelmédigen n-Eckes
mit Umkreisradius r.

Esgilt namlich, wie aus der Skizze ersichtlich, 1:s;=r:s,8so s=r-s;, dso

Unek(r) =n-§=n-r-s;=r-n-s;=r-Upgq(1).
Somit gilt fir N — oo

r-Un.ex(l) — r-2n (Inder Schule: "Wir kénnen n so gro3 wahlen, dal3 r- U, gq (1)
und r-2r auf 100 Stellen Ubereinstimmen.”) und

r-Uneck(l) =Upex(r) — Ugeis(r) (In der Schule: "Wir kénnen n so grof3 wahlen,
dal3 r-Up (1) und Uy,gs(r) auf 100 Stellen tbereinstimmen.”).
Also gilt

Uk eis(r) =r-2rn (Inder Schule: "Daher stimmen auch r-2r und Uy,qs(r) auf mindestens
100 Stellen iiberein. Und dawir n so grof wahlen hatten kdnnen, dal3 wir die Ubereinstimmung
auch auf mindestens 1000 oder 1000 000 Stellen erschlief3en hétten kdnnen, sehen wir, dal3

r-2n und Ug,qs(r) Uberhaupt tbereinstimmen.).
Zusammen mit der Formel (xxx), also

Flias(n = <" foige

Flg eis(r) =r2- 7.

Ludolf von Ceulen verwendete ein 262-Eck.
Ludolf von Ceulen (1540-1610) Portrait
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

Der Fléacheninhalt des Kreissektor
Bezeichne nun Q das MaR der vollen Winkels in irgend einem Winkelmai3 (z.B. Altgrad,
Neugrad, Radian). Esist also Q2 € {360, 400, 2-x}.
Teilt man den Kreismit Radius r in n Sektoren mit jeweils demselben Mai3
cnz% des Zentriwinkels,

so folgt aus dem Prinzip der Bewegungsinvarianz, dal? jeder dieser n Sektoren denselben Fl&
cheninhdt hat.

Aus dem Prinzip der Additivitat folgt sodann, dal3 der gesamte Kreis den n-fachen Flacheninhalt
von einem einzelnen Sektor hat. Daher hat ein Sektor den n-ten Teil der Flacheninhaltes des ge-
samten Kreises.

Flgt man also k solcher aneinandergrenzender Sektoren

So: Spr &1
ZU einem neuen Sektor
SUS U - US4 zusammen,

50 hat dieser den %-fachen Flacheninhalt des gesamten Kreises, d.h.
F (§US U - USK,l)Z%-an.

Weitersseinun A € (0,1) € R (% muf’ also nicht von der Form % sein, das heil A darf auch

irrational sein) und ) -Q dasMal3 des Zentriwinkels eines beliebigen Sektors S des Kreises. Die

Zahl 100-) ist also der "Prozentsatz des Zentriwinkels am vollen Winkel". Dann kann man A
einschlief¥en in ein Intervall der Form

[% %] mit ne N und 1<k<n-1
und hat somit
, k k+1
(*) ESXST.

Wir teilen nun den Kreisin n gleiche Sektoren S, Sy, -+, S,_1 €in, sodal3
SUSU - US_;ESCESU - US, gilt.

Aus dem Prinzip der Monotonie folgt

FI(SUSU - U$<,1)=%~r2~nsFI(S)s k%l~r2~n:Fl(SOU o USY,

aso
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

. k_H(®) k+1
(%) n < 2o ST.
Aus (#) und (%) zusammen folgt
AG| 1
|X_ r2.m =h:
und da n beliebig grofd gewahit werden kann ist
|>L_ Fl (S)
r2.m
und wir bekommen so schliefdich
Fl(S)=r2-m-).

Der Flacheninhalt des Kreisringsektor

Bezeichne wieder Q das Mal3 der vollen Winkels in irgend einem Winkelmal? (z.B. Altgrad,
Neugrad, Radian). Esistalso Q € {360, 400, 2-7} undsei 1 € (0, 1).

Wir berechnen nun den Flacheninhalt eines Kreisringsektors KRS, welcher entsteht, wenn man
von einem Kreisring mit den Radien O0< r< R einen Sektor mit dem Winkelmal3 A - Q

ausschneidet.

Dieser Flacheninhalt ergibt sich zu:
FKRS:RZ’E’X - I’2~1t >\,
Eine leichte Umformung liefert eine interessante Formel:

R+r
FKRS:R2~n~x—r2~n~x:(R+r)~(R—r)-n~k: %

= [ mit m:@&vx und h:R—r]:mh.

Dabei ist m die Lange des strichlierten Mittelbogensund h die Dicke des Kreisringes.

-(R-1)-2n- A=

Fortgeschrittene Ad-hoc-Techniken
Exhaustionsmethode

Scherungsmethode

Verzerrungsmethode

Voluminavon Zylindern

Voluminavon Kegeln

Die Exhaustionsmethode ( = Ausschdpfungsmethode)
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

Der n-dimensionale Kérper K wird durch eine endliche Vereinigung
K U --- UK, <K ausgeschopft.
Dabei haben die K; hochstens Randpunkte gemeinsam und die n-dimensionalen VVolumina
Vol,(K;) sollen bekannt sein.
Weiterswird K ineinen n-dimensionalen achsenparallelen Quader Q eingeschlossen.
Auch der Kérper
Q \ K wird durch eine endliche Vereinigung
Ki'U -+ UK{' € QK ausgeschdpft.

Q ] I~

Esgilt dann
Vol (K + - +Vo|n(K,)gVoIn(K)§VoIn(Q)—(Voln(Kl')+ +Vo|n(KS')).

Bel Verfeinerung der Exhaustion gilt
Vol (Ky) + -+ +Voly(Kg) + (Vol (K + -+ +Voly(K,)) — Vol (Q) und
Y Vol (K) — Vol (K).

Diese Methode dient

1. zur Abschétzung von Vol ,(K),

2. zur exakten Defintion von Vol (K) in der Jordan'schen Masstheorie,
3. zur intuitiven Herleitung der Scherungs- und der V erzerrungsmethode.

Die Exhaustionsmethode ist keine systematische Vorgangsweise, sondern sie ist
eine Ad-hoc-Methode, bei der man fir jeden konkreten Fall angepasst vorgeht.

9 Die Scherungsmethode ( =Prinzip von Cavalieri)

Eine Demonstration mit Minzen zeigt, warum es geht. VVolumina bleiben bei Scherungen unveran-
dert.
Bonaventura Francesco Cavalieri ( 1598-1647) Portrait
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Die Verzerrungsungsmethode

Wird ein n-dimensionaler Kérper in eine beliebige Richtung um das «-fache gezerrt, so andert
sich sein Volumen um das «-fache.
Diesigt leicht mit einer Skizze plausibel zu machen.

T

Breite
Breite

Lénge Kk -Lange
Achtung:
Mit der Verzerrungsmethode kann man i.A. keine Kurvenléngen berechnen.
AlsBeispiel modge dienen:
Der Umfang eines achsenparallelen Quadrates mit Seitenlénge 1 ist gleich 4.
Staucht man das Quadrat in x-Richtung mit dem Faktor x = % so ist der Umfang des dabei
entstehenden Rechteckes gleich 3 und nicht gleich % -4=2,
So kann man mit Hilfe der Verzerrungsmethode auch nicht den Umfang einer Ellipse berechnen,
welche jadurch (affine) Verzerrung aus einem Kreis entsteht.
Fur den Umfang einer Ellipse gibt es tberhaupt keine Formel, und diese Problematik fihrt zu den
sogenannten "elliptischen Integralen”.

Die Ellipse als verzerrter Kreis:

a-cos (t)

a-sin (t)

b=x-a b-sin(t)=x-a-sin(t)

Ve

0OQ:0P=b:a=x
Strahlensatz:
EU:PU=x

Der Kreis mit dem Radius a wird durch Verzerrung mit dem Faktor x in Richtung y-Achsein
eine Ellipse mit den Achsen a und b :&f «.a verwanddlt.
Ist der Kreisdurch
¢:[0,2n] — R2:t—> (a-cos(t), a-sint (1)) parametrisiert,
so geht durch die Verzerrung die Parametrisierung tber in
n:[0,2n] — R2:t— (a-cos (1), x-a-sint (t)) = (a-cos (1), b-sint (1)).
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Esist aso fir jeden Punkt (x,y) der durch n parametrisierten Kurve
x=a-cos(t) und y=b-sint(t) fir ein geeignetes t.
Darausfolgt
x2=a2-cos? (t) und y2= b2-sint2 (1),
aso
X2 2
? + é :1,
was jadie Gleichung der Ellipse mit Halbachsen a, b in der ersten Hauptlageist.

Man kann aus der obigen Skizze eine sehr einfache Ellipsenkonstruktion ablesen:

1. Man zeichnet zwei konzentrische Kreise mit Radien a und b.

2. Man zeichnet einen beliebigen Durchmesser, welcher etwain einem Winkel mit Bogenmass t
die x-Achse schneidet.

3. Dieser Durchmesser schneidet die Kreisein den Punkten P bzw. Q.

4. Sodann zeichnet man das rechtwinklige, achsenparalle Dreieck PQE, und man erhét so den
Ellipsenpunkt E mit den Koordinaten (a-cos (t), b-sint (t)).

Nun berechnen wir den Fl&cheninhalt der Ellipse mit der Verzerrungsmethode:

FIa:th”ip%:K . Fla:hQ(re‘s:K 'a2'TE =a-b-rn.

Volumina von Zylindern
Gerader Zylinder (Mantellinien senkrecht auf Grundfléche)

Hohe

= Kleiner Quader

Aus einer Ausschopfung der Grundflache mit Rechtecken kann eine Ausschdpfung des geraden
Zylinders mit kleinen Quadern gewonnen werden. Daraus ergibt sich
Voal;(Zylinder) = Vol,(Grundflache) - Hohe
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Mit der Methode der Scherung erkennen wir, dass diese Formel auch flr schiefe Zylinder gilt.

Volumina von Kegeln

Zuerst zerlegen wir einen Wirfel mit der Seitenlange s in 6 deckungsgleiche Pyramiden
Py P
mit jeweils quadratischer Grundfléche, sodass deren gemeinsame Spitze im Mittelpunkt des
Wirfesliegt und jede Wiirfelseite eine Grundflache einer dieser Pyramiden bildet.
Die 6 Pyramiden P; haben wegen des Prinzips der Bewegungsinvarianz gleiches Volumen, und
da sie nur Randpunkte gemeinsam haben, gilt wegen des Prinzips der Additivitét, dass
s3=Voly(Wirfel) =6-Voly(P,), woraus

V0I3(Pi)=%3 fir jeder der Pyramiden Py, --- , P folgt.

Dadie Hohe der Pyramiden gleich
H=2 ist, folgt s=2-H und somit

2
V0I3(Pi)=%3 :%Z-SZ%Z-Z-Hzgz-H.

Durch die Verzerrungsmethode bekommen wir das VVolumen einer geraden Pyramide P mit recht-
eckiger Grundfléche der Lange a und der Breite b und einer Pyramidenhthe h als
_a b h y_a b h &, ph
Voly(P) = s's'H Vol3(P,)—S sH 3 H=ab 3
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Aus der Scherungsmethode folgt, dass diese Volumsformel auch fir schiefe Pyramiden mit recht-
eckiger Grundflache gilt.

Mit Hilfe der Exhaustionsmethode sind wir nun in der Lage das V olumen von Kegeln zu berech-
nen, welche eine beliebige Grundflache haben:

Von einer Exhaustion der Grundfléache mit Rechtecken ausgehend bekommen wir eine Exhaustion
des Kegel mittels schiefer Pyramiden K;, welche Rechtecke G; a's Grundfléche haben.

Daraus folgt dann

h
(14) Vols(Kege) =Y Vol3(K) =Y__ Volx(G)) - 3=
Vol,(Grundfléche) - Hoh
= 5 3= Vo = Yo CndEhe) Hohe.
Spitze
A
-
§
AT MAAVAN
7 NN
45_‘Tuﬂpun@f AYNX X
der Spitze
/A AV . AYAY 4
| IAWAWAWAN
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1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

Als Anaogon zum Volumen des dreidimensionalen Zylinders kann man den Flacheninhalt des
Dreieckesim R2 sehen:

B T

9 g

Das Rechteck mit der Grundlinie g und der Héhe h wird durch eine Diagonale in zwei dek-
kungsgleiche Dreiecke geteilt. Somit hat ein rechtwinkliges Dreieck den Flacheninhalt

Fl (rechtwinkliges Dreieck) = gTh
Mit Hilfe der Scherung erkennt man, dass diese Formel auch fir nicht-rechtwinklige Dreiecke gilt.

Polygone und Polyeder

Definition:
Eine ebene Flache, welche durch endlich viele gerade Strecken begrenzt ist, heif3t Polygon.
Ein 3-dimensional raumlicher Korper, welcher durch endlich viele ebene Fléchen (das sind dann
Polygone, deren Begrenzungsstrecken Kanten genannt werden) begrenzt ist, heil3t Polyeder.
Zwischen der Anzahl der Ecken, der Kanten und der Begrenzungspolygone eines konvexen
Polyeders besteht eine beriihmte Relation, die sogenante Euler sche Polyeder for mel:

Anzahl der Ecken + Anzahl der Flachen = Anzahl der Kanten + 2.
Diese Formel kann elementar bewiesen werden (was wir hier aber nicht durchfiihren wollen).
Beispiele:
1. Der Symplex ( =dreieckige Pyramide):

Anzahl der Ecken = 4, Anzahl der Fléchen = 4, Anzahl der Kanten + 2 = 6+2 = 8.
2. Der Wiirfel:

Anzahl der Ecken = 8, Anzahl der Flachen = 6, Anzahl der Kanten +2 = 12+ 2 = 14.

Die Flacheninhalte von Polygonen (und damit die Inhalte der Oberfldchen von Polyedern) und die
Volumina von Polyedern kénnen elementar berechnet werden.

Um den Flé&cheninhalt eines Polygons zu berechnen zerlegt man das Polygon in Dreiecke.

Um das Volumen eines Polyeders zu berechnen, zerlegt man das Polyeder in dreieckige Pyrami-
den.

Mit diesem L 6sungsschema kann man als Lehrer viele schéne Ubungsaufgaben zusammenstellen.
Leonhard Euler (1707-1783) Portrait

Nach Archimedes bestimmen wir das Volumen der Halbkugel

R.Liedl: Volumen und Oberflache Mon, 27. Aug 1956 20:39:51 Uhr



(18)

21

1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

P Y
A oo‘ | §
—1 ' )X—»_( ' \\/ _
-r ! X r -r T y r
Wir betrachten

(1) linkseine Halbkugel mit dem Radius r und

(2) rechtsjenen Korper, der entsteht, wenn aus einem Kreiszylinder mit Radius r und Héhe r
ein Kegel mit Radius r und Hohe r weggenommen wird.

In der Hohe y schneiden wir aus beiden Kdrpern eine Scheibe sehr kleiner Dicke & heraus.

Die Scheibe aus der Kugel hat das VVolumen
p2-m-§=x2-1-8=(r2-y2)-;-8.

Die Scheibe aus dem Zylinder minus dem Kegel hat das VVolumen
rR.m-§-y2-n-8=(r2—y2).n-3.

Somit sind die VVolumina der beiden Scheiben gleich.

Darausfolgt - 8hnlich wie beim Prinzip von Cavalieri -

VOIHankugeI :VOIZyIinder - VOlKegd = r2~1t -r— I’2-71: . % :2 r3' % .
Also bekommen wir fir das Kugelvolumen die Formel
4.183.x
VOlKUgd == 3

Zusammenhang zwischen Oberflache und Volumen der Kugel

o

Man kan sich die Kugel in lauter Kegel K; zerlegt denken, deren Spitzen im Kugelmittel punkt
liegen und deren Grundfléchen G; jeweils einen kleinen Teil der Kugel oberfléche bilden. Wegen
der Kleinheit dieser Grundfl&chen kdnnen sie als kleine ebene Fldchen G; betrachtet werden. Es
ist also

Kuge =K; UK, U --- UK.
Daher ist dann das Kugelvolumen

Volgga =Volg, +Volg,+ - + Vol =[Volumsformel fur Kegel |=

r r r
:FIGl' § +F|Gz‘§ + .- +FIGn§ =
r x r
=(Flg, +Flg,+ -+ +Fg)- 3 = Oberflachg g 5
Mit der Formel von 1.1.(17) folgt
Oberflécheyga = % -Volgyge =4-12-1 = das Vierfache der Flé&che eines Grosskreises auf

der Kugel.
Beachten Sie die Analogie zwischen den Vorgangsweisen bei 1.1.(16) und bei 1.1.(18)!

R.Liedl: Volumen und Oberflache Mon, 27. Aug 1956 20:39:51 Uhr



22

1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

Wir kénnen die archimedische Methode leicht verallgemeinern, um
(18a) das Volumen der Kugelkalotte und der Kugelzone
Zu bestimmen.

e T L T r

Sei die K* jener Teil der Halbkugel, dessen Punkte z-Koordinaten haben, welche zwischen 0
und h (mit O<h<r) liegen, aso

K* & ((x,y,2):x2+y2+22<r2 und 0<z<h}.
Dasselbe Volumen wie K* hat wiederum nach der Idee von Archimedes der Korper Q*, welcher
entsteht, wenn man vom Zylinder von Radius r und der Hohe h den Kegel vom Radius h und
der H6he h wegnimmt.
Esistaso

2.0 . 2
Vol (K =r2.r-h— - h:h-n-(rZ—h—).

Die Kugelkalotte
r f ' |
[« h >
:
K* Q
! A
T r

i Y ;

-r

Kal 2 {(x,y,2):x2+y2+72<r2 und h<z<r} hat demnach dasVolumen

2 2.13-3.12.h+h3
Vol kg = VOlygpuge — VOl (K) =2-13- 7 —h-n~( h ):n.¥.

2 _ o
3 "3 3

Ist 0< h;<h<r, sohat die Kugelzone

KZ & {(X,y,2):x2+y2+72<r2 und hy<z<h)=
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={(X,¥,2):X2+y2+722<12,0<z<h}\{(X,y,2) : X2+ y2+72<r2,0<z< h;}
ist die Differenz zweler Kugelkalotten und hat demnach das VVolumen

2 2 .r2. — —(h3-h.3
T D L

Ist 0<h<r,soheild die Menge
KS 2 {(A-Xgy A Yor A Zg) s Xo + Yo+ Zo=T2 und h<zy<r} ein Kugelsektor.

- T ‘

Wir denken uns einen solchen Kugelsektor in naheligender Weise als Vereinigung einer
Kugelkaotte mit einem Kegel.
Die diesbezlgliche Kugelka otte hat das V olumen

2.-r3-3-12.h+h3
' 3

V2:(r2—h2)-n~g.

Vi=n und der Kegel hat das Volumen

Somit hat der Kugelsektor das Volumen
2.r3-3-r2.h+h3 h
2 +(r2—h2)-n~§=

2.-r3-3-r2.h+h3+r2.-h-h3
' 3
Analog wie wir den Zusammenhang zwischen Oberflache und Volumen der Kugel erschlossen
haben, bekommen wir nun fur die gekrimmte Flache der Kugelkal otte den Flécheninhalt

Feg=n-(2:12-2-r-h)y=2-r-5- (r —h).

VKS:VI + V2:TC .

r
=n-(2:12-=2.1r-h)- —
w-(2-r 2rh)3.

Daraus wiederum ergibt sich fir die gekrimmte Fléache der Kugelzone der Flacheninhalt
Fez=2-r-n-(r-h)-2-rn-(r-h)y=2-r-x-(h-hy)

asDifferenz zweier Kalottenflachen.

Die Formel dieses Zonen-Flacheninhaltes ist auch die Formel fir den Flécheninhalt des Mantels

eines Zylinders mit Radius r und H6he h - hy. Somit gilt der folgende

Hilfssatz:

Schreibt man um eine Kugel mit Radius r einen Zylinder mit Radius r, und schneidet man
senkrecht zur Zylinderachse mit zwei Ebenen €, e, im Abstand h — h; sowohl den Zylinder a's
auch die Kugel, so hat der entstehende Zylindermantel F, denselben Fl&cheninhalt wie die
krumme Fléche F; der entstehenden Kugelzone.
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F2 F1 h 1

Die geographischen Koordinaten auf einer Kugelflache
DieMenge
K={(x,y,2):x2+y2+ 72=r2}
ist eine Kugelflache vom Radius r um den Mittelpunkt (O, 0, 0).
In der Geographie verwendet man Altgrad € [0, 360] als Winkelmal3.
Man beachte beim Verwenden eines Taschenrechners, das man bei der Verwendung von Winkel-
funktionen von Radian auf Altgrad umstellen mul3. Die Wunkelfuntionen beziehen sich dann auf
Winkel, welche in Altgrad gemessen werden.
Der mittlere Erdradius wird mit r = 6300 km angesetzt.
Ist —90< B < 90, so schneidet die Ebene mit der Gleichung
z=sn(B)
den Breitenkreis
Kg={(x,y,2) :x2+y?+72=r2,z=sin ()} ausder Kugelflache.

Erdachse
| Nordpol

/ “‘\, ,’f \ 45° nérliche Breite

- \ 300 norliche Breite

\ 159 norliche Breite

/
[ K?:450 Aquator
\ e } 159 siidliche Breite
\ e — /30" siidlichee Breite
\ \ / 450 siidliche Breite

| Siidpol

Ist — 180 < ¢ < 180, so schneidet die Ebene mit der Gleichung
X-sn(¢)=y-cos(e)
den Meridiankreis
My ={(X,y,2) :x2+y2+22=r2, x-dn (¢) =Yy-cos ()} ausder Kugelflache.
Esist
M(p:M(p+180
und jeder Meriadiankreis geht sowohl durch den Nord- a's auch den Stidpol der Kugel.
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Die Breitenkreise sind mit Ausnahme des Aquators sogenannte K leinkreise, d.h. ihr Radius ist
kleiner als der Kugelradius. Die Meriadiankreise und der Aquator sind sogenannte GroRkreise,
d.h. ihr Radiusist gleich dem Kugelradius und ihr Mittel punkt ist der Kugel mittel punkt.

Unter dem Meridianhalbkreis H, zum Winkel ¢ verstehen wir jene von
N=(0,0,r) (Nordpol) nach
S=(0,0, -r) (Sudpol) gehende Haftevon M, welche durch den Aquator punkt

Q= (I"COS (@), r-sin(e), 0) geht.

Nordpol

Mit Ausnahme des Nordpols N und des Stidpols S ist jedem Kugelflachenpunkt P eindeutig
ein Breitenkreis Ky und ein Meridianhalbkreis M, zugeordnet, auf deren Schnittpunkt P

liegt. Man nennt B die geographische Breite und ¢ die geographische Langevon P.

Historie: Geographische Koordinaten hatte schon

Claudios Ptolomaios (87-150) Portrait

gefordert.

Breitenbestimmungen waren einfach. Jedoch die Langenbestimmung machte wegen ungenauer
Uhren grosse Scwierigkeiten.
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(19) Die Mantelflache eines geraden Kreis-Kegelstumpfs

Wir betrachten einen geraden Kegelstumpf mit einem Basiskreis, welcher den Radius R, und
einem Deckkreis, welcher den Radius r hat. Die Hohe des Ausgangskegelssei H und die Hohe
des weggeschnittenen Kegelssei h.
Der Umfang des Basiskreisesist

U=2-R-n und der Umfang des Deckkreisesist

u=2-r-m.

Der halbe Offnungswinkel des Kegelsist o, wobei laut Skizze
¢ _R-r R_T
Bn(oc)—iH_h—H =h-

Die Mantellinienldnge des Ausgangskegelsist
S=1R2 + H2 und die Mantellinie des weggeschnittenen Kegelsist
s=1r2+h2.

Demnach ist die Mantelflache des Ausgangskegels gleich
%-U -S und die Mantelfléche des weggeschnittenen Kegelsist
Tous

Die Mantelflache des Kegelstumpfesist daher
F=l.U.s-1.us=L1.(2.Rn-VR+H2-2.r-n-{r2+ R )=

ZTC(RHJRZ +1—r.h.Vr2 +1):

H2 h2
Zn-(R~H~1fl+ta’12(oc) —r-h~111+ta12(oc))=
—n-y1+ta2 (o) - (R-H-r-h).

Nunist
R:H=r:h,dso
r-H=R-h.

Somit bekommen wir
R-H —r-h=[wir erzeugen mit R-h einsog. "Teleskop"]=
=R-H-R-h+R-h-r-h=R-H-R-h+r-H-r-h=
=R-(H-h)+r-(H-h)=H-h)-(R+r).

Dieswiederum ergibt

F=n-V1+ta2 (o) - (R-H-r-h)=n-V1+ta2 (o) - (H-h)-(R+r).

R.Liedl: Volumen und Oberflache Mon, 27. Aug 1956 20:39:51 Uhr



(20)

(21)

27

1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

Die flachentreue Abbildung der Kugelflache auf den Zylinder ( =Lambertsche
Zylinderprojektion)

Umschliesst man eine Kugelflache S; vom Radius R mit einem Kreiszylindermantel Z desglei-
chen Radius, so kann man die Punkte der Kugelflache senkrecht zur Zylinderachse auf den
Zylindermantel projizieren.

Dabel wird ein Punkt Pgauf der Kugelflache zuerst senkrecht zur Zylinderachse auf die Zylinder-
achse projiziert, was den Punkt P, auf der Zylinderachse ergibt. Sodann wird der Punkt Pg vom
Punkt P, ausauf den Zylindermantel projiziert, was den Punkt P, ergibt.

Somit haben wir die Projektion

p:S;— Z:Pg—— P, definiert.
Diese Projektion ist flachentreu, das heisst Teilstliicke A der Kugelflache werden durch p in
Tellstlicke p(A) des Zylindermantels Uibergefuihrt, wobei A und p(A) denselben Flacheninhalt
haben.
Man sieht dies so:

Wir denken uns die Kugelfldche aus lauter Kegel stumpfmanteln mit sehr kleinem

Ax=H - h zusammengesetzt.
Den Kugelmittelpunkt M denken wir uns auf der x-Achse gelegen und in der x-z-Ebene wéhlen
wir einen Punkt U auf der Kugelflache. Seine Projektion auf die x-Achse mége A heissen. Den
Ursprung O legen wir so, dass die Tangente in der x-z-Ebene an die Kugel im Punkt U durch
den Ursprung geht. Dann hat der Punkt A eine x-Koordinate, welch wir mit x bezeichnen.

Der sehr kleine Flécheninhalt eines solchen Kegel stumpfmantel s ist dann nach der oben
abgeleiteten Forme fur den Kegelstumpfmantel gleich
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(22) AF=n-*}l+tanZ(oc)-(H—h)-(R+r):
=n-V1+ta (o) - AX- (r(x + AX) + r(x)) =~ [hier wird r(x + Ax) =r(x) genommen] ~
~u-V1+tan2 (o) - AX-2-r(X).

Mit t -2 d(A, M) istnun

r(x) =VR2 - t2.
DasDreieck UOA ist dem Dreieck MUA &hnlich und daher ist
0 _ ot ot
tan (o) = X "% _“JRZ——IZ.
Esfolgt
AF ~ -1 +ta2 (o) -AX-2-1(X) =7 - R AX-2-VRZ-2=2.R-m-AX.
TR2 — 12
Diesist aber gerade der Flacheninhalt des Mantels des Zylinders mit Radius R und Hohe Ax.
AX
R
DO O
XX+ AX X-Achse

Eswird dso durch p der Kugeflachenring
Sking ‘& {(c, B,v) 12+ B2+72=1 und X <o <X + AX}
auf den flachengleichen Zylindermantelring
Zging 2 {(0., B, y) 1B2+72=1 und X <o <X+ Ax} abgebildet.

Teilt man nun (siehe Skizze unten!) den Kugelflachenring radial in n gleiche Teile S, so hat

jeder dieser Teile den gleichen Flacheninhalt

F(s)=4F.

Bei der Projektion p gehendiese n Teile S* in n Teille Z* des Zylindermantelringes Uber,
welche wiederum aus Symmetriegriinden alle densel ben Flécheninhalt haben.
Somit hat auch jeder Teil Z* den Flacheninhalt
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AF
—

FI(Z") =

Z* (nur in der Projektion sichtbar)

Ist nun W € S; eine beliebige Teilflache der Kugeloberfklache S;, deren Flacheninhalt

FI(W) mit Hilfe von Exhaustion durch Teile vom Typus S* bestimmt werden kann,
so geht diese Flache bel der Projektion p in eine Teilflache

p(W) € Z des Zylindermantels tiber. Die Exhaustion von W geht dabei in eine Exhaustion
durch Teilevom Typus Z* von p(W) (iber, wobel einander entsprechende Teile

S und Z*=p(S") jeweilsden gleichen Flacheninhalt haben.
Somit folgt

FI(W) =Fl(p(W)).
Der Witz der ganzen Vorgangsweise liegt nun darin, dass der Flacheninhalt

FI(p(W)) wesentlich leichter bestimmt werden kann als der Flacheninhalt FI(W), dader
Zylindermantel flachentreu in die Ebene abgewickelt werden kann, und dann ist nur mehr der
Flacheninhalt des dann ebenen Flachenstiickes p(W) zu messen.

Beispiel (Der Inhalt eines"kleinen" Kreises auf der Erdoberfléche):

Wir bestimmen den Flacheninhalt einer Kugelkalotte « vom Radius r, welcher "krummlinig" ge-
messen wird (Auf der Erde merkt man bei Kreisen mit kleinem Radius r nicht, dal? der Radius r
krummlinig gemessen wird.).

R
Erdradius R =~ 6 360 km
Die Hohe der Kugelkalotte betragt
H=R-R-cos(a)=R-(1-cos(a)), mit
o=2-7- r -t
o 2-R-n R-

Somit hat der Zylinder
p(x) ebenfallsdieHohe H und daher gilt

FI (x)=Fl (p(x))=2-R-n-H=2-R2-n- (1 - cos (a)).
Fir r < R bekommen wir eine sehr kleine Winkelmasszahl o und somit

R.Liedl: Volumen und Oberflache Mon, 27. Aug 1956 20:39:51 Uhr



(26)

(21

(28)

30

1. Kapitel: Propadeutik des Integrals §1. ad hoc-Methoden

2 4 2 2
1—oos(o<):1—(1—i o ) o _ I

or tar
Esfolgt

FI (k)=2-R2-1-(1-cos(a))=r2-m.
Dies bedeutet: Auf der Erde spidt fir Fl () bel kleinem r der Radius R keine Rolle.

Flacheninhalt von Mantelflachen von Rotationskorpern
Wir denken uns eine Rotationsfléche aus lauter K egel stumpfmanteln mit infinitesimal kleinem
dx =H - h zusammengesetzt.

Ar

Rotationsachse

Der infinitesimal kleine Fl&cheninhalt eines solchen Kegelstumpfmantelsist dann gleich
dF=n-V1+ta2(a) - (H-h)-(R+1)=
=[R+r gehtin 2-r(x) Uberund tan (o) =r'(x)]=
=n-V1+r2(x)-2-1(x)-dx.

Somit ergibt sich als Flécheninhalt der gesamten Rotationsfléche

b
Fot=2-m- g Y14r'2(x)-r(x)dx.

Beispiel: Sei a=0und O< b und r(x) =x2.

A

Dann folgt
r'(x)=2-x unddaher Y1+r'2(x)=v1+4-x2.
Der Inhalt der Rotationsfléche ist somit
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,Ot—g V1+4.X2-2.1-x2dx.

Wir substituieren: 2x=sinh (t) und somit gehen die Grenzen
x=0 in t=0 sowie x=b in t=arsinh (2b) &!: u Uber.
Aus
V1+4-x2 wird cosh (t) undaus x2 wird % -sinh2 (t).
Aus dx wird % -cosh (t) dt.
Somit ist
dt=

u X u ettt ett_g-t\2
Frot:%'SOCOShZ(t)'SInhZ(t)dt:%.S ( 5 S

:L.u 2)2dt= - ! _ —4t) ot —
64 So(eZt erd=1¢, So(edt 2refa

u u
=n_. -aygt— & .o. - u=
64 So(e‘“+e ) dt 64 2 Sodt 32 SOCOSh(4t)dt 3

58 -snh (4u) — 2

Beispiel: Sei a= —Rund b=R und r(x)=VR2 - x2.
Wir berechnen a so die Oberflache der Kugel mit Radius R. Esgilt

r'(X)= ——=— und daher m—
VR2 — x2

Der Inhalt der Rotationsflache ist somit

R
rot—g V1+r'2(X)-2-m-r(x) dx= S RZ‘W‘R

dx=4-n-R2.

Ubung: Man berechne den Flicheninhalt des Mantel s eines Rotationskegels
1. elementar aus einer Abwicklung des Mantels in die Ebene,
2. nach der Formel fir Rotationsflachen.

Die Determinante, als Volumen gedeutet
Wir erinnern uns, dass eine Determinante ihren Wert nicht &ndert, wenn in der ihr zugrunde liegen-
den Matrix ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert wird.
Hat man nun eine (2, 2)-Matrix
(all alz) —(a, )
1 8»
mit Spaltenvektoren

;= (83, 81) Und ay= (83, 33)
vorgegeben, so spannen diese beiden Spaltenvektoren ein Parallelogramm P=[0O, A, B, C] in

der Ebene auf.
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Dieses Parallelogramm fulhren wir nun in ein flachengleiches Rechteck R=[0O, A", B", C"], wie
aus obiger Skizze ersichtlich, Uber:
1. Schritt: Das Parallelogramm P=[0O, A, B, C] in das Parallelogramm P'=[0O,A', B', C]
durch Addieren eines passenden A-fachenvon a, zu a;.
Das neue Paralldlogramm P'=[O, A', B', C] wird von den Vektoren
o' 2+ 4.0, und
a, aufgespannt.
Der Vektor a;' hat die Form
a;'=(a 0) mit ae R.
2. Schritt: Das Paralelogramm P'=[O, A', B', C] indas Rechteck R=[O,A',B",C"]
durch Addieren eines passenden p-fachenvon a;' zu a,.
Das Rechteck R=[0O, A',B", C"] wird von den Vektoren
a;' und
o, & a,+ e aufgespannt.
Der Vektor a,' hat die Form
a,' =(0,b) mit be R.
Wieaus der Zeichnung ersichtlich, hat das Parallelogramm
P denselben Flacheninhalt wie das Parallelogramm P
und das Parallelgramm
P' hat denselben Flacheninhat wie das Rechteck R.
Somit ist
(*)  Flacheninhat (P) = Flacheninhadt (R).
Wir erinnern uns nun, dass eine Determinante ihren Wert nicht éndert, wenn in der ihr zugrunde
liegenden Matrix ein Vidfaches einer Spalte zu einer anderen Spalte addiert wird. Daraus folgt
(¥) Det (

&1 92 } . L .
:Da(al : az):Da(al"F)\,'az : az):Da(al : uz):Da(al : a2+p~ll1)=

&1 &
ao )
=Det (n;' §a2')=Det(0 b)=a~b=FIéchen|nhaIt(R).
Somit folgt aus () und (%), dass
a1 &2
81 S
Hétten wir die Spalten von (

(&) Det( ):Flécheninhalt(P).

1 A

) von Anfang an vertauscht, aber sonst dieselbe Prozedur
81 8

vorgenommen, so hatten wir
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&1 &2 N .
Det = — Fécheninhalt (P) bekommen.
1 &

Esgilt so ganz allgemein

a a-
Flacheninhalt (P) = |Det( 1 12)
1

Esist klar, dass man in htheren Dimensionen zu einem analogen Resultat kommt.
Dadie Determinante sich bel der Transposition einer Matrix nicht andert, bekommen wir so:

(32) Satz:
Die Determinante einer (n, n)-Matrix ist bis auf das Vorzeichen gleich dem n-dimensionaen Volu-
men des von den Spaltenvektoren (Zeilenvektoren) der Matrix aufgespannten Paral |l epipeds.

(33) Flacheninhalt und affine Verzerrungen:

A

affine Verzerrung (=Abbildunyg)

Eine (nicht ausgeartete) affine Verzerrung der Ebene R2 ist eine Funktion des Typus
0:R2Z— R2: (X, y)=X-€ +Y-&——X-&" +y-&" + bwobei
e, = (a1, &) und e, =(a,, &,) linear unabhangige Vektoren und
b= (by, by) einbeliebiger Vektor ist.

Esist aso
e 2 i o i R i R g
e = 2 2)

X-8tY-dn b, 31 axpn/ Y b,
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Mit
Q1 A2 . X by
A:déf( ):(el;,ez),x:‘ﬁ()undh:d:ef( ),
81 S y b,

hat also eine affine Verzerrung die Form
0:R2—> R2:x——>A-x+D.

A

—

AT

Ein fur eine Exhaustion verwendetes Reckeck R, mit dem
linken unteren Eckpunkt (r,s),
rechten unteren Eckpunkt ~ (r + h, s),
linken oberen Eckpunkt (r,s+k) und
rechten oberen Eckpunkt (r+h,s+k)
geht bei der affinen Verzerrung in das Parallelogramm P Uber, wobel dieses
die Eckpunkte
ar,s)=A-(,s)+b=A-(r-e +s-)+b=r-g" +s-e, +b,
ar+h,s)=A-(r-e,+s-e,+h-e)+b=r-g" +s-e,"+h-g +b,
ar,s+k)=A-(rreg+s-e,+k-e)+b=r-e/ +s-6," +k-e," + b und
o(r+h,s+k) hat.
Eswird aso von den Vektoren

. an
a(r+hs) —a(r,s)=h-g :h-( ) und
81
. V)
o(r,s+k) —a(r,s)=k-e :k~( )
82
aufgespannt und hat daher den Flacheninhalt
_ (311 312)
(35) FI(P)=h-k- |Det .
81
Sei nun eine Familie
{Rx}keA
von Rechtecken gegeben, welche zur Exhaustion eines Bereiches
B cR2 dient.
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Durch die affine Verzerrung entsteht aus der Familie {R, }, . » von Rechtecke eine Familie
{P,}, < o von Paralelogrammen, welche eine Exhaustion des durch affine Verzerrung von

G entstandenen Bereiches H darstellt.

Der Exhaustions-Naherungswert fir den Flécheninhalt des Bereiches G ist

Y FR)=Y_h -k, = H(G).
LEA rEA
Der Exhaustions-Naherungswert fir den Flécheninhalt von H ist

&1 A a1 & \
2 __H(P)=3_ h, -k, -|Det = |Det Y h -k, =~ FAH),
reA reA 1 8 1 /| reaA
woraus wir sehen, daid
&, a
FI(H)Z‘Det( 1 12) FIG) | gilt.
8 p

Die Lineare Algebra (lineare Abhéngigkeit, Basen, Dimension, reeller Vektorraum,
Determinantenrechnung, ...) und deren Zusammenhang mit der Ausdehnungslehre wurde von

Hermann Gunter Grassman (1809-1877) Portrait
eingefihrt, aber von seinen grossen Zeitgenossen (Gauss, Mdbius) nicht al's bedeutend erkannt.
Erst Guiseppe Peano (1858-1932) Portrait

machte das Werk Grassmans einer breiten Offentlichkeit zugangig.
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82. Systematische Flachen - und Volumsberechnung
1. Elementare Integration

Wie bereits gesagt, der Inhalt eines krummlinig begrenzten Flachenstiickes F wird abgeschétzt,
indem ein geradlinig begrenztes Fléchenstiick F; eingeschrieben (Exhaustion!) und ein gerad-
linig begrenztes Flachenstiick F, umgeschrieben wird. Esist dann
() H(F)<HF) <H ).
Diese Ungleichung galt in den Anfangen der Mathematik als evident (in der Antike bezeichnete
man eine solche Evidenz als Axiom - heute ist ein Axiom eine Definition oder ein Teil einer Defini-
tion), erst spéater diente sie zur Definition von Fl (F).
Esfalt auf, dass zur Definiton von Fl (F) durch (=) der Begriff des Infimums bzw. des Supre-
mums verwendet werden muss:

FI (F) & inf {FI (F,)|[FSF, und F, ist geradlinig begrenzt} bzw.

FIl (F) :&f sup{FI (F;)|F2F; und F; ist geradlinig begrenzt}.
In der Tat war auch dies fir die Griechen der Antike bereits unproblematisch, wenn auch die ent-
spechenden Begriffshildungen expressis verbis nicht vorhanden waren.
Der grosse Vorteil dieser Exhaustionsmethode liegt darin, dass die Intuition schon sehr starke
Sétze bereitstellen kann. Sieist ist daher die Methode der ersten Wahl fur die Schule.
Fur die Volumsbestimmung eines krummflachig begrenzten Korpersim R geht man analog vor.
Dabei wird z.B. fir Flachenim R2 als unmittelbar einsichtig postuliert:

(o) Der Flacheninhalt von Rechteckflachen (bzw.Quadern)

ist Lange mal Breite (bzw. L -B-H).
(B) Der Flacheninhalt kongruenter Flachen (bzw. Koérper) ist gleich.
(y) Der Flacheninhalt zusammengesetzter Flachen (bzw. Kérper) ergibt sich a's Summe
der Fl&cheninhalte (bzw. der Volumina) der Telle.

Will man jedoch (o), (B), (y) begrinden (etwa von der Lebesgue'schen Masstheorie aus), so
erweisen sich diese Tatsachen als hchst nichttrivial.

Die Exhaustionsmethode liegt auch dem sog. elementaren Integralbegriff zugrunde.

M; .
m;
b
— O O v
a g-1 4§

Sei f:[a b] — R stetig und f(x) >0 fur ale x e [a, b].
Wir unterteilen nun beliebig das Intervall [a, b] in kleinere Teilintervalle [a_4, 8] < [a b]
durch eine sogenannte Zerlegung

J:ra=gp<ay - <a,=h
Da f asstetig vorausgesetzt ist, nimmt f Uber jedem dieser Teilintervalle [g_4, &] ein
Minimum m; und ein Maximum M; an.
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So bekommen wir als Naherungen des Wertes des Integrals eine sogenannte Unter summe zur
Zerlegung 3 mit

J3(f) & ;1 m- (g —g_,) sowie
die Obersumme zur Zerlegung 3 mit
Jy(f) & gl M- (g —3_1).

Diese beiden Zahlen entsprechen der Summe der Flécheninhalte der Rechtecke
ri 2 [a_,, ] x[min{0, m}, max {0, m;}] bzw.
R & [&_q, ] [min{0, M;}, max {0, M;}],
wobei allerdings Flacheninhalte von Rechtecken r; bzw. R, welche unterhalb der x-Achseliegen
negativ gezéhlt werden.
Bildet man die Stufenfunktionen
[ mi fals xe (g-1, &)

fa:l[ab] — R :x+—— )
-3 \bdiebig fdls x ein Unterteilungspunkt ist

und
fMi fals xe (g-1, &)

f:labl—R:x+—— o _ _ L
: lbeheblg fals x en Untertellungspunkt ist

soist
b b
S £300 dx & Ja(f) und S f(x) dx &L J3(f) dieeinfachste Version einer Integration,
a a

namlich die Integration Uber Stufenfunktionen.

T obere Schranke von f
S

untere Schranke von f
Der Zusammenhang mit der Exhaustionsmethode geht aus der obigen Skizze hervor.

Die zu einer Unterteilung 3 gehodrige Untersumme bzw. Obersumme gestatten eine Abschétzung
b

des zu berechnenden Integrals S f(x) dx, nédmlich durch die Ungleichungen
a

b
() 3= gaf(x)dxs§8(f).

b
In der modernen Analysiswird aber () verwendet, um den Wert von g f(x) dx Uberhaupt zu
a

definieren. Dies geschieht folgendermalen:

Definition :
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Ist f:[a b] —> R eine stetige Funktion, soist
b
S f(x)dxe R
a

jene Zahl, fur welchebei jeder Unterteilung 3 von [a b] gilt
b

I3(h) < S f(x) dx < J3(f).
a
Man muid natiirlich in der Hochschulmathematik zeigen, dal? durch diese Defintion die Zahl
b
S f(x) dx € R eindeutig bestimmt ist.
a
Diesist aber keine schwierige Sache, wenn man weil3, dal stetige Funktionen Uber einem abge-

schlossenen Intervall gleichméfig stetig sind.
b

In der Schule darf man annehmen, dal? die eindeutige Existenz von S f(x) dx unmittelbar klar ist:
a
b
S f(x) dx wird einfach als
a

b
S F(x) dX 2 Fl(fos) — Fl(freq) lauit Skizze eingefiihrt, wobei Fl(fpoe) Und Fl(freg)
a

Flacheninhalte sind, welche mittels Exhaustion erklart sind.

fpos

Y

freg

b
DieUngleichung (=) dient in der Schule nur Abschétzung des Wertes von S f(x) dx.
a

Achtung: Bel Integranden f, die nicht nur positive Werte annehmen, werden Flachestiicke, wel-
che unter der x-Achse liegen, negativ gezahlt. Dies hat viele Vorteile. Ohne diese Eigenschaft des
Integrals hétten wir z.B. nicht:

b b b
1) S (f(x)+g(x))dx:S f(x) dx + S g(x) dx,

2.) Aus F(x) :&f S f(x)dx folgt F'(x)=f(x) (Satz von der Ableitung eines Integrals
a

nach der oberen Grenze).

Will man aber sowohl den Flacheninhalt von
fros={(c;,B) :a<a<b und 0<B <f(a)}
asauch von
freg=1{(ct, ) 1@< <b und 0>B >f(a)}
positiv zahlen, so mu3 man das Integral
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b
S |[f(x)| dx berechnen.
a

Dies geschieht meistens so, dal’3 man das I ntegrationsintervall in Teilintervalle zerlegt, Uber denen
die Funktion f keinen Vorzeichenwechsel hat. Uber den einzelnen Teilintervallen hat man dann
héchstens eine V orzeichenkorrektur zu berticksichtigen.

Beispiel:

S" |s'n<x>|dx:3
-2n

b 0 b
s'n(x)dx—g sin(x)dx+g sin (x) dx.
2n -7 -0

A

£ \/ 5 >

Georg Friedrich Berhard Riemann (1826)-1866) Portrait

(2) Der Geltungsbereich des elementaren Integrals
Das elementare Integral dient zur Berechnung von

b
S f(x) dx fur stetige Funktionen f:[a b] — R mit 8, be R und a<b.
a

Fur die praktische Berechnung ist entweder
a. die Kenntnis einer Stammfunktion F von f notwendig um dann sehr einfach

b
S f(x) dx=F(b) — F(a) rechnen zu kénnen oder
a

b. der Einsatz einer numerischen Methode angebracht. Die elementaren numerischen
Methoden wie die Simpsonregel sind schon dusserst effizient und sollten in der Schule besprochen
und mit Hilfe des Taschenrechners angewandt werden.

3 Bemerkungen
(a) Gibt eskeine Stammfunktion von f in dem Sinne, dass man F nicht mit Hilfe der elementar-
transzendenten Funktionen exp, In, cos, sin, arccos, arcsin ausdriicken kann, so wird in einigen
wichtigen Féllen eine neue transzendente Funktion

F(x) . S f(t) dt definiert und tabelliert oder eben bei Gebrauch jeweils neu numerisch
a
berechnet.
(4) Beispiel: Die Funktion

X
@GZ]RHIRZXIHS ¢ (1) dt mit

‘R —R:X+—> 1 N (—ﬁ) (c eRR")
(pg' ’ o- 2.7-5 p 202

heisst Gaul3'sches Fehlerintegral zur Streuung . Diese Funktion lésst sich zwar einfach als

uneigentliches Integral (mit dem Argument der Funktion an der oberen Grenze des Integrals)
hinschreiben, aber nicht durch einen Term mit exp, In, cos, sin, arccos, arcsin ausdriicken.
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Carl Frierich Gauf? (1777-1855) Portrait

(b) Fir a=b und a>b wird das elementare Integral in der Schule ad hoc definiert
b

a a
S f(x) dx -4 0 und S f(x) dx - —S f(x) dx.
a a b
Man kann dann fur o, B,y € [a b] (beliebig angeordnet) die Formel

B
S f(x)dx + Syf(x)dx= Syf(x) dx beweisen.
o B

ol
Aber auch weitere Theoreme der Integralrechnung sind von dieser Konvention abhéngig, so z.B.
der Satz von der Ableitung eines Integrals nach der oberen Grenze.

(¢) In natirlicher Weise kann das elementare Integral auf stiickweise stetige Funktionen
f:[a b] — R erweitert werden.
Bezeichne [a, b] € R (a<b) enendliches, abgeschlossenes (also kompaktes) Intervall.
Definition: Eine Funktion
f:[a b] — R heifdt stiickweise stetig, falls es eine Zerlegung
3 {[og 1 opllk=1 2 ... n desintervals [a b] und stetige Funktionen
frilog ol — R, foi[aq, 0] — R, -+, f i [o,-1, ap] — R gibt, sodaf3
f(X):fk(X) fur dle xe (O(k,]_, O(k) gllt
Die Zerlegung 3 heifdt in diesem Fall eine zu f passende Zerlegung (Unterteilung).
Ist der Definitionsbereich einer Funktion f: 1 —— R ein beliebiges Intervall, so heifdt die
Funktion f stlickweise stetig, wenn fir jedes endliche, abgeschlossene Intervall
[a b]< 1 (a<b) dieEinschrankung f|[g, b] stlickweise stetig ist.

Elelmente des Graphen von f

Keine Elelmente des Graphen von f

Man definiert dann

o o

b . )
Sf(x)dx:“:“S fl(x)dx+S f(x)dx+ - +S
a o o,

On

fa(x) dx.

Ol

(d) Das elementare Integra wird durch Grenziibergénge zum uneigentlichen (elementaren) Integral
erweitert. Dieses dient zur Defintion und Berechnung von Integralen wie
Soog:]- Soodx_oo g+oo dx . Sldxzz Sldxzoo
1 X2 ’ ") 14+ X2 "Jox " Jo X
bei denen unbeschrankte Integranden, unbeschrankte I ntegrationsintervalle und als Ergebnis + oo
auftreten kbnnen.
Dabel definiert man z.B.:

1 X
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def i SN dx
7ool+X2 '_M—>—oo M1+X2,

N— o

© M © M
S@-d—ef |imgdxg%-d:ef |img%

= 1X2,1X- M— s J1

+00
S X  ger
1 x2 M — « '

' dx C(Tax (' dx - (Tdx . . .
S - ;défhmg —S - :défllmg ==, und so hat man dann die uneigentlichen Inte-
0x eloJeYx " Jo X el0Je X

grale auf eine elementare Integration zurtickgefihrt.

Man kann ohne Ubertreibung sagen, dass in der Praxis das elementare Integral
mit seinen besprochenen Erweiterungen vollstandig ausreicht.

Die praktische Berechnung von Mehrfachintegralen wird auf die Berechnung von
Einfachintegralen zurickgefihrt.

Damit ist auch hier das elementare (Einfach-)Integral vollstandig ausreichend.

Eine Theorie der Mehrfachintegrale ist jedoch nicht befriedigend durch eine Erweiterung des ele-
mentaren I ntegral begriffes auf hoherdimensional e | ntegrationsbereiche zu erreichen. Die hoherdi-
mensionalen Integrationsbereiche selbst sind es, welche sich einer eleganten elementaren Beschrei-
bung entziehen. Wir flhren daher die Theorie nur fur einen (fast immer ausreichenden) Teil der
moglichen Integrationsbereiche, namlich fir die elementar zusammengesetzten Bereiche
durch, welche wir aber ebenfalls nur in der Ebene R2 und schon nicht mehr im R3 elegant be-
schreiben kdnnen. Bei unserer Besprechung des Jordanmasses und des L ebesguemasses kénnen
Sie erfahren, mit welchen Methoden die Theorie der Mehrfachintegrale heute operiert um auch die
hoherdimensionalen | ntegrationsbereiche befriedigend in den Griff zu bekommen.

Bestimmung eines Flacheninhaltes mittels eines 1-dimensionalen Inte-
grals

Sel [a, b] einendliches Intervall und seien

fu fo:[a b] — R stetige Funktionen, fur welche

fu(x) <fy(x) firale x € [a b] gilt.
Es muss aber nicht - wie der Skizze - f (a) =f,(a) und f (b)=f,(b) gelten.
Wir bestimmen nun den Flacheninhalt der Menge

A% {(a,B):a<o<b und f (o) <B <fo(a)} SRR2

Ay

fo(X) o

fu(x)

Der infinitesimal schmale Streifen mit Grundlinie [x, X + dx] und Hohe f,(x) — f,(x) hat den
infinitesimalen Flacheninhalt
dF = (fo(x) — fy(x))-dx und daher ergibt die Integration

R.Liedl: Volumen und Oberflache Mon, 27. Aug 1956 20:39:51 Uhr



)

(6)

(7

42

1. Kapitel: Propédeutik des Integrals §2. Systematische Methoden

b b
FI(A) = g dF:S (fo(x) = fy(x)) dx den Flacheninhalt der Flache A.
a

a
Bestimmung eines Volumens mittels zweier 1-dimensionaler Integrale

Selen ¢, d redleZahlenmit c<d und sel

G S R3 ein abgeschlossener beschrénkter Korper, fur welchen gilt:
(1) st (o,B,y) e G,sofolgt c<y<d.
(2) Ist ye R undgilt c<vy<d, soexistiert ein Punkt (o, B, y) € G.
(3) lIst ye[c,d], soistdie Menge

A, {(a,B): (0, B, v) € G} S R nicht leer, und es gibt ein Intervall

[a,b,] (mit a <b ) und stetige Funktionen
fu foy 2L, b, ] —> R mit f, (x) <f, (x) firale xe[a,b,] und
A, ={(co,p):a, <a<b und f, (o) <P <fy (o)} S R2

Z
%
Dieinfinitessmale Scheibe, welche von dem Kérper G durch die mit den zur X, y - Ebene paralle-

len Begrenzungsebenen bel z und z + dz abgeschnitten wird, hat das infinitessimale Volumen

dV =Fl(A,) -dz und daher ergibt die Integration
d d

Vol(G) = S av = S FI(A,) dz.

C
Verwendet man noch die Formel von 1.2.(5), um FI(A,) zu bestimmen, so kommt man auf die
zweifache Integration

d bz
Vol(G) = g ( S (for(X) = fip()) dx) dz.
C\ Ve

Beispiele:

1 Der Flacheninhalt des Kreises

Wir bestimmen zuerst den Flacheninhalt des Einheitskreises
Ky & {(o, B) :o2+ p2< 1),

Wir haben [a, b]=[-1, 1] und
for[—1, 11— R:x—>V{1-x2 sowie
fii[-1,1] — R : X+ —J1-x2.
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Esfolgt mit 1.2.(5)

1 x=sn(t) .
FI(Kl):SIZ-wll—xzdx: S . :sz-cosz(t)dt.
- - ) 2

x=+1l=t=+%
Auch in der Schule ist es nun besser, dieses Integral nicht mit partieller Integration, sondern mit
Hilfe der folgenden Rechnung zu bestimmen:
(@ 1=cos?(t) +sin2(t) und mit Hilfe des Additionstheorems fuir den Cosinus
(b) cos(2-t)=cos(t+t)=cos(t)-cos(t) —sn(t)-sin(t)=cos? (t) — SN2 (t).
Durch Addition der beiden Formeln folgt
cos(2-t) + 1=2-cos? (1), hingegen durch Subtraktion die ebenfalls brauchbare Formel
1-cos(2-t)=2-9n2(t).
Wir rechnen also beim Integral weiter:

W I I I
|:|(Kl):g iZ‘COSZ(t)d'[Z i(cos(z.t)+1)dtzg icos(Z.t)dHS idt:
2 2 2 2
. 2~t=18
+2 _ 1 +T
:THS icos(2~t)dt: dt_ans =n+%~g cos (s) ds=m.
-3 t:—7 =S=—T -
T

Nun verzerren wir den Einheitskreisin zwel aufeinander senkrecht stehenden Richtungen mit je-
weils dem Faktor R und bekommen so als den Flacheninhalt des Kreises mit dem Radius
R dieZahl

FI(K,)=R2-x.

2 Das Volumen der Kugel
Wir bestimmen zuerst das VVolumen der Einheitskugel
Ky & (o, B,y) s o2+ B2+ y2< 1.

Dabei demonstrieren wir die praktische Vorgangsweise bei der Berechnung solcher Volumina

Schritt fur Schritt.
Sel (X,Y, z) € K, ein beliebiger Punkt. Wir denken unsin diesem Punkt einen achsenparallelen

Quader Q mit den infinitesimal kleinen Kantenldngen dx, dy, dz plaziert. Sein Volumen ist
demnach dasinfinitesmal kleine Volumen
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dVg=dx dy dz=(dzdy) dx.
Nun betrachten wir den infinitesimal diinnen Stab S, welcher durch den Punkt (x,y, z) paralel
zur x-Achse verlauft und von dem Kugel oberflachenpunkt

(-Y1-y2-22,y,z) zum Kugeloberflachenpunkt (¥1-y2-22,y,z) reicht und einen
rechteckigen achsenparallelen Querschnitt mit den infinitesimal kleinen Kantenlangen dy, dz hat.
Das Volumen dieses Stabes ist wiederum infinitessimal klein und hat den Wert (Integration entlang
der x-Richtung tber die Volumina dVg)

& gﬁl—y2—22 g o q S 1Jl—y2—22d 4
s= _m( zdy) dx=(dz) - Ty X)' Y.

Nun betrachten wir die infinitesimal diinne Scheibe D der Dicke dz, welche pardld zur X,y-
Ebenein der Hohe z ausder Kugel herausgeschnitten wird. Sie hat eine kreisférmige
Grundfléache und reicht inder y-Richtungvon —v1 - 22 bis {1 - 72. Das VVolumen dieser
Kreisscheibe D ist wieder infinitesimal klein und hat den Wert (Integration entlang der y-
Richtung tber die Volumina dVg)
g V1-22 q S 1)1—y2—22
b —111—22(Z ( 1-y2-22
41—22{ V1i-y2-22
S S dx) ~dy) dz.
-1-z2\J)-{1-y2-22
Schliefdich gibt es solche infinitesimal diinnen Kreisscheibenvon z= -1 bis z= +1.
Das Volumen der Einheitskugel K ist nun endlich grof3 und hat den Wert (Integration entlang der
z-Richtung Uber die Volumina dV)
S Y1-22 S V1i-y2-2z2

dx) dy=

+1

VoI(Kl):S

-1

dx|-dy| dz.
-Y1-22\J-1-y2-22

Nun mufd man dieses "3-fach iterierte Integral" sukzessive berechnen, was aber in diesem
speziellen Fall sehr leicht moglichist:
Man beginnt "von innen her"

{1-y2-22 {1-y2-22 {1-y2-22
S :S 1-dx=x =2.V1-y2-22.
-V1l-y2-22 -V1-y2-22 -V1-y2-22

Daher ist weiters

1-z2(( {1-y2-2 11-22
|l e T e

—1-z2\J-1-y2-22 {1-22
=[eshandelt sich um die Grundfléche der infintesimal diinnen Kreisscheibe in der Hohe
z]=(1-22)-x.

Demnach ist schlief¥endlich
+1 \11—22{ Vi-y2-22
Vol(Kq) = S g S dx) -dy| dz=

A\ A1-2\J-A1-y2-22
+1

+1 , 23 1 1 4

Die Kugel Kg mit Radius R entsteht aus der Einheitskugel durch Zerrung in drei aufeinander

senkrecht stehenden Richtungen mit jeweils dem Faktor R. Demnach ist das K ugelvolumen

Vol (Kg) =R %.

3 Das Volumen des Kegels
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Gegeben sei ein gerader Kegel ( = Rotationskegel mit einer Grundfléche senkrecht auf der Rota-
tionsachse) mit Grundkreisradius R und Hohe H.
Also

. R 2
Kegelz{(ot,B,Y)-Oc2+BZ£ (ﬁ'Y) und OSYSH}

R
r(z)

Die ersten beiden Integrationen Uberspringen wir, indem wir sofort sehen, dai die infinitesimal
dunne Kreisscheibe

D={(a,B,y):(c,B,y) e Kegel und z<y <z+dz}
dasinfinitesmal kleine VVolumen

R 2
dvoz(ﬁ.z) n-dz hat.
Daher ist das Volumen des Kegels Kg y gleich

VoI(KR’H):S (ﬁz) m-dz=15-Z n| =R%m- ;.
0

4 Volumina von Rotationskorpern allgemein
Dieser Stoff solltein der Schule gebracht werden, und wir kdnnen dort fol gendermal3en argumen-
tieren:
Ein Rotationskorper Ky, ist durch eine erzeugende Funktion
r:[c,d] — R mit r(z) >0 flralle ze [c, d] gegeben.
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Rotationsachse

Die Scheibe D mit der infinitesimalen Dicke dz beim Argument z hat den Radius r(z), sodass
siedasinfinitesmale Volumen

dVp=r2(z)-n-dz hat.
Daher hat der gesamte Rotationskérper das Volumen

d d
V(Krot):g dVD:S r2(z) -x dz.

2. Das Jordan'sche und das Lebesgue'sche Mass

Der Jordan'sche Massbegriff fuhrt etwas weiter als die Exhaustionsmethode und er ist der elemen-
tare Massbegriff schlechthin. Er soll uns aber vor alem die technische Uberleitung zum Lebes-
gue'schen Massbegriff erleichtern.
Wir wollen nun den jordanschen und den lebesgueschen Massbegriff fir die Dimension d=2 er-
lautern. Dabei kdnnen wir alle (auch fir d >2) essentiellen Aspekte beobachten.
Ausgangspunkt fur diese Massbegriffeim R2 ist eine beliebige Teilmenge B € R2, welche be-
schrankt sein soll und welche wir uns daher in eéinem Quader

Q=[a b]lx[c,d]SR2 mit a,b,c,de R,a<b und c<d, eingeschlossen vorstellen
konnen, sodass also

B < Q gilt.

Nun kommt der Begriff einer hochstens abzahlbaren Uberdeckung mit offenen Quadern
von B ins Spiel. Diesist eine Familie

{Qy )1 c o VvoON offenen Quadern

Q,=(a,b)x(c,d) mit a,b,,c, d €R,a <b, und ¢, <d,, sodass

() U Q, 2B, asodassfirjedes B € B mindestensein A € A existiert, fir welches

AEA
B € Q, gilt, und dass
(#) A=@ oder
A={1,2,--- ,n} (ne N) oder
A=N st

Beispiel: A={1, 2, 3}

Je grosser man A wahlt, um so sparsamer kann manim Allgemeinen B Uberdecken.
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Q1 B

ol o

Wesentlich beim jordanschen Massbegriff ist nun, dass man den Fall A=IN (im Gegensatz zum
lebesgueschen Massbegriff) nicht verwendet, dassalso fir A nur endliche Indexmengen verwen-
det werden dirfen. Diesist aso der wichtige Unterschied zum |ebesgueschen Integral begriff, bei
dem auch die abzéhlbar unendliche Indexmenge A =IN herangezogen werden kann.

Jordan

Die Idee (sowohl beim jordanschen, als auch beim lebesgueschen Massbegriff) ist nun die fol-
gende:

Wenn der Menge B € Q insinnvoller Weise ein Flacheinhalt Fl (B) € R zugeordnet werden
kann (also die zahl Fl (B) definiert werden kann), dann muss fir diese Zahl Fl (B) die
Ungleichung

FI(B)<Y _F (Q,) gelten, wobei
reEA

Y _H Q)Xo fdls A=0,

reA

2_AQ) (b -a)-(dy-cp)+ o+ (by— ) (dy ),
fals A={1,2, --- ,n},und

YA Q) Y (b-a)- (0 - ¢,
LEA k=1

falls A=N (eskamnaso Y FI (Q,) = o sein).
reA
Setzt man

m (B) & inf {: F(Q,):{Q )} ca isteinehdchstens abzahlbare Uberdeckung mit
rEA

offenen Quadernvon B und (A=@ oder A={1,2, --- ,n},ne ]N)}

und
i (B) & inf {g\: F (Q,):{Q,}c A ist €inehdchstens abzahlbare Uberdeckung mit
offenen Quadern von B},

so musste fir den zu definierenden Fléacheninhalt F (B) sogar
Fl (B)<m (B) und
Fl (B)<pm(B) gdten.

Die entsprechende Vorgangsweiseist nun wie folgt.

Man bezeichnet
m (B) alsdasaussere jordansche Mass von B und
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f (B) asdasaussere lebesguesche Mass von B.
Damit A={1} und e >0 und &y =a-¢,by=b+¢,c;=Cc—-¢,d;=d+¢,d%0
Q;=I[ay,bs]1x[c4, dq] und
{Quhea={Qihe )
auch schon eine hichstens abzéhlbare Uberdeckung mit offenen Quadern von B gegebenist, fur
welche nun

Y A@Q)=(b-a+2)-(d-c+2e)=(b-a)-(d-c)+2e-(b—a+d-c)+4e2 gilt,
reA

ist aso offensichtlich
m(B)<(b-a)-(d-c)+2:-(b—a+d-c)+4e? undda e >0 beliebig wahlbar ist, folgt
sogar
mB)<(b-a)-(d-o).
Ebenso folgt
pB)<(b-a)-(d-o).
Well bei der Definition von [ (B) dielndexmenge A=IN noch zusétzlich zur Infimumsbildung
zugelassen ist, gilt
(@ p(B)<m(B).
Offensichtlich héngen m (B) und [ (B) nicht von der speziellen Wahl des Quaders
Q=I[a b]x[c, d], welcher die Menge B umschliesst, ab.
Man kann nun auch fr
(B & (B:BeQ und B¢ B}CQ daséussere jordansche Mass
m ((B) und das dussere |ebesguesche Mass
0 (CB) betrachten.
Naturlich gilt auch
p(B)<m(B)<(b-a)-(d-0).
Es héngt nun aber von der Kompliziertheit der Mengen B und (B ab, ob (wie man ja hoffen
koénnte)
1) m@B)+mB)=(b-a)-(d-c) bzw.
n(B)+p(B)=(b-a)-(d-c) gilt,
oder aber, was leider in der Tat der allgemeine Fall ist, nur
(2) m@B)+m{B)>((b-a)-(d-c) bzw.
pB)+nB)>((b-a-(d-c) dgilt.
Es zeigt sich aber recht einfach, dass die Félle
(3) mB)+m(B)<(b-a)-(d-c) bzw.
pB)+nB)<(b-a)-(d-c)
nicht vorkommen kénnen (0.B.).

Im Fall
(by m(B)+m((B)=(b-a)-(d-c) istdieMenge B sowenig kompliziert strukturiert, dass
das dussere jordansche Mass m (B) den Flacheninhalt von B (intuitiv) beschreibt. In diesem
Fall definiert man dann

m(B) :& m (B)
und bezeichnet m (B) =m (B) alsdasjordansche Mass (oder den Inhalt) von B. Die Menge
B wird als (2-dimensional ) jordanmessbar bezeichnet.
Genauere Studien ergeben, dass die Zahl

m (B) eine Verallgemeinerung jenes Flécheninhaltbegriffesist, wie er sich aus der Exhaus-
tionsmethode herleitet, das heisst, dass

m (B) mit dem Flacheninhalt, durch Exhaustionsmethode hergel eitet, Gbereinstimmt, falls
man eben elementar durch die Exhaustionsmethode zu einem Wert bekommt.
Aus (b) folgt unmittelbar:
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Die Menge B ist genau dann jordanmessbar, wenn die Menge (B jordanmessbar ist.

ImFall

m(B)+m((B)>(b-a)-(d—c) hingegenist die Menge B so kompliziert strukturiert,
dass das dussere jordansche Mass einen Flacheninhalt von B nicht zu beschreiben vermag. Man
bezeichnet in diesem Fall die Menge B als nicht-jordanmessbar.

Beispiel:
DieMenge
B & {(0,$):0<a<1 und o rational und 0<B <1 und B beliebigreell} € R2
kann in den Quader
Q=I[0, 1] x [0, 1] eingeschlossen werden.
Es gilt aber (leichte Uberlegung)
mB)+m((B)=1+1=2>(1-0)-(1-0)=1
Daher ist B nicht jordanmessbar.

Aber wegen (a) kannim Falle des Fehlens der Jordanmessharkeit trotzdem
p(B)+u((B)=(b-a)-(d—c) geten.
Im Fall
(© pB)+p(B)=(h-a- -(d-c) (gleichgultig ob (b) gilt oder nicht gilt) ist dieMenge B
immer noch so wenig kompliziert strukturiert, dass wenigstens das dussere lebesguesche Mass den
Flacheninhalt von B (intuitiv) beschreibt. In diesem Fall definiert man
u(B) & 1 (B) undbezeichnet p (B) =i (B) asdaslebesguesche Massvon B.
Die Menge B wird dabei als (2-dimensional ) lebesguemessbar bezeichnet.

Beschrankte Mengen B < R2, welche nicht lebesguemessbar sind, konnen nicht so einfach ange-
geben werden. Man braucht dazu das Auswahlaxiom und deswegen entziehen sich solche Mengen
der Anschauung.

Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) Portrait

Der lebesguesche Massbegriff wird noch auf nichtbeschréankte Teilmengen B < R2
ausgedehnt:
Bezeichnet fir m,ne Z

Bm n & BN (m m+1]x(n,n+1],soist

Bm nNB; s=@ fir m==r oder n=+s und esgilt

_J By n=B.

m,neZ
Man definiert nun:  DieMenge B € R? ist lebesguemessbar, wenn jede der Mengen B, ,
lebesguemessbar ist. In diesem Fall ist das Lebesguemassvon B gleich

wB) LY By, el ]

m,neZ

Da p (By, ) >0 firdle m,ne Z, ist die Reihenfolge der Summierung fiir das Resultat
unmassgeblich.

Aus (c) folgt unmittelbar:

Satz:
(1) DieMenge B ist genau dann lebesguemessbar, wenn die Menge ((B lebesguemesshar ist.
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(2) Wegen [vergl. (a)]
p(B)<m(B) und o (CB)<m ((B) folgt ausder Eigenschaft (b) die Eigenschaft (c),
und daher ist jede jordanmessbare Menge B auch |ebesguemessbar. o

Satz:
Im Fall einer jordanmessbaren Menge B gilt
(d) p(B)=m(B).
Beweis. Dieserschliesst manindirekt: Wére
o (B)=+=m (B), so misste wegen (a)
n(B)<m(B) geten. Well auch noch
o (B)<m((B) gilt,wirde
pB)+u(@B)<m(B)+m((B)=(b-a)-(d-c)=0u(B)+u((B)
gelten, also ein Widerspruch folgen. o

Hier sehen wir also, dass der lebesguesche Massbegriff "stérker ist" as der jordansche
Massbegriff.

Henri 1éon Lebesgue (1875-1941) Portrait,
Der folgende Satz ist ebenfallswichtig.

Satz:

Sind B4, B,, -+, B,, endlich vielejordanmessbare Mengen, so sind auch die Mengen
B;UB,U --- UB, und B;NB,N --- N B, jordanmessbar.

Sind By, By, -+ abzéhlbar unendlich viele |ebesguemessbare Mengen, so sind auch die Mengen
B;UB,U --- und B{NB,N --- lebesguemessbar. O

Wie bereits gesagt, fur hdherdimensionale Bereiche verlaufen die Definitionen und gelten die Sétze
analog.

Vereinigungs- und Druchschnittssatz
Sowohl fir das Jordan- als auch fiir das L ebesguemass gilt die Formel
m(A UB)=m(A) + m(B) - m(ANB) bzw.
HAUB)=u(A) +u(B) —u(ANB).
Die Beweisidee ist einfach und kann schon mit simpler Exhaustion erfasst werden (siehe Skizze).

TN

/ N\

[ / \
A B
ANB
\
\ \
AEEAY p4
N N 7
B e et

Birgerliche Bereiche
In der Schule wird weder von jordan- noch von |ebesguemesshbaren Bereichen gesprochen.
Es kommt vielmehr zu einer Behandlung einer Reihe von konkreten Typen von Bereichen.
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Diessindim RZ

Rechteck, regelmassiges n-Eck, Kreis, Ellipse, Kreis-, Ellipsen-, Parabel-Abschnitt, Kreissektor.
Das weitere ist der Phantasie des L ehrers und der Schiller tberlassen.

Im R3 werden Zylinder und Kegel mit Grundflachen, wie gerade aufgezahlt, und die Kugel mit
Kugel segment sowie Kugelsektor behandelt.

Dies sind die Bereiche, welche im burgerlichen Leben im wesentlichen Gegenstand mathemati-
scher Betrachtungen sind, und wir erlauben uns, diese Bereiche deshalb als "burgerliche Bereiche"
Zu bezeichnen.

Wir wollen aber hier den Typus der elementar zusammengesetzten Bereiche des R?2
definieren, welcher die birgerlichen Bereiche des R2 umfal}t. Dadurch werden wir in die Lage
kommen, Sétze Uber elementar zusammengesetzte Bereiche zu beweisen und damit auch Aussagen
Uber birgerliche Bereich erhalten.

Definition: Seilen a,be R,a<b und v:[a b] — R stetig.
Dann bezeichnen wir eineinjektive C©-Funktion
¢:[o,f]l — R2:7+—— (X(r), y(1))
as eine C®) -Parametrisierung des Graphen von v, wenn entweder
¢(a)=(av(a) und ¢(B)= (b, v(b))
oder
¢(a)= (b, v(b)) und ¢(B)=(a v(a))
und wenn
v(x(0))=wy(1) furdlete[o, ] gilt.

Beispiel: a=0,b=1, (1) = (3(1), (1)) = (2 1).
Bei diesem Beispid ist die Funktion v im Argument O nicht differenzierbar.
Wohl aber sind die Funktionen ¢ und y differenzierbar.

Definition: Sind a, be R mit a<b und sind
v,w:[a b] — R
stetig und streng monoton und besitzen die Graphen von v und von w C©-Parametrisierungen
und gilt
(1) w(s)<v(s) furale se[a b] undgilt
w(a)=v(a) oder w(b)=v(b), so heisse (nicht allgemein tblich!) die Teilmenge
Ey & {(ay, 0p) ta< oy < b, W(ay) < o< Viag))
ein elementarer Bereich 1-ter Art.
(2) Setzt man
E, & {0y, 09) 1@< oy < b, W(ay) <oy <V(ag)}=
={(aq, ap) : (ay, aq) € Eq}, s0 heisse diese Teilmenge
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ein elementarer Bereich 2-ter Art.

v(s) b
w(s)
w(b) =v(b) a
as b -

elementarer Bereich 1-ter Art elementarer Bereich 2-ter Art

(3) st ¢:&f min{v(a),v(b)} und d :&f max {v(a), v(b)}, so mégen

E & {(0q, 0p) @<y <b, c<ay<v(ag)} und

F 2 {(0g, 0p) ta<oq <0, v(ay) <o, <d)
as elementare Bereiche symmetrischer Art bezeichnet werden (symmetrisch bedeutet nicht,
dass eine Symmetrieachse fir E bzw. F vorliegt, sondern dass sowohl Randfragmente ( =Teil-
mengen der beteffenden Randlinien) parallel zur x-Achse als auch Randfragmente parallel zur y-
Achse verlaufen dirfen).

d d
v(S) v(s)
c C

a s b a s b

A0 Y

elementare Bereiche symmetrischer Art

(4) Einelementarer Bereich der Ebeneist ein elementarer Bereich 1-Art, 2-Art oder symme-

trischer Art.

Die Berandung jedes elementaren Bereiches B sel so parametrisiert, dass die Randlinie den
Bereich im mathematisch positiven Sinne ( = Gegenuhrzeigersinn) umléauft, das heisst,
dass der Bereich immer links von der Randlinie liegt. Man nennt dies eine "mathematisch

positive Orientierung".
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links

Definition:
Ein ebener elementar zusammengesetzter Bereich ist eine Teilmenge D ¢ R2, fur welche
esendlich viele elementare Bereiche
Dy, ---, Dy, (erster, zweiter oder symmetrischer Art) gibt,
sodass D; und D, (i +=k) hochstens Randpunkte gemeinsam haben und
D,V -~ UD,=D gilt.

Bemerkung: Diein der Praxis vorkommenden kompakten Bereiche D € R2 sind im Wesentli-
chen alle elementar zusammengesetzt. Der skizzierte Bereich ist in elementare Bereiche symmetri-
scher Art zerlegt. Die Begriffe der elementaren und der elementar zusammengesetzten Bereiche
sind nicht allgemein Ublich.

Der Flacheninhalt elementar zusammengesetzter ebener Bereiche
Ist

D=D,U --- UD,,
ein elementar zusammengesetzter Bereich, wobei Dy, --- , D,,, elementare Bereich erster, zweiter
oder symmetrischer Art sind, sodass D; und D, (i=+k) hochstens Randpunkte gemeinsam
haben, so gilt fr seinen Fl&cheninhalt

H(D)=H(D;)+ --- +F (D).
Der Flécheninhalt der elementaren Bereiche D; kann durch einfache Integration berechnent
werden. Wir zeigen dies am Beispiel an einem elementaren Bereich der ersten Art (liegt die zweite
Art vor, so spiegeln wir um die Mediane und bekommen so die erste Art ohne den Flécheninhalt
dabei zu &ndern)

Di=E; & {(0g, ap) ta< oy < b, W(og) <oy, <viog)).
Esqilt

b
Fl (D)) = S (V(x) = w(x)) dx.

a

Elementare und elementar zusammengesetzte Bereiche des R3 zu definieren ist schon etwas
aufwendiger und fur unser Verstandnis der Integralrechnung auch nicht notwendig.

Eine Methode, welche bei htherdimensionalen, komplizierteren Bereichen sehr angebracht ist,
heisst Monte-Carlo-M ethode, well sie einen Zufallsgenerator bentitzt.

Beispiel:
Sei
Dy & {(o, B, y) 02+ B2-y2< 1),

D, & {(0, B,7): (2-Vo2+72)? + p2< 1}

und
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D & D, ND,.
Will man nun das Volumenvon D berechnen, so kann man folgendermassen vorgehen:
Man sieht leicht, dassesfir |B| > 1 keine Punktein D, gibt.
Weiters gibt esfir o2 +y2>9 keine Punktevon D,.
Somit gilt
D=D;ND,<D,S[-3,3]x[-1,1]x[-3,3] & UCRS

Nunist Volg(U)=6-2-6=72.
Wir erzeugen nun mit Hilfe eines Zufallsgenerators (RND € [0, 1]) eine"gleichverteilte" Folge
von Punkten [vergleiche Liedl/Kuhnert 2.1.(24) ]
P,=(RND-6-3,RND-2—-1,RND-6 - 3),
P,=(RND-6—-3,RND-2—-1,RND-6 - 3),
P;=(RND-6—-3,RND-2-1,RND-6 - 3),
- ,undwir setzenfir n=1,2,3, -
@(n) & Anzahl der Punkte aus {P;, P,, --- , P}, welchein D liegen.
Aus naheliegenden Griinden ist nun
Vol (D) =72- lim Loo(n).

Fiir grosse n gibt nun L -(n)-100 % schon recht gut den Prozentsatz der Punkte der Folge ¢

an, welchein D liegen. Diesist aber auch der Prozentsatzes des Volumensvon D in U.
Daher gilt
Volz (D)=72- lim L-o(n).
n—oo

Das Riemannintegral und das Lebesgueintegral.

Eng mit dem jordanschen Massbegriff ist das Riemannintegral und analog mit dem lebesgueschen
Massbegriff das Lebesgueintegral verbunden. Beide Integralbegriffe sind in natiirlicher Weise fir
Integrationsbereiche B < RY (de IN) ausgelegt. Es genligt exemplarisch den Fall d=2 zu be-
handeln.

Definition: Ist B < R2 beliebigund f: B — R eine beliebige Funktion, so heisst
foos 122 {(c, B,y):(a,B) € B und O<y <f(o,B)} CR3 der Positivteil von f und
freg & {(c,, B,v) 1 (o, B) € B und 0>y >f(a, B)} € R3 der Negativteil von f.

Die Punkte
(o, B, y) mit (o, B) e B und f(a, ) =0 brauchen wir nicht zu betrachten, weil sie

keinen Beitrag zum Integral ergeben sollen.
Die Skizze zeigt den Positiv- und den Negativteil einer Funktion

f:B— R firdenFal d=1, dso
B<SR.

f(x)
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Nun zurtick zum Fall B € R2.

Beim Riemannintegral wird eine beliebige beschrénkte Funktion
f:B—— R,wobei B < R2 einebeschrankte Mengeist, betrachtet. Wir denken uns daher
B C[a blx[c,d] mit a b,c,de R,a<b und c< d, und weiters
s<f(a,B)<S (mits, Se R) furdle (a,p) € B.

Definition: Die Funktion f:B —— R heisst nun riemannintegrierbar, wenn
(1) der Definitionsbereich B von f 2-dimensional jordanmessbar ist und
(2) der Positivteil von f,
foos € [a bl x[c, d] x[s, S], sowie der Negativteil von f,
freg € [@ bl x[c, d] x[s, S|, 3-dimensional jordanmessbar sind.
In diesem Fall ist das (2-dimensionale) Riemannintegral Gber f

SSBf(x, y) dxdy 4 m (foos) = M (freg) € R.

Das Symbol "m" bedeutet hier das 3-dimensionale Jordanmass.
Diese Definition zeigt den Zusammenhang mit dem jordanschen Massbegriff, ist aber sonst nicht
Ublich.
Meistens verwendet man eine damit aquivalente Definition, welche im eindimensionalen Fall
quasi die Umkehrung eines wohlbekannten Satzes der Integralrechnung ist. Diesen wollen wir hier
kurz wiederholen.
Notationen: Sei
f:[a b] — R eine stetige Funktion. Ist
3 & a=ay<a < - <g,=b dneUnterteilung (= Zerlegung) des Intervalls
[a, b], so bezeichnet
|3l =max{g —a_,:i=1, --- ,n} dieFeinheit der Zerlegung 3.
Zu jeder Zerlegung 3 gehort eine Stufenfunktion
f:labl —R:x+——
( max {f(¢):&e[a_q,al} fdls xe(g_4,8) i=1 - ,n
N
Lt(a) fdls x=a i=1, - ,n
und eine Stufenfunktion
fz:lab] — R x—
f min{f(¢):&ela_q,al} fdls xe(g_y,a) i=1---,n
Lf(a) fals x=4 i=1, - ,n '
Diesen beiden Stufenfunktionen kann man auf naivem Niveau ein Integral zuordnen, indem man
einfach die entsprechenden Rechteckfl&chen - mit dem richtigen V orzeichen versehen - addiert und
die Werte der Stufenfunktionen bei den Unterteilungspunkten a ignoriert.
Diese Integrale sind die Zahlen

30y £ 3 mac(f©):E e (A 1,ad) (A - 4cy) und

F(ty) 4 X2 min(f@) 6 a1 ad) (B a0

Satz: Ist 31,3, - eineFolge von Zerlegungen des Intervalls [a, b], sodass
lim |3, =0, dann gilt:
C—0c0

b

I (f) = [ =elementares eindimensionales Integral gf(x)dx):
a

= lim J(f, )= lim J(E, ). O
i 3. ) =iy 3.
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Well wir diesas Ansatz fur beliebige (i.A. nicht stetige) beschrénkte Funktionen
f:[a b] — R verwenden wollen, ersetzen wir J(f;) durch

oRS(f,3) :&! g sup{f(&):&ela_q all (a —a_;) und I(fz) durch

URS (f, ) & g inf (f(2) 1€ € [&_1, A} (& - A 1).

Dabei steht oRS fiur obere Riemannsumme und uRS fur untere Riemannsumme.
Nun definiert man im Eindimensionalen aquivalent zur schon gegebenen Definition 1.2.(22):

Zweite Definition: Eine beschrankte Funktion f:[a, b] — R heisst
riemannintegrierbar, wenn fir jede Folge

3132 -~ von Zerlegungen des Intervalls [a, b], fir welche lim |3, =0 ist,
die Gleicheheit o

Jim 0RS(f,3,) = lim URS (1, 3,) gilt

Es stellt sich heraus, dass diese Zahl
lim oRS(f,3,) = lim uRS(f,3,)
O0—00 C—o0

im Falle der Riemannintegrierbarkeit unabhangig von der speziellen Wahl der Zerlegungsfolge
31,30 -+ ist. Man schreibt also in diesem Fall einfach
b

S f(x) dx : & lim oRS(f, 3,) = lim uRS(f, 3,) und nennt diese Zahl das (eigentliche)
a 0— 00 O0—0c0

Riemannintegral Uber f auf dem Intervall [& b].

Im zweidimensionalen Fall heisst eine beschrankte Funktion

f:B— R (BCS[a b]x[c, d]<SR2 ist ein beschrankter jordanmessbarer Bereich)
riemannintegrierbar, wenn fir die "erganzte" Funktion
rf(oc,ﬁ) fals (o,B)eB
f#:[q blx[c,d — R : (o, B) —

L 0 fals (0,p)aB

und jede Folge

31: 32 -~ von Zerlegungen des Intervalls [a, b], fir welche lim |3;| =0 ist, und
jede Folge o

€,, €, --- von Zerlegungen des Intervalls [c, d], fur welche lim |€;|=0 ist,
gilt: o

lim oRS(f#, 3,x &)= lim URS(f*, 3,x&,).

O0—00

O0—00

Dabei bedeutet fir Zerlegungen
3 {[a_1,8l)j=12 ..  m desintervalls [a b]
und
S & ([ce 1, &llk=1 2 ... n desintervals [c, d]
der Ausdruck 3 x & die"zweidimensionale Zerlegung"
3xS & {[g_, glx[c-p, 6llj—1,2, - ,mk=12 - ,n
des 2-dimensionalen Quaders [a, b] x[c, d] in 2-dimensionale Teilquader
ij def [31'71, 6}] x[Ck_1, CJ
und es bedeutet
ORS (f#, 3 x &) ;& Zl E sup {f4(€,m) 1 (€,m) € Qul - (g —g-1) (G~ G 1)
=1k=
und
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URS (4, 3 x &) & g inf {f4(2,1) 1 (5, 1) € Qb (8 31 (G~ ).

DieZahl
lim oRS (f#, 3, x&,) = lim uRS(f#,3,x&,)
G—>00

C—0c0
ist im Falle der Riemannintegrierbarkeit wieder unabhéngig von der Wahl der Zerlegungsfolgen

3132 - und 4,8, -,
und man schreibt

SS f(x,y) dxdy :2 lim oRS (f#, 3, x&,) = lim URS (f%, 3, xS,)
B O0—00 0—00

und bezeichnet diese Zahl als das (eigentliche) Riemannintegral tber (den Integranden) f
auf dem zweidimensionalen Bereich B.

Offensichtlich spielt die spezielle Wahl des Rechteckes [a, b] x [c, d], welches B umfasst, fir
das Ergebnis keine Ralle.

Beim elementaren Integral (also f:[a b] —> R stetig) gilt mit
T € [a — ac_1] beliebig gewahlt,
dass
Ng b
Glingc kZ_l flr) (& —a_1)= Saf(x) dx.
Beim Riemannintegral haben wir das Analogon (der leichteren Lesbarkeit halber eindimensional
formuliert):

Satz:

Ist eine beschrankte Funktion f:[a b] — R riemannintegrierbar, so gilt
b

Glinzc kZ_l f(n) - (& —ac1) = Saf(x) dx,
wobel die Folge der Zerlegungen
Jo={la-1 allk=1,2 ... ,n, Und 1 € [a_1, &l wieder beliebig gewshlt ist.

Beim L ebesgueintegral wird eine beliebige Funktion
f:B — R mit (i.A. nicht beschranktem) B € R2, B lebesguemesshar, betrachtet.

Definition:
(1) DieFunktion f heisst lebesguemessbar, wenn der Positivteil
fpos © R® und der Negativteil fi o <R3 von f 3-dimensional Iebesguemessbar sind.
(2) DieFunktion f heisst lebesgueintegriebar, wenn sie lebesguemessbar ist und wenn
M (fpos) < 00 sowie . (frgg) < oo gilt. In diesem Fall heisst

SSBf(X, Y) dXdy :déf M (fpos) - (fneg) eR

das (2-dimensionale) L ebesgueintegral tber f.

Man spricht auch von einem Bereichsintegral Uber dem Bereich B.
Das Symbol "u" bedeutet hier das 3-dimensionale L ebesguemass.
Oft findet man auch die Schreibweise

SSBf du &f SSBf(x, y) dx dy.
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(3) DieFunktion f heisst quadratisch lebesgueintegrierbar, wenn sie lebesguemessbar ist
und wenn

f2:B— R :(a,B) — (f(a, B))2 |ebesgueintegrierbar ist. (Es zeigt sich, dass 2 au-
tomatisch lebesguemessbar ist, wenn f lebesguemessbar ist.)
(4) Ist B=1xJ (I,JER seienlIntervale), undist f eine Funktionen

f:1xJ— R, welche nur partiell definiert ist, und ist

N & (o, B): (o, B) e I x I und f(o, B) ist nicht definiert} |ebesguemessbar und ist

u (N) =0, so sagt man, dass f fast uberall (oder fir fast alle Argumente) definiert
ist.
In einem solchen Fall bezeichnet man f alslebesguemessbar bzw. lebesgueintegrierbar
bzw. quadratisch lebesgueintegrierbar, wenn die Funktion

ff(O"B) fdls (o, B) e Def (f)

f#:B—R:(a,B)—
Lo fals (o, B) & Def (f)
diese genannten Eigenschaften hat. Weiters setzt man

SSBf(x, y) dx dy 2 gSBf#(x, y) dx dy.

Definition: Mengen N ¢ Rn, fir welche das n-dimensionale Lebesguemass
u(N) =0 ist, heissen (n-dimensionale) Nullmengen.

Satz: Ist eine Funktion f: B — R |ebesgueintegrierbar, so ist auch
|f]:B— R : (o, B) — |f(x, p)| lebesgueintegrierbar.
Beweis: Weil f lebesgueintegrierbar ist, gilt
1 (fogs) < 00 UNd p (freg) < oo Offensichtlichist
fpos N {(ct, B, =)t (0, B, ) € gt = 3. Weil nun
|f|pOS:fp05U {(a,B, —7): (o, B,y) € fneg} und weil
b ({Ca By =¥) (0, By y) € frog)) =1t (freg) uNd weil
U ([flpeg) =1 (@) =0, gilt
1w ([flgos) + 1 (Iflneg) =1 ([l pos) =1 (Foos U {(ct, B, —v) 2 (0, B, ¥) € fegh) =
=11 (foos) + 11 (fpeg) =

= SS [ (x,y) dx dy.
B

Beispiele:  Wir betrachten wieder den Fall d= 1.

(1) Sei f:R\{0} — R :x— 1/x.Esist
fpos=1{(c;, B) 10 >0 und 0< B < 1/0;} sowie

freg={(ct, ) 1 <0 und 0>p >1/c}. Dafir dle m,ne R

foos N ((M, N]x (M+ 1, n+1]) sowie foey N ((M, N]x (M+ 1, n+1]) einen elementa-
ren Flacheninhalt haben, sind f,,s und fo |lebesguemessbar. Daher ist f Iebesguemessbar.
Esist aber

M (fpos) =1 (freg) = oo Daherist f nicht |ebesgueintegrierbar.
Der Positivteil von 2 hat ebenfallsdas Lebesguemass . Daherist f auch nicht quadratisch le-
besgueintegrierbar.

(2) Se f:[1, o) —> R:x+——> 1/x. Wiederum ist f Iebesguemessbar, aber nicht lebesgue-
integrierbar. Da aber
S % =1, ist f quadratisch lebesgueintegrierbar.
1
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(3) Se f:(0,1) —> R :x— 1/Vx. Esist

1
S dx =2, und somitist f lebesgueintegrierbar.
0 x

Aber esist

1
S (j(—x = oo, Und somitist f nicht quadratisch lebesgueintegrierbar.
0

4) Sa f:[01] — R x| 1 fals x raiond
Lo fals x irrationd

Der Positivteil von f hat das 2-dimensionale Lebesguemass O.
Diessieht man so: Esist (Q bezeichne die Menge der rationalen Zahlen)
foos Ll (0, B):0< B <f(e)}=(Q N[O, 1])x (0, 1] undesist
01=0,05=1, a3=12, 04=13, a5=2/3, 0g=1/4, 0.7 =3/4, ag= 15, 0= 2/5, -
eine Aufzéhlung der Elementevon Q N[0, 1]. Ist nun
e >0 beliebig gewdhlt, so ist mit
Qqe) & (oy — /21, 0y —e/21) x (0, 2), Qu(e) LL: (0iy — €/22, a1y — £/22) x (0, 2),
Qs(e) & (03— /28, a3 —e/23)x (0,2), -
die Familie {Q; (¢)};, c » Mit A=N eine abzéhlbare Uberdeckung von f,. Esgilt

Y HQe)=(c+e/l+e/22+e/B+ ... ).2=4.¢.
rEA
Da ¢ beliebig klein gewahlt werden kann, folgt
0= (fope) < inf {: A (Q(e)):e >o} =0. Alsoist i (fpe) =0.
AEA

Somit folgt wegen i (( (fs) ) < 1, dass

1=(1-0-(1-0) < (fyoe) +H ((1 (fpos)) <0+ 1=1 Daherist fys Iebesguemessbar
und esist

1 (o) =T (fooe) =O.
Der Negativteil von f ist leer und hat daher das L ebesguemass 0.
Daher ist f lebesgueintegrierbar und quadratisch lebesgueintegrierbar und esist

1
S f(x) dx=0.
0
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83. Der Schwerpunkt

Einerseitsist der Schwerpunkt fur das birgerliche Leben ein sehr wichtiger Begriff. Andererseits
erlaubt er in der Schule eine anschauliche und einfache Anwendung der Integralrechnung.

Wir bauen den Stoff, so auf, daf3 eine Einfulhrung des Schwerpunktes (Schwerpunkt eines
Massenpunktsystems) schon in der Unterstufe moglich ist und dal? damit die Definition des
Schwerpunktes Uber die Integralrechnung motiviert wird.

a Schwerpunkte von Massenpunktsystemen
Ein Massenpunkt P* ist ein Punkt Pe RN zusammen mit einer Masse m, welche wir unsin diesem
Punkt P konzentriert vorstellen. Genau genommen handelt es sich also um ein Paar (P, m).
Wir betrachten die x, y-Ebene R2 als eine starre, gewichtsose Fléche. Nun denken wir unsin R2
endlich viele Massenpunkte P;*, --- , P, gegeben, wobei der Massenpunkt P" die Koordinaten

P. = (x;, ¥;) € R2 hat und mit einer Masse m;, >0 behaftet ist.
Wir mussen dabei auch den Fall betrachten, dal3 gewisse Massenpunkte P* mehrfach auftreten, was
technisch erméglicht wird, wenn man von einer Familie

{P"}i—1 .. n von Massenpunkten ausgeht.
In der Unterstufe wird man aber mit der Bemerkung, daf3 gewisse Massenpunkte fallweise mehrfach
auftreten, auskommen.
Als erstes denken wir uns die Ebene um die x-Achse als Drehachse frei drehbar. Dann erzeugen die
Massenpunkte P* Drehmomente M; um die x-Achse, welche wir nach der Formel

"Drehmoment = Kraft - Kraftarm”
berechnen:

M;=(m;-y)-y; (y=Erdbeschleunigung, m;-y ist das Gewicht des Massenpunktes P.*, also
die Kraft, mit der P* in Richtung der negativen z-Achse gezogen wird).

X1 X4 Xo Xg

Das gesamte Drehmoment um die x-Achseist dann gleich
Mx:iZ:i M; :izii (m;-y) -y,
Analog bekommen wir ein gesamtes Drehmoment um die y-Achse, welches gleich
|\/|y=i§n1 (m-y)-x; ist.
Ersetzen wir die Massenpunkte durch einen einzigen Massenpunkt S* mit passenden Koordinaten
S=(Xg Ys) und der Masse mg :2! il m;, so wollen wir diesen Massenpunkt S* so platziert
i=

haben, dass er aleine dieselben Momente M, und M, erzeugt, wie die Punkte P* eszusammen
tun. Wir suchen also xg und yg derart, dass

n
(*) n"'s‘Y'ys:'\Ax:;1 m;-y Y
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und
n
mS'Y'XS:My:Zi mi"Y'Xi.
i—

Aus diesen Forderungen ergibt sich (die Erdbeschleunigung y kirzt sich heraus)

n n n n
Zlmi'xi Zmi'xi Zlmi'yi Zimi'yi
_ 1= _i= _i= _i=
(*) Xg= ms und yg= ms  ~ o .
; mi 2 mi

i= i=1

Vektoriell geschrieben lautet diesmit P, = (x;, y;):
> myeX; gmi'yi gmi'xiag m;-Yi gmi'Pi

S:déf (XS’ yS): i=111 ! n = n n
2 m 2om 2om 2om

i=1 i=1 i=1 i=1

.O

Diese vektorielle Schreibweise erlaubt eine unmittelbare Verallgemeinerung vom R2 auf den RN,

Der Punkt S= (xg, yg) wird der Schwerpunkt des Massenpunktsystems {P;*, --- , P;"}
genannt.
Unterstiitzt man nun die Ebeneim Punkt S (das lauft daraus hinaus, dass man sich den Ursprung in
den Punkt S verlegt denkt), so sind beziiglich des neuen Ursprungs die neuen
Massenpunktkoordinaten gleich

P=P, - S=(X ~Xs ¥ Y9 = (X" y/)
und daher die Momente um die neue x-Achse bzw. die neue y-Achsegleich

Mx':;l mi'Y‘yi':g m; -y - (Y —ys)zg m-y-Y; - (; mi)'y-ysz[vergl. ()]=

=Mg-y-Ys— Mgy ys=0,
bzw. analog
My'=0.
Dies erleuchtet die physikalische Bedeutung des Schwerpunktes:
Unterstiitzt man die Ebene im Schwerpunkt eines Punktmassensystems, so sind die dabel erzeugten
Momentegleich O und daher kippt die Ebene unter der Last des Punktmassensystems nicht.

Ganz dlgemeinist die Formel

Drehmoment = Kraft - Kraftarm
folgendermassen zu interpretieren:
DieKraft (durch einen Vektor mit Angriffspunkt der Kraft beschrieben) wirkt auf einen starren
Korper, welcher in einer Drehachse gelagert ist. Die Gerade durch den Angriffspunkt der Kraft in
Richtung der Kraft heifdt die Wirkungslinie der Kraft. Der senkrechte Abstand der Drehachse zur
Wirkungslinie der Kraft ist der Kraftarm. Die Norm des Kraftvektorsist die Kraft in der Formel.
Nun wahlt man eine Blickrichtung auf die Drehachse fix, sodal diese al's Punkt erscheint, und man
definiert noch ein Vorzeichen des Drehmomentes, indem man dieses Vor zeichen als positiv setzt,
wenn die Kraft den Kérper um die Drehachse im Gegenuhrzeigersinn dreht bzw. als negativ setzt,
wenn die Kraft den Kérper um die Drehachse im Uhrzeigersinn dreht.
In folgender Skizze schaut man in Richtung der Drehachse auf das Papier,was dadurch
symbolisiert ist, dass die Drehachse mit einem Kreuz markiert ist. Der Korper wird in
Uhrzeigerrichtung gedreht und daher das Drehmoment negativ gezahit.
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Drehachse

4 Ubung: Man zeige: Wird die x,y-Ebene R2 um eine beliebige Gerade g < R2, welche durch den
Schwerpunkt S eines Massenpunktsystems geht, drehbar gelagert (also nicht mehr speziell g asdie
X-Chse oder asdie y-Achse gewdhit), so ist das Drehmoment des Massenpunktsystems um diese
Gerade g gleich O.

(5) Das gewichtete Mittel
Eine mit der Schwerpunktsbildung unmittelbar verwandte Methode ist die gewichtete Mittelung.
Bei der arithmetischen Mittelungen einesn-Tupels (y4, Y, -~ ,Y,,) vonredlen Zahlen berechnet

man den Mittelwert

1.y, +1.yo+ --- +1. 1 &
Aa= yl1+1y-2+ 41 yn:ﬁ'gyi'
Bei der gewichteten Mittelung werden die einzelnen Komponenten mit "Gewichten"
my, my, -, m,e R
versehen und man berechnet
n
M-y +Mpeyp+ oo +My-y, Em' Y
Ag=—t= i n= = -Vergleiche dazu (33)(+)!
1 rnZ mn Z mi

Die Assoziativitatseigenschaft der Schwerpunktsbildung
(6) Satz: Hat man in der Ebene zwei Massenpunktsysteme {P;", --- , P,"} und {I1;", --- , T14"}
mit Koordinaten
P;= (X1, Y1), - » Py= (X ¥y,) und Massenbelegungen my, --- , m,,
bzw.
My =€, w1), -+ Tg= (&g, wq) Mit Massenbelegungen g, -+, g gegeben
und ist
S=(Xg Yg) der Schwerpunkt des ersten Systems, welchem die Massenbelegung
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n
mg=2_ m; zugeordnet ist,
i=1

und ist analog
Y= (&s, yy) der Schwerpunkt des zweiten Systems, welchem die Massenbelegung
d
Uy =2 y; zugeordnet ist,
t=1
so folgt unmittelbar fir den Gesamtschwerpunkt €= (xg, g ) beider Systeme

o g MUXE o M by Gyt Fgle _ MeXs by |

®

M+ Myt g Mg+ iy
Yo 2 My-yp+ o My Yptlgya+ o Tl Wg _ Mg Ys+ s Yy
< M+ - FMy+ug+ - Uy Mg+ Uy

Man kann sich also die Wirkung des gesamten Systems durch die Wirkung des zweipunktigen
Systems {S', X"} mit den Massen mg bzw. puy erzeugt denken.

A
Py
o
X Hz* nl*
P S g 5 o
° - o >
o - @
* P * *
P3 F;)* > I3 o I15
4 Iy

_l
Y

Bemerkung: Es kann vorkommen, da3 S=3, daR also die Massenpunkte S* und X* sicham
gleichen Ort befinden. Dann befindet sich auch € an diesem Ort.

Satz aus der analytischen Geometrie:
Sind a,be RN, gilt a==b undsind o, >0 undist o + =1, soliegt der Punkt
o-a+[B-b auf der Strecke zwischen a und b.

Ist zudem oo =B =1/2, soliegt o.-a+B-b= t%h in der Mitte der Strecke von a nach b.

Beweis:
1.) Wir wissen: Die Parameterdarstellung der Geraden durch e und b ist
X=a+L-(b—-a) mitdem Parameter A € R.
Fir =0 ist x=a undfir A=1 ist x=0.Fir A € (0, 1) liegt der Punkt
x=a+L1-(b-a)=(1-L) -a+X-b auf der Strecke zwischen a und b.
2)Wennnun o, >0 und o + B =1 ist, dann setzen wir eben
A=p undesergibt sich
a=1-M\.
Wegen o +pB=1 folgt o, € (0,1) undsomitauch A=pe (0,1).0
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Geometrische Veranschaulichung: In der linken Figur liest man ab, dass o - ¢ + 3 - ¢, auf der
Verbindungsgeraden von e, und e, liegt, fals o + B =1.
Die rechte Figur geht aus der linken Figur durch eine affine Verzerrung des K oordinatensystems
hervor, welche

¢, in a und e, in b Uberfihrt. Dabei bleiben Langenverhétnisse erhalten!

Ist nun zudem o =B =1/2, so gilt l? —a=b-——=——, dh.

‘%b liegt in der Mitte der Strecke von a nach 6. O

Das entsprechende Resultat iber den Schwerpunkt eines 2-punktigen Massensystems lautet:

(8) Satz:
Liegt ein zwel punktiges Massenpunktsystem mit Koordinaten
P1=(Xq,¥1) und P,= (X5, ¥o) und mit Massenbelegungen m; bzw. m, vor,
so liegt der Schwerpunkt des System auf der Strecke zwischen P; und P,. Ist insbesondere
my =m,, so liegt der Schwerpunkt auf dem Mittelpunkt der Streckevon P; zu P,.
Beweis: Vektoriell geschrieben ist

_MmPi+my-P,
m; + My

S

. m m _
Mit o ;& 1 und B &f 2_ giltnun
m; + m, m; + m,

o,Bf>0und oo +B=1 und

S=a-P,+B-P,
PitP,

Ist my=m,, sofolgt 0(=B=% und S= 5

9 Satz: Ist g eine Gerade in der Ebene und

P/, -+, P," ein Massenpunktsystem, bel dem alle Massenpunkte auf der Geraden g liegen,
so liegt auch der Schwerpunkt S auf der Geraden g.
Beweis: Wir verwenden die Assoziativitéatseigenschaft der Schwerpunktbildung.
Da P; und P, auf der Geraden g liegen, liegt auch der Schwerpunkt S;, von {P;*, P,"} auf der
Geraden g. Nunist der Schwerpunkt

Sio3 von {P;", P,", Py"} gleich dem Schwerpunkt von {S;,", P3"}, und dieser liegt
wiederum auf der Garaden g. U.s.w. schlief3en wir, dal3 der Schwerpunkt

Sio...n von {P", -+, Py"} auf der Geraden g liegt. O
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Der Punktschwer punkt (= Schwerpunkt schlechthin) eines Dreieckes

he/3

A

Wir betrachten ein dreipunktiges Massenpunktsystem {P;", P,", P3*}, fir welches
P,=A,P,=B,P;=Ce R2 und
m=m,=mz=m>0.
Der Schwerpunkt des Massenpunktsystems {P;*, P,*} liegt auf dem Mittel punkt
Mag der Strecke AB.
Somit liegt der Schwerpunkt Sppc des Massenpunktsystems {P;", P,", P;"} auf der Strecke s¢
von C nach Mpg, welche als die Schwerlinie des Dreieckes auf die Seite AB bezeichnet
wird.
Daanalog Sppc auch auf den Schwerlinien sy und s liegt, schneiden sich alle drei Schwerlinien
in einem Punkt, némlich dem Schwerpunkt Sppc.
Esqilt

S ~_mA+m-B+m-C_ A+B+C
ABC — 3m - 3 '

Legt man das Dreieck so, dal3 die Seite AB sich auf der x-Achse befindet, so ist
A=(a0),B=(b,0) und C=(c, hp),

wobei hc die Hohe des Dreieckes auf die Seite C bezeichnet.

Daher ist
a+b+c h,
Swac=(Se8) = T35 F),

was bedeutet, dald der Schwerpunkt in einem Drittel der Hohe des Dreieckes liegt.
Aus den Strahlensétzen folgt sofort, dal? der Schwerpunkt die Schwerlinien im Verhdltnis 1: 2 tellt.

Satz: Ist {P;", --- , P;"} ein Massenpunktsystem, so liegt der Schwerpunkt S des Systemsin der
konvexen Hlle der Punktmenge {P, --- , P,}.

Beweis: Die konvexe Hillle H der Punktmenge {Py, --- , P,} ist die kleinste Teilmenge des R2,

welche die Eigenschaft hat, dal? mit je zwei Punkten P, Q € H, die ganze Streckevon P nach Q in
H liegt.

Wir verwenden nun wieder die Assoziativitatseigenschaft der Schwerpunktbildung.

Der Schwerpunkt S;, des Punktmassensystems {P;", P,"} liegt auf der Streckevon P; nach P,

und somit in der konvexen Hillevon {Py, --- , P,}. Der Schwerpunkt S;,5 von {P;*, P,", P5"}
ist der Schwerpunkt von {S;,", P3"} und dieser liegt auf der Strecke von S;, nach P; und somit
wieder in der konvexen Hilllevon {Py, --- , P,}. Usw. O
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b Streckenschwerpunkte

(12)  Der Schwerpunkt eines homogen mit Masse belegten Stabes
Wir nehmen an, dal3 eine Gesamtmasse m >0 auf n (ne IN) Massenpunkte

P -+, Py mitjewellsder Masse m, = % vertellt ist, wobei die Koordinaten
Py, -+~ , P, der entsprechenden Punkte &quidistant auf einer Strecke
A,B < R2? verteilt sind.

Wir berechnen den Schwerpunkt dieses Massenpunktsystemsin Schritten nach dem Assoziativgesetz
fr die Schwerpunktbildung:
A+B

Das Massenpunktsystem {P;*, P,"} hat den Schwerpunkt bel M =

Das Massenpunktsystem {P,", P,_;"} hat den Schwerpunkt ebenfallsbei M = A

Das Massenpunktsystem {P3", P,,_,"} hat den Schwerpunkt ebenfallsbei M = A

u.s.w.

Ist n ungerade, so hat dasin der Mitte verbleibende einpunktige Massenpunktsystem ebenfalls seinen
Schwerpunkt bei M.
Somit hat das gesamte M assenpunktssystem

{P" -, Py"} seinen Schwerpunkt ebenfallsbei M.
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(13)  Unter einem homogenen Stab verstehen wir eine Strecke A, B € R2 oder R3, welche
gleichmaig mit Masse belegt ist. Dies wiederum kénnen wir uns durch den Ubergang fir n— oo
fur das soeben besprochene Massenpunktsystem {P;*: --- , P} entstanden denken.

Der homogene Stab hat somit seinen Schwerpunkt in seinem Mittel punkt platziert. Die Massen-
belegung des Strecke (jetzt an Stelle eines Punktes) ist ein m > 0, welches man normaerweise als
m & |A - BJ|| (=Langeder Strecke) wahit.

(14) c Der Schwerpunkt einer homogen mit Masse belegten Flache.

l K =@itterKonstante
< 50
/ N N\
7 'I
AN
7

Wir legen Uiber eine Flache 2 mit Flacheninhalt A € R* ein quadratisches Gitter, sodald etwa n

Gitterpunkte Py, Py, --- , P, auf der Flache liegen. Diese belegen wir jeweils mit der Masse
A
m="\-
So bekommen wir ein Massenpunktsystem {P;", P,", --- , P,"}, dessen Schwerpunkt S mit der
Masse
A A A

My +Mp+ o +My="+ 0+ -+ =A belegtist.
Eszeigt sich, dal3 S gegen einen Grenzpunkt S, konvergiert, wenn die Gitterkonstante

x gegen O geht. Somit bezeichnet man Sy, als den Schwerpunkt der Flache .
Physikalisch kann man sich in vieler Hinsicht das Flachenstiick 2, welches gleichméldig (genauer:
mit einer Masseneinheit pro einer Flacheneinheit) mit Masse belegt it, sodal? es die Gesamtmasse A
hat, ersetzt denken durch das einpunktige Massensystem, welches aus dem Schwerpunkt Sy belegt
mit der Masse A besteht, ersetzt denken.

Wir entwickeln nun Methoden, den Flachenschwerpunkt von Flachenstiicken explizit zu berechnen.

(15) Satz:
(@) Istein Fachenstlick 2 symmetrisch um eine Achse g, so liegt der Schwerpunkt des
Flachenstlickes auf dieser Achse g.
(b) Istein Flachenstiick A zentrisch symmetrisch um ein Zentrum Z, soist dieses Zentrum Z der
Schwerpunkt des Fachenstickes.
Beweis: ad (a)
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Je zwei symmetrisch liegende MassenpunKte
haben ifiren gemeinsamen Schwerpunkt
auf der Symmetrieachse.

Bei geeigner Wah! des Gitters, kann man das Massenpunktsystem {P;", P,", --- , P,"} in
Tellsysteme zerlegen, welche ale ihren Schwerpunkt auf der Symmetrieachse g haben.

Aus der Assoziativitatselgenschaft der Schwerpunktshildung und aus dem Satz (41) folgt, dafd der
Schwerpunkt des Gesamtsystems auf der Symmetrieachse liegt.

ad (b)
L
/ ? Je zwei zentrisch symmetrisch liegende
MassenpunKkte haben ifiren gemeinsamen
Z‘ N Schwerpunkt im Symmetriezentrum.
Bel geeigner Wah! des Gitters, kann man das Massenpunktsystem {P;", P,", --- , P,"} in

Teilsysteme zerlegen, welche aleihren Schwerpunkt im Zentrum Z haben.
Aus der Assoziativitétselgenschaft der Schwerpunktsbildung folgt, dai’ der Schwerpunkt des
Gesamtsystemsim Zentrum Z liegt. O

(16) Der Schwerpunkt von Rechtecken, Parallelogrammen und Kreisen
Rechtecke, Parallelogramme und Kreise sind zentrisch symmetrisch und haben daher ihren
Schwerpunkt in ihrem Mittel punkt. Beim Rechteck und Kreis gibt es Symmetrieachsen, und somit
liegt der Schwerpunkt auf jeder dieser Symmetrieachesen und somit auf deren Schnittpunkt.

g g'
‘ N //
\ \x\//
g —— — 95— _
| Lo/ ‘
g' | g

g
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(17)  Der Flachenschwerpunkt des Dreieckes

Wir Uberdecken das Dreieck ABC wie skizziert mit einem quadratischen Gitter und dem
entsprechenden Massenpunktsystem {P;*, --- , P,"}. Digjenigen Massenpunkte, welche auf einer
Strecke UV parallel zur Seite AB liegen, bilden ein Massenpunktsystem, dessen Schwerpunkt Sy
beliebig nahe beim Mittel punkt der Strecke UV liegt, wenn nur die Gitterkonstante genligend klein
gewahlt ist.

Alle Schwerpunkte des Typus Sy, liegen as beliebig nahe auf der Schwerlinie des Dreieckesvon C
auf die Seite AB, wenn nur die Gitterkonstante gentigend klein gewahlt ist. Somit liegt auch der
Schwerpunkt des Massenpunktsystems {P;", --- , P,"} beliebig nahe auf dieser Schwerlinie. Geht
man also mit der Gitterkonstanten « gegen 0, so bekommt man a's Grenzpunkt den
Flachenschwerpunkt des Dreieckes auf dieser Schwerlinie. Analog liegt der Flachenschwerpunkt des
Dreieckes auch auf den anderen Schwerlinien des Dreieckes und féllt somit mit dem
Punktschwerpunkt des Dreieckes zusammen. Man spricht daher vom Schwerpunkt des Dreieckes
schlechthin.

Anmerkung: Wahrscheinlich wurde der Begriff des Schwerpunktes von Archimedes eingefihrt.
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84. Doppel- und Dreifachintegrale

Im Unterschied zur Flachen- und V olumsbestimmung, bei denen es um die Integration (= unendliche
Aufsummierung) von infinitesmal kleinen Fléachen des Inhaltes
dF=dx-dy bzw. infinitesmal kleinen Volumina des Inhalts
dV =dx-dy-dz geht,
handelt es sich bei den allgemeinen Doppel- und Dreifachintegralen um die Integration von mit
Faktoren f(x,y) € R bzw. f(x,y, z) € R behafteten infinitesimal kleinen Grofen
f(x,y)-dx-dy bzw. f(x,y, z)-dx-dy-dz.
Soferne diese Faktoren nicht negativ sind, kénnen sie als Dichten gedeutet werden, sodald mit dem
Doppelintegral die Masse eines Fléchenbereiches und mit dem Dreifachintegral die Masse eines
V olumsberei ches berechnet wird. Damit ergibt sich fir die Schule eine einfache Motivation fir diese
Art von Integralrechnung.
Als Integrationsbereich kommt vornehmlich jene Art von Flachenbereiche und V olumsbereiche vor,
flr welche wir schon die Flécheninhalte bzw. die V olumina bestimmt haben.
Der Vorgang bel der Berechnung der Doppel- und der Dreifachintegrale ist genau der analoge, wie bei
der Berechnung von Fl&cheninhalten bzw. VVolumina.
Wir demonstrieren dies an einem Beispiel:
Ein Quader
Q=[a b]x[c,d]x[e f] € R3 besteht aus Gestein unterschiedlicher Dichte.
Die Dichtefunktion sei durch eine stetige Funktion
f:Q—R:(X,Y,2)—>Xx-y2-(z+ 1) gegeben.
Ist nun ein infinitesimal kleiner achsenparalleler Quader mit den Seitenléngen dx, dy, dz an der Stelle
(X,Y, 2) € Q gegeben, so hat dieser dasinfinitesimal kleine Volumen dx-dy - dz und daher die
infinitesimal kleine Masse f(x,y, z) -dx-dy-dz.
Betrachten wir den infinitesimal dinnen Stab in Q paralel zur x-Achse durch den Punkt (X, Yy, z),
welcher den achsenparallelen rechteckigen Querschnitt der Breite dy und der Lénge dz hat, so hat
dieser dieinfinitesimal kleine Masse

b b
S, (f(x,y,2)-dy-dz)dx= ( S f(x,y, 2) dx) -dy - dz.

Nun gehen wir zur infinitesimal diinnen Scheibein Q parallel zur x,z-Ebene durch den Punkt
(X,y,z) Uber. Sieist die Vereinigung von Staben - wie eben betrachtet - und somit bekommen wir

fur ihre Masse den infinitessmal kleinen Wert

Sd ( S:f(x, v, 2) dx) dy) .dz:( Sd ( S:f(x, v.2) dx) dy) 4.

Schliefdich summieren ( =integrieren) wir Uber diese infinitesma diinnen Scheiben und bekommen
so die Gesamtmasse des Quaders

= 2oz o) e

Esist unmittelbar inleuchtend, dal3 es auf die Reihenfolge der Integration nicht ankommt, das heif}t
dal3 also z.B.
f

O I ey e o

Man nennt diese Erkenntnis den Satz von der Vertauschung der |ntegrationsreihenfolge,
und beim Lebesgueintegral lautet die Bezeichnung: Satz von Fubini.
Wir demonstrieren diesen Satz nun an einem
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Beispiel: Sei
Q& {(x,y):12<x<5,1<y<3}SR2 und
fi:Q—R:(X,y)—>x2+ 1y.

Dannist einerseits

S: Szf(x,y) dx) dy— Sj( Sz(xu 1) dx) dy— Sj( Xg N

:gj(ssgzs 5- z)dy 8(1;7 3)dy_

<X
—

(117 Y13 In(y))r —117+In(27) - —7_224 In(27).
=1
Andererseitsist auch
5 5 y=3
S (S f(x, y)dy)dx—g (S (x2+]Jy)dy) :S (x2~y+ln(y))’ dx =
2 2 y=1
5 =5
zg( X2+In(3))dx—(zx+xln(3))r =
2 3 x=2

(53— 23
:¥+(5—2)-|n(3)=% +In(27).

Wegen dieser Moglichkeit der Vertauschung der I ntegrationsreihenfolge schreibt man auch einfach

M= ] Joy, z)dxdydz:fﬂQf( X)dx,

und man nennt dieses Integral ein Dreifachintegral (analog beim Doppelintegral ).
Die Funktion f:Q — R heif}t der Integrand des Dreifachintegrals.

Wir haben bei unserem Beispiel einen besonders einfachen zwel dimensionalen I ntegrationsbereich,
namlich einen achsenparallelen Quader ( = Rechteck) Q gewahlt.
Istaber BC RN (fir n kommt vornehmlich 2 und 3 inFrage) ein beliebiger beschrankter
"birgerlicher" Bereich und ist als Integrand eine stetige Funktion

f:B — R gegeben, so kann man das Integral

[ focy)axay
naheliegend definieren a s das Integral

f f*(x, y) dx dy,
Q

waobei
Q en achsenparaleler Quader ist, welcher den Bereich B umfaldt (dlso B € Q)
und f*: Q — R definiert ist durch

#(x )_[f(xy) fdls (x,y)eB
XY, Lo fals (x,y) ¢ B’

und so ist man wiederum auf den Fall des achsenpallelen Quaders al's Integrationsbereich gekommen.
Allerdings hat man hier nur theoretisch einen Gewinn einen einfachen Definition und der Moglichkeit
der Anwendung des Satzes der Vertauschung der Integrationsreihenfolge, denn im Allgemeinen wird
nun der Integrand f* unstetig sein, was sich bei der praktischen Berechnung so auswirkt, da3 die
zwei einfachen Integrationen (auf welche das Doppelintegral zurlickgefthrt wird) Uber stiickweise
stetige Integranden durchzufihren sind.
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Wir demonstrieren dies wiederum an einem

Beispiel: Sei
B={(X,y):(x-1)2+y2<1 und x<1}SR2 und
f(x,y)=21const firale (x,y) e B.

Dadie Funtion f=1 gewahlt ist, ist der Wert von

f(x,y)dxdy=|| 1dxdy=
[ foeyraxay=] 1axay
=Volumen des Zylinders mit der Grundfléche B und der Hohe 1=

= Flacheninhalt von B =[Siehe Skizze] = 7.

Wir wollen nun aber methodisch vorgehen und demonstrieren, wie dieses Doppdlintegral im
algemeinen Fall zu berechnenist.

Der Bereich B ist ein Halbkreis mit Radius 1. Der Bereich Q wird as Rechteck gewahlt, welches
den Halbkreis umschliefdt. Wir wéhlen also

Q=I[0,1]x[-1,1].
Die Funktion f ist iber dem Halbkreis konstant gleich 1. Uber

Q\B (dunkle Flachein der Skizze) setzenwir f* konstant gleich 0 und Uiber dem Halbreis B
(helle Flache in der Skizze) setzenwir f*=f also konstant gleich 1. Wie f* auf dem Rand von B
definertist, ist egal, weil dies fir das Doppelintegral nichts ausgibt.
Dannist eben

1/ 1
[ty aeay= #oxy dxdyz[einerseits]zg (g £ (x, y) dx) dy =
B Q -1\ ‘0
=[andererseits, wegen der Moglichkeit der Vertauschung der Integrationsreihenfolge] =
¢ 1
= g (S *(x,y) dy) dx.
o\’/-1

Nun rechnet man etwa
1/ r1
S ( g (X, y) dX) dy=
-1\ 7’0

=[siehe Skizze! - wir fassen y as eine Konstante auf, integrieren entlang der Linie oo von 0

bis 1 Uber x und zerlegen das Integrationsintervall des "inneren Integrals' in zwei Abschnit
te, Uber denen jeweils der Integrand stetig ist und somit eine Stammfunktion bestimmbar ist] =
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Si(glf*(X,y)dX)dy:Si(g;‘w—yzf*(x,y)dx+g ! FGy) o) o=

0 1-Vi-y
1/ 1-Vi-y2 1
:S—l(go O-dx+g l_VI_yZl-dX)dy:
=S11( Si_vz_yz 1-dx) dyzg_ll(m_—yz ) dy=1.

Oder wir wéhlen die andere Integrationsrel henfolge und bekommen auch so
¢ 1
S (S (X, y) dy) dx =
o\/-1

=[siehe Skizze!l - wir fassen x aseine Konstante auf, integrieren entlang der Linie (3
von —1 bis 1 Uber x und zerlegen das Integrationsintervall des "inneren Integrals' in drei
Abschnitte, Uber denen jeweils der Integrand stetig ist und somit eine Stammfunktion

bestimmbear ist] =
1/ (- Vi1-x2 1-x2 1

— SO(S . f(x, y) dy + S—VI—XZ f*(x,y) dy + S e F(x,y) dy) e
1/ ¢ -V1-x2 V1-x2 1

:go(g Oy SVTXZ ldy + g 4.2 Ody)dx:

gl( SVTXZ 1dy) dx= 51(2.71__ x2) dx=1%
0 2 0 >

Der routinierte Doppelintegrierer wird naturlich die Teilintegrale, welche den konstanten Integranden
f*(x, y) =0 haben gleich gar nicht hinschreiben. Abert die Verwendung einer Skizze zur

Bestimmung der Integrationsgrenzen ist angezeigt.

-Vi-x

Man sieht in unserem Beispiel, bei dem f(x,y) =1 absichtlich sehr einfach gewahlt wurde, dal? sich
die Grenzen des "inneren Integrals' des Weitern unangenehm im Integranden des "auf3eren Integrals'
bemerkbar machen. Daher kann man bel kompliziert berandeten Bereichen B davon ausgehen, dal3
das Doppelintegral der geschlossenen Berechnung ernste Hindernisse bieten wird. Eine wichtige
Methode, gewisse Mehrfachintegrale besser in den Griff zu bekommen, ist die
Variablentransformation, welche wir nun anschlief3end besprechen wollen.

(10) DieVariablen x,y,z (bzw. X ) heif3en die I ntegrationsvariablen. Sie kdnnen, wie beim
einfachen Integral, durch neue Variable (welche noch nicht im Integral vorkommen diirfen) ersetzt
werden, ohne dal? sich sonst am Integral etwas éndert. Davon Klar zu unterscheiden ist die
Substitution von neuen Variablen, wie wir sieja schon vom einfachen Integral (bei der
Substitutionsformel ) her kennen. Die Substitution von neuen Variablen wird beim mehrfachen
Intergral Variablentransfor mation genannt. Der Substitutionsformel beim einfachen Integral
entspricht beim mehrfachen Integral die sog. Variablentransfor mationsformel.

Wir wollen die Variablentransformation beim Doppelintegral besprechen (beim Dreifachintegral geht
dlesanalog) und zwar gleich am Beispiel der "Polarkoordinaten™, welches fir die Schule das
Beispiel schlechthin ist.

Angtatt den Integrationsbereich durch Schnitte mit x=const und y =const in kleine achsenparalle

Rechtecke zu teilen, wahlen wir nun Schnitte mit r=const und 6 =const um zu kleinen
Teilbereichen zu kommen, Uber welchen die Funktion f annahernd konstant ist.
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AY
Pl
I'=const | &
B )
\ +7
\ \
> 6=0
X

Ist bei kartesischen Koordinaten der Fléacheninhalt eines kleinen Teilbereiches einfach gleich Ax - Ay,
soist nun bel den Polarkoordinaten der Flécheninhalt eines kleinen Teilbereiches abhéangig vom Ort
des Teilbereiches und muR erst berechnet werden.

< AX—>

In der Schule, der Technik und der Physik geschieht dies, indem der Teilbereich mit den Ecken A, B,
C, D durch ein Rechteck approximiert wird, dessen Seitenlangen

| =Bogenléangevon A nach C=r-A8 und

b=Distanzvon A nach B=Ar
sind, sodald man fur den Flécheninhalt des Teilbereiches den Wert

AF=I1-b=r-A8-Ar bekonmmt.
Will man methodisch vorgehen, sodal3 der Prozef3 auch auf andere Variblentrnsformationen (und dies
auchim R") Ubertragbar ist, so approxiert man den kleinen Teilbereich mit den Ecken A, B, C, D
mit Hilfe des Parallelogramms, welches von den Vektoren

B-A und C-A aufgespannt wird.
Man ersetzt also den Flacheinhalt des kleinen Teilbereiches durch den Flacheninhalt des besagten
Parallelogramms.
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Mit

x(r,8)=r-cos(6) und

y(r,6)=r-sin(0)
bekommen wir

A& (AL A)), B ¥ (B,,B), C ¥ (C,, C)),
wobei

A, =X(r,6),

Ay=y(r,0)
sowie

dX
By=x(r+Ar,6)=x(r,0) + ﬁ(r,e)Ar,

By=y(r+Ar,6)=y(r,6) + %(r,e)-m
sowie
0X
Cy=x(r,0 +AB) =X(r,0) + a—e(r, 0)-A8,

Y%
Cy=y(r,6+A8)=y(r,6) + Sor (r,9)-A8.
Somit ist

oX
—(r,8)-Ar
B—Az(gx:ﬁx):(gr ) und
oy a—i’(r,e)Ar

R.Liedl: Volumen und Oberfléche
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aX
—(r,0)-A8
A (G- Ax) _( 99
C-A (cy )= ).

ay
S (1,0)-A0

Dasvon den beiden Vektoren B — A und C — A aufgespannte Parallelogramm hat den Flacheninhalt
afalrx(r,e)-Ar %(r,e)-Ae

AF=|Det(B-A: C-A)|=| Det (ay oy )| =
g(r,e)-Ar afe(r,e)-Ae

aX oX
ﬁ(l’ﬁ) ?e(r’e)

=IDet(a
a9y a9y
alr(r,e) ae(r,e)

)| -Ar-A8.

Rechnen wir nun zur Probe
9X _ ay g X ey —r.q 9y —r.
ar(r,e)—cos(e), ar(r,e)—sm(e), ae(r,e)— r-sn(e), ae(r,e)—r cos(9),

s0 bekommen wir

aix(r,e) g—:(r,e) cos (8)—r-sin(8)
AF=| Det (50 : )| -Ar-A6 =] Det ( )| -Ar-Ap=
a*)r/(r,ﬁ) %(r,e) sn(®) r-cos(6)

=r-Ar-As,

also das gleiche Ergebnis wie es die Schul- und Physikermathematik liefert. Aber, wie gesagt, die
zweite Methode zeigt auf, wie bel Variablentransformationen allgemein vorgegangen werden kann.

der Ausdruck
AF=r-Ar-A6 heif}t das Flachenelement beziiglich der Polarkoordinaten. Bei einem
Dreifachintegral spricht man dann sinngemal3 von einem Volumselement AV.
Im algemeinen Fall einer Variablentransformation bel einem n-dimensionalen Bereichsintegral
X1=84(&g, - En)y o Xn= A&y, -, En)
kommt man so zum n-dimensionalen V olumselement

3’51 (&.;17 V‘E:»n) aE_,n (E.>11 vén)
AV = |Det : : AE- - AR,
aiél(él, 1E.~n) a&n (élu 1E:n)

Zurlck zu den Polarkoordianten:
Es bleibt noch die Aufgabe iber die VVolumina der kleinen Saulen
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also Uber
f(x,y)-AF=f(r-cos(6),r-sin(6))-r-Ar-A6 zu summieren, bzw. im Grenzwert der
Verfeinerung der Unterteilung tber
f(r-cos(e),r-sin(8))-r-drde zuintegrieren.
Die Integrationsvariablen sind nun r und 6. Wir missen uns daher uberlegen, welchen Bereich
B* diePaare (r,8) Uberstreichen, wenn die zugehdrigen (x,y) den urspriinglichen
Integrationsbereich B durchlaufen.
Esist also
B*={(r,8):(X,y) mit x=r-cosx (8) und y=r-sin(8) und (x,y) € B} zu bestimmen
und wir haben dann die Umformung (Variablensubstitution)

ﬂBf(x,y) dxdyzﬂB*f(r-oos(e), r-sin(8))-r-do dr

in der Hoffnung, daf? das rechts stehende Doppelintegral leichter zu berechnen oder aussagekréftiger
ist s daslinke Doppelintegral.
Die Bestimmung von B* ist eine gesonderte Arbeit, welche unter Umstanden Miihe bereiten kann.

D
A .
o
_—
I~
L B* N
r+ Ar
r
gu— /'

B A
ki

In der Praxis gibt es aber hauptséchlich zwel Griinde, welche eine Variablentransformation nahe
legen:
1. Sowohl der Bereich B* ist fur die Integration besser geeignet als der Bereich B, alsauch
der Integrand f(r-cos(e), r-sin (e)) -r-doe dr ist fir die Integration besser geeeignet a's
der Integrand f(x, y) dx dy.
2. Eskann sein, dass fur theoretische Zwecke die Variablen r und 6 aussagekréftiger sind als
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dieVariablen x, y. Dannist aber meistens der numerische Wert des Doppelintegrals gar
nicht

das Ziel der Untersuchungen und daher braucht man den Bereich B* gar nicht explizit

auszurechnen.
Wir beschlief3en das Thema Variablentransformation bel Gebietsintegralen mit zwei signifikanten
Beispielen.

Beispiel 1:
Sei B={(X,y):x2+y2<R} mit R>0 einkreisférmiger Integrationsbereich.
Welters sei
f:B—R:(X,y)—> X2+ Y2
Wir transformieren das Bereichsintegral

ﬂ VxZ+y2dxdy in Polarkoordianten.
B

Esist offensichtlich
B*={(r,0):(x,y) mit x=r-cosx (8) und y=r-sin(8) und (x,y) € B}=
=[0, R]x[0, 2r]

und esist
f(x,y) =VxZ+y2=4/(r-cos(6))?+ (r-sin(6))?=r.

Somit bekommen wir

VZ+y2dxdy=1|| r-r-dodr= ® 27tr2-d9 dr= RZn-err=2n~&3.
I, I,

o\’o 0 3
Beispiel 2:
Ersetzenwir x und y durch die neuen Variablen
X=€ +n
y=n,

so geht der Integrationsbereich
B={(X,y):(x-y)2+y2<1 und y >0}
in den neuen Integrationsbereich
B*={(,m):(E+n-m)2+1n2<1 und n=>0}={(&,m):E2+12<1 und m >0} Uber.
Ist etwa
f:B— R:(X,y)— 1 konstant,
soist

[ x.y) dxdy=[| 10xdy gleich dem Fizcheninhalt des Bereiches B, welcher eine Halfte
B B

einer Ellipseist, wobei allerdings nicht entlang einer Hauptachse halbiert wird.
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Als Flachenel ement bekommen wir

4%& 4*@9)

oE an 11
AF=| Det (By dy )| -AE-An = Dett 1) -AE - An =AE - An.
*&(5.. n) ﬁ(ﬁ,ﬂ)

Somit ist schlieRendlich
[ 1dxdy=rin 1 fir x und y substituiert ergibt wieder 11=[| 1dzdn=
B -

=[Ha&cheninhalt des halben Einheitskreises] = %

Wasist nun eigentlich eine Variablentransformation?
(11)  Deutet man Variable a's Funktionen, so sind
X:RZ—> R : (o, B)—>
und
y:R2: —> R : (o, B) —— B Projektionen.
Nun kann man mit den Funktionen X, y neue Funktionen bilden, wobei es alerding sein kann, dass
der Definitionsbereich der neuen Funktionen nicht ganz R ist.

(12) Beispiel:
Die Funktionen r und 6

(13) rrR2—R: (o, B)—>Va2+p2

2
S

j+%_ ) furp>0
GZ[RZ\{(OC,B)Ioc>OOdeI‘[3:t:O}déf:@HIRia atn(

Y
L—j—an

konnen durch die Funktionen x undy ausgedriickt werden, namlich:

) fir <Ound o >0

—

Dl PR

) fir <Ound o <0

2+y

J Z- atn
(14) l

—E—atn

fUry>0
f[]rygo und X >0 .

fur y<Ound x<0

(3]
*<\>< ><\~<‘<\><

Nun haben aber die Funktionen r und 6 die Eigenschaft, dal3d man umgekehrt x und y durch r
und 6 ausdriicken kann, némlich:
(15) X=r-C0s(8)
y=r-sn(o).

(16)  Esliegt somit die folgende Situation vor:
1. Wir haben offene Teilmengen
Gy & R cR2 und G, & [0, o ) x (-7, +7) € R2 gegeben.
2. Die Funktion
(1,6):G; —> Gy: (a, B) —> (r(e, B), 6(ct, B))
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ist C (=adle partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung existieren).
3. Esexigtiert die Umkehrfunktion

(r,8)"1:G, —> G;: (p,0) —> (p-cos(c), p-sin (o))

und sieist ebenfalls C©),

y A Ie

[0, 0)x(—m, +7)

b—I (r,6)(o, B)

r(o, B)

-y

R? (r, ) = Polarkoordinaten

(rre)-1

—n¢

(17)  Diessind genau die Bedingungen, welche erfullt sein miissen, damit wir von einer
"Variablentransformation” von (x,y) in (r,8) sprechen kénnen.

Beispiel: Wir berechnen das Volumen des Drehparaboloids
D={(c,B,y):02+p2<y <R,

A

z

R2

y
Esist

Vol(D) = SS f1(x,y) dxdy mit By : 2 {(a, B): 02+ B2<R2} und
B

f1:Bi—>R:(0,B)— R2-02-p2as0 f(x,y) =RZ-x2-y2,
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Vernachléssigen wir die Punkte des Drehparaboloids, welch nicht Uber der nach links geschlitzten
Ebene R liegen, so konnen wir auf Polarkoordinaten tibergehen und bekommen

B,=[0,R]x (—m, +n) und fy(r,8)=f(X,y)=R2-x2-y2=

=R2-(r-cos(8))?- (r-sin(e))*=R2-r2,
Somit ist

Vol(D)= SSB f1(x,y) dxdy= SSB fo(r,0)- r-drdo= SSB (R2—=r2).r-drdo =

+7 R T

:g g (R2—r2)-r~drde=S (L-R2r2-1.r4)
-1 Y0 -

und wenn nicht falsch gerechnet wurde, stimmt das Resultat heute noch.

R +7
de:%.m.g do=R4-Z,
0 -T

Das Volumen von Rotationskorpern mit Hilfe des Doppelintegrals
Gegeben sai ein beschrankter "burgerlicher" Bereich
DCRx[0, ) S R2
Denkt man sich diesen Bereich D um die x-Achserotierend, so entsteht ein Rotationskorper Kp
dessen Volumen man berechnen kann durch

(30) Vol (Kp) = SS 2r -y dxdy.
D
Diese Formel kann man mit Hilfe der folgenden Uberlegung leicht gewinnen:

A dx

»l <
Y -<

Wir denken uns K zerlegt ininfinitesimal diinne Rotations-Kreisringe mit dem Querschnittes
[X, X+ dx]x [y, y + dy] und mit dem Radius y.
Jeder dieser Kreisringe hat ein infinitesmal kleines Volumen
dv =dx-dy-2r-y.
Die Integration ergibt dann die Formel (30).

Der Flacheninhalt gekrimmter Flachen mit Hilfe des Doppelintegrals

Bel der Bestimmung des Flécheninhaltes gekriimmter Fléchen steht man vor der Aufgabe zuerst zu
definieren, was unter diesem zu verstehen ist. Dies wird normalerweise in der Differential-
geometrie behandelt. Fur die Schule und den Naturwissenschaftler bietet sich ein Weg an, bel dem
die Berechnung und die Definition des Flacheninhaltes in Einem geschieht:

Wir nehmen also an, daB wir eine (i.A. gekrimmte) Flache durch eine C -Parametrisierung
gegeben haben, das heif3t, dad ein "blrgerlicher" Bereich (der sog. "Parameterbereich")
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P C R2 und eineinjektive C®)-Funktion
@:P—R3: (1) — (91(h 1), 9200, 1), 93(h, 1))
gegeben ist, sodal’
{oh, W)t (A, w) e Bf=Im(g) ER3
die Menge der Punkte der (i.A. gekrimmten) Flacheist.
Damit die Flache keinen "Knick" aufweist, also "glatt" ist, fordert man noch, dass

Rang ( a(cgl(’xiq)i’)w ) =2 (ber dem ganzen Parameterbereich.

A Parameterbereich

g1

N\

AN

Parametrisierungen

2
Y

Nun denken wir uns den Parameterbereich P in kleine Rechtecke
R=[A, A+ AX]x [, u + Ap]
zerlegt, welchedurch ¢ auf kleine Flachenstiicke
Q< Im(p) abgebildet werden.
Sind nun die Rechtecke R genligend klein, so werden auch die entsprechenden Fléchenstiicke Q
so klein, dal3 sie durch die von den Vektoren
v oL+ AN 1) — (A, 1) und
wE o0, u+ AW — (A, 1)
aufgespannten Parallelogramme T1 ersetzt werden kdnnen, wenn es gilt, den Flacheninhalt von
Im (p) zu bestimmen.

oL+ A\, 1w+ Ap)

Q A",l
90k 1+ A) ‘-

o +Aw) A+ AR p+Ap) w

b (L + AL, 1)
R oL, 1)
W) (A + Ax, 1)

Die Vektoren v und w wiederum bestimmen wir mit Hilfe einer Taylorentwicklung von o,
wobei wir diese nach den linearen Gliedern abbrechen dirfen, ohne uns im Endresultat einen
Fehler einzuhandeln.

Also
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v=0¢(A + A\, 1) — (X, u), und somit komponentenweise
Vi=@;(L + Ak, w) = @i(A, w) fir i=1,2,3.
Esfolgt wegen (eben die Taylorentwicklung)

9O;

9+ M W) =g )+ SO p) M+

dai3
= - ~ 9%

W—%@+A%H)(M%u)~zm(&u%Am

und nach analoger Rechnung
0 O;
W, ”T(X,u)-Au,

wobel wir ab jetzt, wie bereits gesagt, das = -Zeichen durch das =-Zeichen ersetzen dirfen.
Somit ist

_ - 99y 9Pz 993 )
V——(vb\@,vg)——(A% oy, Mo t)y Ar- RS (), Ak RS (A, p) | und

d S} d
W= (wy, g, wg) = (Mg TG, - TR 00w, - TR0 W)

Nach einer Formel der elementaren V ektorrechnung folgt

FI IT) = |vxw| =
1
992 99 993 993 991 991| °
YR oL ou oL du
=( Det2 + Det2 + Det2 A, u)-AX-Ap.
(D% 395 205 291 99y 29, gy ) ¥ g
YR oL ou oL du

Dies dirfen wir also auch gleich dem Beitrag Fl (Q), den diekleine Teilflache Q zum gesamten
Flacheninhalt von Im () leistet, setzen.
Geht man mit der Kleinheit der Rechtecke R € P gegen Null, so geht die Summe

> H@Q=>_ [lvxw]| gegen

RSP RcP
1
992 99y 993 993 991 991\ °
oL ou YR oL ou
Fl (Im = Det? + Det2 + Det2 A, ) -dh-du.
amon = (030, 5, 291 dgy a0, dgy ) o)
oL du YR oL ou

Beispiel: Wir berechnen den Flacheninhalt F der oberen Einheitshalbkugel.
Als Parameterbereich wahlen wir
P={(c,B):0a2+p2< 1}
Welters setzen wir
¢:P—R3: (M, u) —> (X,p, l—%z—pz)
Zwecks Ubersichtlicher Vorgangswel se berechnen wir zuerst die Funktional matrix von ¢, aso

991 9¢q

oA du 1 0
9 (91, 92, ¢3) def | 992 99p
Jdef [ T2 T2 = 0 1
20wy RS0 G |
993 9¢3 - U
oL du V1-22-p2 Y1-22-2
Somit ist
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L
9Py 9% 9py 9%, 99z 99\
ol du oy adu oy du
Det? + Det? + Det? A p)=
(P a9, 20, 3y 39, a9, 20, M
ol du oy adu oy du
1
9 ad 2
0o 1 8%3 a—“’?’ 1 0
= ( Det? + Det? "] + Det? ) Qww)=
993 993 1 0o 0o 1
dA  du

d Q3 )2 (8(p3 )2 1
=\ 2% 0931 2y L
\J( o) T\ T 1-22— 2

So ist aso der Fléacheninhalt der oberen Einheitshalbkugel gleich

o N R -
F= f P\ITZ_“Z didu = [Substitution durch Polarkoordinaten] =
+ ol
= S S L ot do.
-nJOy1—r2

Wir rechnen nun das "innere Integral"

1 1 1
1 -2-r

~r-dr:—g —=dr=-11-2| =1,
SO 1-12 02.41-r2 0

und bekommen somit

F:S 1de =2r.
74

Die Bogenléange von Kurven

(33) Definition:
Die Lange einer geraden Strecke S im R™, welcheas S & Im (¢) € R™ fir
¢:[0,1] — R":t——a+t-b mit ne N,a,bec R"
gegeben i, ist elementar durch die Distanz der beiden Punkte
@(0)=a und ¢(1)=a+b definier,
also durch die Zahl
d(9(0), 9(1))=lla+b-a] =|b] €R.

(34) Satz und Definition:
Seien a,be R,a<b und
¢:la bl —> RNt (@1(1), -, ¢a()) eininjektiver C-Weg.
Ist
J:a=g< - <ay=Db eneZerlegung desintervalls [a b] im Sinnedes
Riemannintegrals, so bezeichne

def

Ag:= 2 llo(g) —o(g_1) | dieLénge des Streckenzuges ( = Polygonzuges)
j=1

durch die Punkte
o(@=0(a), - ,0(a,) =¢(b), welcher zur Zerlegung 3 desIntervals [a, b] gehdrt.
Geht nun die Feinheit |3| der Zerlegung 3 gegen O, so geht 13 gegendie
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b b
"Bogenlangeder Kurve" :&f S lo' @Il dtzg 1J<p1'2(t) + @y 2(t) dt.
a

a

8(8) - 0(3_1)
o(g_1)

Diesen Satz beweist man in der Schule etwa so:
Esist (Taylorentwicklung und Abbruch nach dem linearen Glied) mit

A 35

fur k=1,---,n
o(g) (g -1) = (g -1 T 4) — (g _1)=
=o@-D) + o (G- A+ - —e(gop) =
~ g (3_1)- A,

Somit ist
0@)-e(g-1) =o' (814,

und daher

lo@) —o@_DIl = o' G-I -A
aso

m m b
S lo@ -o@-l =3 lo'@_pl -4 — g o' dt, wenn 3] — O.
J= J= a

In der Tat wird in der Differentialgeometrie bewiesen, dal3 der Fehler durch den Abbruch der
Taylorentwicklung nach dem linearen Glied in Summe gegen Null geht, wenn die Feinheit der
Untertellung gegen Null geht.

Beispiele:
1. Die Berechnung des Umfangs des Kreises ist eine gute Probe fir die Bogenléngenformel:
Sei eine Parametrisierung des Kreises durch
¢:[-n, +n] —> R2:t— (R-cos(t), R-sin(t)) gegeben.
Diese Parametrisierung ist nicht injektiv, weil ¢(—n) =9 (+n), aber dieser eine "Doppel punkt"
verféscht das Ergebnis offensichtlich nicht.
Esfolgt

+T

Umfang des Kreises= S o' ()] dt= S | (-R-sin(t),R-cos (1)) | dt=

:S ‘JR2~sin2(t)+R2'cosz(t)dt:S Rdt=R-2-.

2. Den Umfang der Ellipse kann man leider nicht berechnen. Man kommt némlich dabei auf ein
Integral, welches nicht mehr in "geschlossener Form " sondern nur mehr nummerisch oder als
Reihenentwicklung berechnenbar ist. Dies fuhrt zur Theorie der "dliptischen Integrale'.
3.lst f:[a,b] — R :t—— f(t) eine CV-Funktion, soist

¢;:[a bl — RR:t— (t,f(1)) eneinjektive Parametrisierung des Graphen von f
und ebenfalls eine CV-Funktion.
Esist

o' ()| =V1+f'2(t) und daher die
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b
() Bogenléng desGraphenvon f = S V1+f'2(t) dt.
a

Historisches Beispiel (die erste Bogenlangenberechnung einer gekrimmten Kurve mit Hilfe von
einfacher Integralrechnung):
Zu Ehren unserer Sekretérin wird der Graph der Funktion

f:(0, 0) —> R :x+—>c-Jx=c-x3/2 (c+0) asNeilsche Parabel bezeichnet.
Dabei ist alerdings ein Fehler unterlaufen, denn ihr richtiger Name lautet Gerda Nail.
Die Funktion f hat die Eigenschaft, daid

}iir%)f(x)zgiir%) c-exp(3/2:In(x)) =0 gilt.

Sie kann daher auf das Argument 0 stetig fortgesetzt werden, indem
f(0) :&f 0 definiert wird.

Die gesamte Neilsche Par abel setzt sich zusammen aus den Graphen der beiden Funktionen
f:[0, 00) —> R :X+—> +c-3Jx.

AY

c>0

< Y

f(x) = —cx312

Fir f:[0, s0) —> R :x—> c-x3=c-x3/2 ist
f'(t)=3/2-c~tl/2=%°~ﬁ fur ale t>0,

und somit gilt

2 1/2
Y1+£'2(t) '\1+—t— g—ct) .

Eine Stammfunktionvon ¥ 1 +f'2(t) ist durch
2 4 9.c2 \3/2
3 9@ ( + 2 .t) gegeben.
Die Lange des Graphen von fl[a b] ist daher gleich
8 9.2 3/2 9.2 3/2
x—27'C2-((1 4 b) 1+ 2 a)
Durch die Berechnung dieser Bogenlénge wurde das Aristotelische Dogma von der
Unvergleichbarkeit des Geradlinigen mit dem Krummlinigen erschiittert [von John Wallis (1659)
und danach von William Neil (1637-1670)], dafir a=0 die einfache algebraische Beziehung

64 9.¢?
2 9% |
A 729. & (1 4 b) besteht.
4. Die Bogenlange in Polarkoordinaten:

Ist
y:[a bl —> [0, o) x (—x, +7): (r(t), 8(1))
die CD-Parametrisierung einer Kurve und ist
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Jra=g< - <a,=b @neZerlegung desintervals [a, b]
im Sinne des Riemannintegrals, so entspricht dieser Parametrisierung eine Paramatrisierung in
kartesischen Koordinaten, namlich
cp:(r,e)*locp:[a,b]ﬁﬁ?:tlﬁ(r(t)-cos(e(t)),r(t)~sin(e(t)) def,
L (1 (1), 9(1)).
Esist daher
lo' @ =]r'®-cos(6(t) +r(t)-cos' (8(t)), r'(t)-sin(6(t)) +r(t)-sin’ (e(t))“
=|r'®-cos(6(t)) - r(t)-sin(6(t))-6'(t), r'(t)-sin(6(t) ) + r(t)-cos(8(1))-6' (1)
=(r'2(t)-cos? (6(1)) — 2-r(t)-r'(t)-cos (8(t) ) -sin (6(1) ) -6' (1) +
+12(t)-sin2 (8(1))-8'2(t) + r'2(t) -sin2 (8(t) ) + 1
+2-1(t)-r'(t)-sin (6())-cos (8(t) )-8 (1) + r2(t) -cos? (6(t) ) -6'2(t) ) > =
:(r'2(t)-cosz(e(t))+r2(t)1~sin2(e(t))~e'2(t)+r'2(p~sin2(e(t))+
+12(1) - co? (6(1))-6'2(1) |7 = (r'2(1) + 12(1) -6 '2(1) ),
und esfolgt

b
(1) Bogenlangein Polarkoordinaten = S Vr'2(t) +r2(t) -6 '2(t) dt.

a

Ist eine Kurve in der Form

r:[a b] — R:8+——r(6) gegeben, so kommt man durch

w(t)=(r(t), t) wieder in den Anwendungsbereich der Formel (%)
(esspieltoffensichtlich keine Rolle, wenn 6 ¢ (-, +1r)), und wegen 6 =t gilt

| _ | _ ﬂ
0'(t)=1und r'(t)= ae(9)
und wir haben daher die Formel

. ) b or 2
(#) | Bogenlangein Polarkoordinaten = S \l(afe(e)) +12(8) dt.
a

Das Standardbeipiel in der Schuleist die "archimedische Spirale"
r:[0, o) — R:8——r(8)=06.

Wahlt man [0, 2r] als Parameterintervall, so folgt fur die Bogenlénge der archimedischen
Spirde
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x=Sinh (t) A
2n =Cod ASinh (2r)
ng V1+62do=[ ox= © ] =S Cosh2 (t) dt=
0 X=0=>t=0 0
x=2r = t=ASnh(2r)
ASinh (2r) ASinh (2r)
:S 1-(Cosh(2t) +1)dt=1-(4-Sinh(2t) +1) =
0 0

ASinh (2r)

1+(Sinh(t)-Cosh (t) +1)

=1 -(2n-Cosh (ASinh (2n)) + ASinh (2n) ) =
0

y-(20-1 -1+ ASInh2 (ASinh (2n)) +ASinh (2n) ) =
b (20 AT+ @02+ In (20 + 1+ (20)2)).
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85 Schwerpunkt und Integralrechnung

() Schwer punktsdefintion mittels der Integralrechnung
Eine nicht elementare Schwerpunktsdefinition und Schwerpunktsfindung bekommen wir mit Hilfe der
Integralrechnung. Zu diesem Zweck fulhren wir in einer heuristischen Uberlegung, welche fir den
Mathematiker als Beweisidee, fur die Schule und den Naturwissenschaftler aber als Beweis geniigt,
den Grenzlibergang durch, bei dem die Gitterkonstante x gegen 0 geht.

K

< 50 A O0|o|o|o] oo
£ TN N\ plololo|o]o N[ o[ oy
/ \S [olo|o[o]o]0o \o|o
\]I o|o|o|o|o]o o
/ o|o|o|o|o]d o
y. o|lo|/o|o|o|q /| o

/ / /
A o|o|o|ojojo| | /|09
\ \o|o|o|o|o|o[T[o|o[o]/
\\ ¥ Ne|/o|o|o[o]o[o|o][gf

N No/o|olo[o[o|of

N l—

Ist nun ein quadratisches Gitter mit der Gitterkonstanten « >0 Uber eine Flache U mit
Flacheninhalt A € R* gelegt, und ist
{Py, Py, -+, P,} die Menge der Gitterpunkte, welchein 2 liegen, und ist
m=m= % far i=1, --- , n die Massenbelegung der Punkte des Systems
{Py Py oo Py,
so kdnnen wir diese Punkte P, als die Schwerpunkte der Quadrate
Q, mit der Seitenldnge « und den Mittelpunkten P, interpretieren.
Weitersist
H(Q)=x2 =~ % =m=m.
Der erste heuristische Schritt besteht nun darin, einzusehen, dal3wir (bei sehr kleinem «)

K2= % annehmen durfen, und dafd somit {P;*, P,", --- , P,"} das System der Mittelpunkte
der Quadrate Q; - belegt jeweils mit der Masse 2 - ist.
Der Schwerpunkt des Massenpunktsystems {P;", P,", --- , P} ist dann
n n
>_m-P 3 _«2P
i=1 i=1
S: i = A = (%(' %l)'
=k
Setzen wir
P = (X, y;) und

k2=AX-Ay (Ax bzw. Ay bezeichenen die Seitelange des Quadrates Q;),
so bekommen wir komponentenweise
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n n
> X-Ax-Ay > Y- AX-Ay
Y AX-Ay Y AX-Ay
i=1 i=1
Nun sehen wir, dal3 der Grenzubergang fur x — O den Schwerpunkt Sy = (Syy, Syy) der Flache
A ergibt mit
S S x dxdy g S y dxdy
(2) Suxzﬂi und Suy:mi.
S S dxdy S S dxdy
A A

Diese Formel wird als Definition des Flachenschwerpunkts S, der Flache 2 gewdhlt.

3 Wir berechenen nun als Beispiel die y-Koordinate des Schwerpunktes des Flachenstiickes @3,
wel ches durch einen Funktionsgraphen wie folgt beschrieben wird:
Sei f:[a,b] — R stetigund & & {(¢, B):a< o <b, min{0, f(a)} < B < max {0, f(a)}}.

Dannist
b rmax {0, f(x)} b
gg y dxdy S g y dydx S sign (f(x) ) -f2(x) dx
S( _ (C} _-a min{0, f(x)} _1. -8
By b ¢ max {0, f(x)} 2 b
gg dxdy g g dydx g [f(x)] dx
© aJ min{0,f(x)} a
AY

£(x) G
/b

4 Die folgenden Beispiele gehtren zusammen:

Y

(1) Wahlenwir konkret a>0 und f:[ —a a] — R : x— &, so folgt trivialerweise fir
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®,=[ —a a]x[0, a] dal

Se v = 5

und die Massevon &, ist gleich der Flache
G, =2-a.
(2) Waéhlenwir konkret a>0 und f:[ —a a] —> R : x+—— x2, so folgt fir
®,={(0,B): —a<a<aund 0<B <f(a)}, dald
a

b a
g sign (f(x)) - f2(x) dx S x4 dx SO x4 dx
a 1, 2 1

d/5 3
_1 _ _ _1 _
Sey=7" b =2 =3 T8 @8/3 40 -
S [f(x)| dx S X2 dx S X2 dx
a -a
Die Masse dieses Schwerpunktesist die Fléache unter der Parabel, also
2.3
G="5 .

(3) Fur die Flachenschwerpunkte gilt nattrlich auch das Assoziativgesetz, d.h. wir kénnen aus den
Schwerpunkten und deren Gewichten von Flachenteilen leicht auf den Flachenschwerpunkt der
Gesamtfléche schlief3en.
Wir betrachten nun noch die Flache

®G;={(c,p): —a<o<aund a2<p<a}.
Bis auf Randpunkte gilt

Gl:GZU G3 Und Gzn G3:®
Daher ist
2.8 4.a
GSZGJ_—GZ:Z'&?_T:T.
Weiters gilt
S@Zy'GZ"'S@sy'GS .
S@,ly = G , und somit folgt
1

Sey C1-Sey G2 (2/2)-2-83- (322/40)- (2.83/3) 57-23
¥ G; B (4.23/3) T80

¢ Kurvenschwerpunkte
In analoger Weise kdnnen wir fir eine stiickweise differenzierbare Kurve
91— R2:t— (91(1), 92(1)) = (9x (1), 9y (1))
den sogenannten Kurvenschwerpunkt S, = (S, S,,) definieren.
Wir denken uns die Kurve aus infinitesimal kurzen St&ben zusammengesetzt.
Die Lange und damit die Masse eines solchen infinitessimal kurzen Kurvenstabes, welcher durch die
Einschrankung

cpl[t £+ o] auf dasinfinitesimal kurze Intervall [t, t + dt] parametrisiert ist,

ist
lot+dt) =l =lle® + o' M) -dt—o® ] = MO -dt.
Der dazugehdrige Schwerpunkt hat die Koordinaten (gx(t), gy (1)).
Bildet man den gesamten Schwer punkt der Kurve, so kommt man zur Definition

gl(Px(t)”(Pl(t)” dt Slcpy(t)llcp'(t)ll dt
S, = (Syx: Spy) & ( : )

|roore [ eona
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wobei
) lo' @1 =7 (95 (© )2+ (9, (D)2
Wir berechnen nun die y-Koordinate des Schwerpunktes des Graphen einer Funktion.
Sei dazu

f:[a, b] — R stetig differenzierbar gegeben.
Eine Parametrisierung des Graphen bekommen wir durch
¢ :[a bl — R2:t— (£, f(1)) = (ox(1), gy (D).
In obige Formel eingesetzt ergibt diesflr die y-Koordinate S, des Kurvenschwerpunktes

b
S f(t) - V1 +f2(t) ot

() Sy = Sy = b
g V1+f2(t) o

(8) Beispiele:
(1) Sei ¢:[0, 1] —> R2:t—> (cos(t), sin(t)) die Parametrisierung des oberen
Einheitshalbkreises. Fir die y-Koordinate S, des Kurvenschwerpunktes folgt

T

&@ﬁDH@TUHdt &Snayim

T

oy — n
Lloora | 1a

(2) Se fi[a,b]H]R:XHcosh(x)zeXp(X)"LeXp(_X)_

2
Der Graphvon f ist die sogenannte K ettenlinie. Diey-Koordinate S, des Kurvenschwerpunktes
ist somit
b b b
S f(t)-V1+F2(t) ct S cosh () - V1 +snh2(t) ot S cosh? (t) dt
a a a
Sfy: b - b T -
S V1+f2(t) at g V1+snh2(t) dt S cosh (t) dt
a a a

b b
S(@+2+eagm (L.es2.t-L.e2)

a

a

[S1E

b b
S cosh (t) dt sinh (t)

a

(3) Der Umfangschwerpunkt eines Dreieckes:
Gegeben sind drei Punkte A, B, C im R2, welche die Eckpunkte eines Dreieckes bilden.Wir
berechnen den Schwerpunkt des Umfanges des Dreieckes, indem wir zuerst die Schwerpunkte
S;=%:(B+C),S,=%-(C+A),S;==+-(A+B) derdrei Seiten bilden.
Diese haben die die entsprechenden Seitenléngen als Gewichte |C—-B||, |A - CJ| bzw. |B-A].
Damit hat der Umfang des Dreieckes den Schwerpunkt
_3-(B+C)-|C-B| +5-(C+A)-[A-C| +3-(A+B)-|B-A|l

. IC=Bl +A-Cl + [B-A]
In der Elementargeometrie lernt man, dal3 S der Inkreismittel punkt des “Mitten-Dreieckes’
Sy Sy S st
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Se

Die Guldin'schen Regeln

a Guldinsche Regel fir das Volumen eines Rotationskorpers
Gegeben sa ein beschrénkter "birgerlicher" Bereich
DS Rx[0, ) S R2
Denkt man sich diesen Bereich D um die x-Achse rotierend, so entsteht ein Rotationskorper Kp
dessen Volumen man berechnen kann durch

Vol (Kp) = SSDZn -y dxdy.

f:[a b] — R.
Wir betrachten die Flache zwischen dem Graphen von f und der x-Achse.
Wir hatten fir die y-Koordinate des Flachenschwerpunktes die Formel

b
Sf2(x)dx
%.bi'
gf(x)dx

Fur das Volumen des entsprechenden Rotationskorpers mit der x-Achse al's Rotationsachse werden

wir die Formel
b

Vrot:ng f2(x) - dx bekommen (siehe Kapl.§2.(11)).
a

Ysr=

Daraus lesen wir jetzt ab:
b

Vigt=2T Y- Saf(x)dx.

In Worten: Das Volumen des Rotationskorpersist gleich dem Inhalt der Flache unter dem Graphen
der erzeugenden Funktion, multipliziert mit dem Weg des Flachenschwerpunktes bei einer Drehung
um die Rotationsachse.

b Guldinsche Regel fur den Inhalt der Flache eines Rotationskorpers
Gegeben sai eine nicht negative, stetig differenzierbare Funktion
f:[a b] — R.
Wir betrachten den Graphen dieser Funktion als Kurve.
Wir hatten fUr die y-Koordinate des Kurvenschwerpunktes die Formel
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b
S'f(x)~1Jl+f'2(x) dx
Yk = - .

b
S Y1 +f'2(x) dx

Fur den Inhalt der entsprechenden Rotationsflache mit der x-Achse a's Rotationsachse hatten wir die
Formel

b
Fot=27" S f(x)-V1+f2(x) dx.
a
Daraus lesen wir ab:
b
Fot=2-7 Y - S V1 +f2(x) dx.
a

In Worten: Der Inhalt einer Rotationsflacheist gleich der Bogenlénge des Graphen der erzeugenden
Funktion, multipliziert mit dem Weg des Kurvenschwerpunktes des Graphen bei einer Drehung um
die Rotationsachse.

Beispiel:

Das Paradebeispiel fur die Anwendung der guldinschen Regeln sind die Berechnung des VVolumens

und des Oberflacheninhalts eines Torus.

Wir haben dazu alerdings den Flachenschwerpunkt einer Kreisfléche und den Kurvenschwerpunkt

einer Kreidinie zu betrachten, was aus unserem einfachen Schemamit der erzeugenden Funktion
f:[a b] — R herausfiihrt.

In den Anwendungsféchern der Mathematik wird aber 6fters ein mathematischer Satz nur unter

vereinfachenden V oraussetzungen bewiesen.

A .

b
® o

/ \ / ri
Der Flachenschwerpunkt des erzeugenden Kreises liegt aus Symmetriegrinden im Mittelpunkt des
Kreises. Ebenso ist dies beim Kurvenschwerpunkt der Fall. Nun bekommen wir sehr einfach nach
Guldin:

Rotationsflacheninhal t, s =2+
Volumenyys=2-R-m-r2.w =

n-R-2-t-r=4r2.r-R und

2-R-r2.-g2,

Die guldinschen Regeln kdnnen auch umgekehrt benutzt werden um die Schwerpunktskoordinaten zu
berechnen.

Beispiel:

Von der Kugel kennen wir bereits das VVolumen und den Inhalt der Oberfl&che.

Daraus berechnen wir nun den Flachenschwerpunkt und den Kurvenschwerpunkt jenes Halbkreises,
der durch Rotation die Kugel erzeugt.
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Aus

Vol yge =4-R3- £ und
Flankes=R2- 5 folgt mit der ersten guldinschen Regel
4-R3~%=R2-%~2~n~y3,:,also

und aus

Flgyga =4-R?-m und
Langeyapkreis= R folgt mit der zweiten guldinschen Regel
4.R2.1=R-n-2-1-Yg, ds0

ySK:EZ'R-

Kurvenschwerpunkt
Flichenschwerpunkt
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